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Resumo

Neste Trabalho de Conclusao de Curso analisa-se a convergéncia de sistemas lineares
através do condicionamento da matriz de coeficientes. Sistemas mal-condicionados am-
plificam os erros de arredondamento nos métodos diretos e iterativos, de modo que a
solucao do sistema pode nao convergir a solucao exata. Sao apresentadas técnicas de pré-
condicionamento para melhorar a convergéncia de sistemas lineares mal-condicionados.
Para resolver este problema sao apresentados o pré-condicionamento pela Diagonal da
matriz de coeficientes, pré-condicionamento por decomposicao LU incompleta (ILU) e
pré-condicionamento por Decomposi¢ao de Cholesky incompleta (IC'H) para os métodos

dos gradientes conjugados.

Palavras-Chave: Sistemas lineares, Métodos iterativos, Gradientes Conjugados, Pré-

condicionamento e Convergeéncia.



Abstract

In this work Completion of course we analyze the convergence of linear systems th-
rough conditioning of the coefficient matrix. Ill-conditioned systems amplify the rounding
errors in direct and iterative methods, so that the solution of the system does not converge
to the exact solution. Are presented preconditioning techniques to improve the conver-
gence of ill-conditioned linear systems. To solve this problem are shown preconditioning
the diagonal matrix of coefficients, and preconditioning I LU preconditioning C'holesky

to the methods of the conjugate gradient.

Keywords: linear systems, iterative methods, Conjugate Gradient, Preconditioning

and Convergence.
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Capitulo 1

Introducao

Os métodos de resolucao de sistemas de equacoes lineares sao divididos basicamente
em dois grupos: grupo dos métodos diretos, caracterizados basicamente por fornecerem a
solucao exata para um sistema dado, usados em sistemas de pequeno porte e os métodos
iterativos, que refinam a solucao a cada iteragao, fornecendo uma sequéncia de solucoes
aproximadas, usados em sistemas de grande porte ou em sistemas cujas matrizes sao mal-
condicionadas.
Nos métodos diretos, aplicados a sistemas mal-condicionados ou a sistemas de grande
porte, a medida que o nimero de equagoes do sistema linear aumenta acabam perdendo
significativamente a eficiéncia por conta do nimero de operagoes que deverao ser realiza-
das para chegar a solucao exata do sistema linear.
Neste sentido, a utilizacao de métodos diretos para a resolucao de sistemas de equagoes
lineares de grande porte torna-se ineficaz e os métodos iterativos passam a ter uma grande
importancia por conta de técnicas aplicadas a eles que ajudam na busca pela convergéncia
da solucao destes tipos de sistemas de grande porte.
A escolha entre o método direto ou o método iterativo a ser usado depende de cada
problema a ser resolvido, basicamente devemos analisar o condicionamento da matriz do
sistema linear, matrizes de grande porte ou matrizes mal- condicionadas como as matrizes
esparsas sugere-se o uso de métodos iterativos para a resolucao do sistema linear dado.
Dentre os métodos iterativos mais utilizados para resolucao desses sistemas de equagoes
lineares, pode-se citar o Método dos Gradientes Conjugados.
Esse método tem se firmado como o método ideal para resolucao de sistemas lineares de

alta ordem com matriz simétrica e definida positiva.



No método dos gradientes conjugados a depender do condicionamento da matriz de co-
eficientes, a eficiéncia do método pode ser poténcializada por meio de uma operacao
de pré-condicionamento da matriz do sistema, essa operagao ¢ comumente chamada de
pré-condicionamento, que consiste basicamente em alterar a matriz original do sistema,
fazendo com que os autovalores desta matriz estejam mais préximos, tornando o sistema
mais estavel e reduzindo o nimero de iteragoes necessarias para a solucao do mesmo.

A avaliagdo de um método iterativo baseia-se na rapidez de sua convergéncia. Para ace-
leré-la é indispensavel o uso da técnica de pré-condicionamento.

Dentre as técnicas de pré-condicionamento, as mais usadas e estudadas sao as técnicas
desenvolvidas apartir da Decomposicao LU, Decomposicao de Cholesky e através da
Diagonal da matriz do sistema.

No capitulo 2 se apresentam os conceitos basicos de matrizes, os métodos diretos com base
na fatoracao LU e Cholesky sao apresentados no capitulo 3, no capitulo 4 os métodos ite-
rativos do gradiente e gradientes conjugados sao desenvolvidos e finalmente no capitulo 5

apresentamos o pré-condicionamento para o método dos gradientes conjugados.



Capitulo 2

Definicoes basicas de matrizes

Dados dois nidmeros naturais m e n e nao-nulos, chama-se matriz m por n e (indica-se

m X n) toda tabela A formada por nimeros reais distribuidos em m linhas e n colunas.

11 Q12 @y - A1p
Q21 Q22 Q23 - QA2p

A= asyr Q32 Aasz - Aazp (2-1)
Am1 Am2 QM3 Amn

2.0.1 Matriz linha

E toda matriz do tipo 1 X n, isto é, uma matriz que tem uma tunica linha.

X=1lon 212 213 -+ T, (2:2)

2.0.2 Matriz coluna

E toda matriz do tipo n x 1, isto é, uma matriz que tem uma tinica coluna.

T11

x21

X =1z (2.3)




2.0.3 Matriz transposta

Dada uma matriz A=(a;;)mxn, chama-se tranposta de A a matriz At:(a;i)nxm tal que

/

a;;=a;;, para todo i e j.

apn @2 @3 - Qip aix QAo1 Qg1 - Gml
Q21 Q22 A23 -+  Q2p Q12 Q22 A32 -  Gp2

_ t__
A= a31 Az a33 - A3p ) A= @13 Q23 Q33 - Ap3
Am1 Am2 Qm3 - Amn A1p A2n A3n - ° - Amn

2.0.4 Matriz quadrada

Matriz quadrada de ordem n é toda matriz do tipo n X n, isto é, uma matriz que tem o

numero de linhas igual ao niimero de colunas.

ailr a2 a3 - Qip
Q21 Qg2 Q23 --° Q2p

X = azp Q32 a3z -+ A3p (2-4)
anp1 QAp2 ARz Ann

Chama-se diagonal principal em uma matriz quadrada de ordem n o conjunto dos

elementos da matriz que tém os dois indices iguais, isto €, ai1, as, ass, ..., Any

a1

22
as3 (2.5)

ann

Chama-se diagonal secundaria em uma matriz quadrada de ordem n o conjunto dos



elementos que tém a soma dos indices igual a n + 1, isto é, aip, agpn—1, a3 n—2, ..

Qn1

2.0.5 Matriz diagonal

A1n
a2 n—1

a3 n—2

, Anl

(2.6)

Matriz diagonal é toda matriz quadrada em que os elementos que nao pertencem a dia-

gonal principal sao iguais a zero.

2.0.6 Matriz identidade

a1 0 0 0
0 929 0 0
0 0 ass 0 (27)
0O 0 0 - am

E uma matriz diagonal de ordem n denotada por I,, em que os elementos da diagonal sao

iguais a 1 e os demais elementos da matriz sao iguais a 0.

1 00 0
010 0

IL=1001 0 (2.8)
000 1

2.0.7 Igualdade entre matrizes

Duas matrizes A=(a;;)mxn € B=(bij)mxn sdo iguais quando sdo do mesmo tipo e seus
elementos correspondentes sao iguais, isto €, a;; = b;; para todo ¢ € 1,--- ,m e para todo

jel - n.



2.0.8 Produto entre matrizes

Dadas duas matrizes A=(a;;)mxn € B=(b;p)nxp, chama-se produto AB a matriz C=(Cix)mxp

tal que

Cik = @itbig + aiobor + -+ + ainbpi, = Zaijbjka Vi=1,---,m ;Vk=1,---,p
j=1

2.0.9 Matriz simétrica

Uma matriz A = (a;;) ¢ simétrica, se ¢ uma matriz quadrada de ordem n tal que A" = A,
ou seja, agj = aj;, para todo 7,5 € 1,--- ,n. Os elementos que estao simétricamente
dispostos em relacao a diagonal principal da matriz simétrica A sao iguais. As seguintes

matrizes sao exemplos de matrizes simétricas,

a b ¢ d
a b c 4,0 -1,5 —0,5
b e f g
A= , B=1bd e |, C=1]-1,5 3,0 -0,5
c f h 1
c e f -0,5 —-0,5 2,0
d g 1 J

2.0.10 Matriz esparsa

Uma matriz é dita esparsa quando a maioria de seus elementos sao iguais a zero. Em geral,
matrizes esparsas sao definidas operacionalmente, no sentido de que técnicas especiais
podem ser usadas para tirar vantagem do grande niimero de zeros e sua localizagao.

Equagoes diferenciais parciais sao a maior fonte de problemas de algebra linear numérica
envolvendo matrizes esparsas. Engenheiros elétricos lidando com redes elétricas nos anos
1960s foram os primeiros a explorar a esparsidade das matrizes de coeficientes associadas
aos problemas tratados para resolver sistemas lineares. Como os computadores tinham
pouca capacidade de armazenamento e poder de processamento, e os problemas envolviam
um numero enorme de varidveis, métodos de solugao aproximada que tiram vantagem

da existéncia de um numero muito grande de zeros tiveram que ser desenvolvidos. As



seguintes matrizes sao esparsas:

100 30 - -
50 0 0 0
5700 2
10 15 0 0
D=[30240|, E=
0 0 40 0
00690
0 0 0 60
0000 4 - -

2.1 Autovalor e Autovetor

Um escalar A é chamado autovalor da matriz A = (a;j)nxn, se existe um vetor nao nulo

x, denominado autovetor de A tal que

Az = \z

Para determinar os autovalores A, observe que Az = Az equivale a (A — A\ )z = 0, a qual

tem solugdo nao-nula se, e somente se, o determinante det(A — A\I) = 0. Esta equacao

¢ um polinomio de grau n em A\, resolvendo este polindmio obtém-se os autovalores A.

Substituindo cada autovalor A\ na equacao Ax = Ax encontramos os autovetores x da

matriz A.

Por exemplo, os autovalores da matriz

2 1
A=
1 2
sao determinados resolvendo
2—A 1
det(A—N) = =X —4\+3=0
1 2—A

(2.9)

(2.10)

Resolvendo o polinémio temos A\; = 3 e Ay = 1 com autovetores [1,1]7 e [—1,1]T respec-

tivamente.

2.2 Matriz definida positiva
A matriz simétrica A = (a;j)nx, ¢ dita definida positiva se
Az >0, VYexeR", x#0

10



Desenvolvendo os termos, temos

aix Qa2 aiz -+ Qip X1
Q21 Q22 Q23 --° (Q2p T2
t _
T Ar = Ty Ty Ty - ZUn] asy Q32 Qazz -+ A3 T3
Anp1 Ap2 Ap3z - Ann Tp
T
T2
— n n n n
Tn
n n
= E E aija:ixj>0.
i=1 j=1

a qual é uma forma quadrdtica positiva com termos do tipo z? ou z;z;.

As seguintes propriedades sao equivalentes e caracterizam as matrizes simétricas definida

positiva:
1. A matriz A é definida positiva.
2. Para todo vetor x nao-nulo x'Az > 0.
3. Todos os autovalores da matriz A sao positivos.

4. Todos os pivos na eliminacao gaussiana sdo positivos (nao é necessario fazer troca

de linhas e colunas).

Por exemplo a matriz

2 1
A= (2.11)
1 2

é definida positiva, pois seus autovalores \; = 3 e Ay = 1 sao positivos.

2.3 Sistemas lineares com matriz nao-simétrica

O método gradientes conjugados nao pode ser usado em sistemas lineares em que a matriz

A do sistema Ax = b nao seja simétrica. Uma técnica usada para resolver esse problema é

11



multiplicar & esquerda A’ no sistema linear par obter A'Az = A'h. Como A*A é simétrica
definida positiva este novo sistema pode ser usado como equivalente ao sistema inicial
Ax = b. Este procedimento nao é recomendado em matrizes mal-condicionadas. Os
autovalores da matriz mal-condicionada se distribuem em um intervalo grande ou sao
préximos de zero, logo os autovalores de A'A sao autovalores de A elevados ao quadrado
e o problema se agrava no novo sistema.

No exemplo,a matriz G nao é simétrica, enquanto a matriz GG* é simétrica,

0 2 4 08 10 20 28 0
GG'=|8 6 4 2 6 12 | = | 28 116 128 (2.12)
10 12 —6 4 4 —6 0 128 280

2.4 Norma de vetores

Seja V' um espago vetorial, a norma de vetores em R"™ é uma funcdo de ||.|| : R" — R

que satisfaz as seguintes propriedades:
L.z#0—=|z[|>0;2z€eV
2. [lazl|=lall|z|| ;z €V eaeR
Bz +yl<lzl +llyll sz eVeyeV
Algumas das Normas usais para o vetor x = (x1, 9, -+ ,2,) € R" sdo:

Norma ly:  ||z||; = Z ||
i

Norma euclidiana ou norma Iy : ||z = Z |2; ]2

i

Norma bt |2l = maz {|z i =1, )

2.5 Norma de matrizes

A norma de uma matriz em R™*" é uma fungao ||.|| := R™"™ — R que satisfaz as

seguintes propriedades:
1. A40— ||A|| >0

12



2. [laAl|=[alllAl

3. [[A+ Bl <[IAll + [|B]

Verificam-se as seguintes propriedades:

a) [[AB| < [ Al [IB]

b) ||A] = mcwzt{M LT # O}

(I

c) [[All = maz {[|Aul| - Jul| = 1}

Algumas das normas usuais para a matriz A = (a;;)nxn S20:

I|A|l1 = max {Z laijl|: j=1,--- ,n} (maximo das somas das colunas de A)
i=1
|All2 = max {\/X : A\ é autovalor de AtA}

|Al| o = mazx {Z llaj |l : i=1,--- ,n} (méximo das somas absolutas das linhas de A)
j=1

2.6 Condicao de uma matriz nao-singular

Dado o sistema linear Az = b, consideremos os seguintes sistemas perturbados:

1. Suponhamos que o vetor independente b é alterado para b + db e a matriz A per-

maneca inalterada. O sistema linear do problema perturbado é:
A(x + 0xp) = b+ b
considerando que Ax = b e colocando em evidéncia dx;, temos
dxy = A7L6D.
Aplicando desigualdade de normas, resulta

ol < 1Al =]
lozs|l < [IATH] [|ob]



Multiplicando e arranjando os termos, obtém-se,

Izl _
el

|00

150]]
< A7 [1A]
ol

2. Se perturbamos a matriz A enquanto b é mantido fixo, tem-se o sistema perturbado:
(A+0A) (x4 dxa) =10

De modo similar chega-se a expressao para o erro relativo:

[0z Al
|z + dxal —

0A]

l[oA]l
< [[A7] 11A]
0

A quantidade ||A7!||||A]| reflete a mdxima mudanga relativa possivel na solugdo exata

para um sistema linear com dados perturbados, denominada a condicao da matriz:
cond(A) = [|AT] [|A]-

Dos itens anteriores temos as desigualdades,

[REA 162l
x T+ 0x
Cond(A) \|||§b|\|| e Cond(A) > W
2] 1A]]

Se a mudanca relativa é muito grande para uma pequena pertubacao em A ou b, entao
diremos que a matriz A é mal-condicionada. Em termos do sistema linear, se cond(A) for
proximo de 1 dizemos que o sistema é bem condicionado, de outra forma dizemos que o

sistema é mal-condicionado.

Verificam-se as seguintes propriedades:
1. A norma da matriz identidade, para qualquer norma, vale 1.
2. Como I = A A e [|[ATAJI<||A7Y|||A]l, entdo cond(A) > 1

3. Se a matriz A for multiplicada por um escalar «, entao cond(aA) = « cond(A)

max{||ds||: i=1,---,n}
min{||ds|| : i=1,---,n}

4. Se D for uma matriz diagonal, entdo cond(D)=

14



Capitulo 3

Metodos diretos: LU e Cholesky

3.1 Decomposicao (Fatoracao) LU

Dado o sistema

Ax =b (3.1)

o objetivo da decomposi¢ao LU é fatorar a matriz A em uma matriz triangular inferior L

e uma matriz triangular superior U, isto é
A=LU (3.2)
Substituindo (3.1) em (3.2) obtém-se o sistema linear equivalente
(LU)z =0 (3.3)

cuja solugao é determinada resolvendo primeiro um sistema triangular inferior por subs-

tituicao e logo um sistema triangular superior por retro-substituicao:

Resolver Ly=5b (3.4)

Resolver Ur=y (3.5)

As seguintes fatoragoes LU da matriz A, sao usais na determinagao das matrizes L e U,

1. Fatoragao de Doolite: ocorre quando l;; = 1,7 =1,--- ,n, ou seja, os elementos da

diagonal principal de L sao iguais a 1.

2. Fatoragao de Crout: ocorre quando u; = 1 4 =1,--- ,n, ou seja, os elementos da

diagonal de U sao iguais a 1.

15



Consideremos a fatoracao de Doolite H = LU da matriz H,

21 00 1 0 0 0 U1 U2 U3 U4
1 210 [ 1 0 0 0 uge Uy u
H— ’ I = 21 ’ U— 22 23 24
01 21 l31 132 1 0 0 0 U33 U4
00 1 2 l41 l42 l43 1 0 0 0 Ug4

isto é, determinar L e U tal que:

1 0 0 0 U1l Uz U3 U4 21 00

lry 1 0 0 0  us Uz Uy _ 1 210

by bz 1 0| 0 0 ws wse| |01 21
I lyg lyo Lz 1 110 0 0wy |00 1 2]

Este sistema se resolve calculando sucessivamente uma linha de U seguida de uma coluna

de L, este procedimento se ilustra a seguir:
1. Célculo da linha 1 de U: U1, U12,U13 € U4
[1 0 0 0}[1111 000 =2 = u=2

(100 0] [uws un 0 0] =1 = up=1

[1000][@613 Ugz uszz 0 =0 = uiz=0

|:1 0 0 0:| |:U14 U4 U3qe Ugq =0 = U14:O

2. Calculo da coluna 1 de L: lo1, 131 € ly.

17 1 11
|:l21 1 00 up 0 0 0] =1 = bhiun=1=l=—=—
4 L i U1t 2
17 1t 0 0

[lgl l35 1 0 up 0 0 0] =0 = lLiun=0=l3=—=-=0
4 L i U1t 2
17 1t 0 0

|:l41 l42 l43 1 u;; 0 0 O =0 = l41U11:O:>l41:—:—:O
4 L i U1l 1

16



3. Calculo da linha 2 de U: 9o, us3 € Usgy.

t
|:l21 10 O] [ulg U292 0 O] =2 = l21U12+U22:2
1 3
= U22:2—l21U12:2—(§>(1):§
t
[lgl 10 O] [ulg Uo3 U33 O] =2 = l21u13+u23:1
1
= U23:1—l21U13:1—(§>(0):1
t
[lgl 1 0 0} |:U14 Uoq4 U34 U44] =0 = l21u14+u24:0
1

= Uy =0 —Ilpyus =0 — (5)(0) =0

4. Calculo da coluna 2 de L: I35 € l49.

t
|:l31 l30 1 O] [ulg Uge 0 0} =1 = Ilz1u2 +l3up =1
1—131U12 1—01_2

= 3 = = ==
32 U § 3
2
t
[ l41 l42 l43 1 :| [ U12 U2 0 0 } =0 = l41’lL12 + l42U22 =0
0-—1 —0-1
N - 41U12: ’ —0
U22 2
2
5. Célculo da linha 3 de U: w33 € usy
t
[ 131 l32 10 :| [ U13 U2z U33 0 ] =2 = l31U,13 + l32U23 =2
= ugz = 2 — [ls1u13 + l32u03]
2 4
=2-0-0—=--1=-=
Us3 3 3
t
|: 131 132 10 :| [ U4 Ugq U4 U4y :| =1 = l31U14 + lggU24 +uszy = 1
= ugs = 1 — [l51014 + l30U04]
2
= U34:1—0'——'0:1
3
6. Calculo da coluna 3 de L: 43
t
l41 142 l43 1 i| |: U13 U3 U3z 0 =2 = l41U13 + l42U23 + l43’LL33 =1
N 1 — [(laurs) + (lagugs)]
U3z
L — 1-0-0—-0-0 B 3
= 43 = 1 =1

3
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7. Célculo da linha 4 de U: gy

t
[ 141 142 143 laa ] [ U4 U4 U3g Ugq = 2
= lygUra + lagUog + laztiy + lyqtay = 2

= Uy = 2— [541U14 + lyouag + l43u34]

3 5)

= = 2—-0-040-0—=-1=-.

Uy + 1 1

Logo, a fatoracao LU de Doolite da matriz H é dada por:

1000|2100 2100
3 L0005 10 | 1210
0210 0031 0121
0021 000 2 001 2

O seguinte algoritmo numérico descreve a decomposicao LU de Doolite, isto é, quando os

elementos da diagonal principal da matriz triangular inferior L sao todos iguais a 1,
Algoritmo 3.1.1. Algoritmo numérico da decomposicao LU de Doolite

1. Ler (a;), ¢,j=1,---,n

2.l +—1

3. Para k=1 :n faca
ULk —— A1k (1* linha de U)

Fim para

4. Para j =2 :n faca
i1 <— aj1/un (1% coluna de L)

Fim para

5. Parai=2:n—1 faga
Para k =i : n faca

i1
Ui — Qe — Z LisUsse (i-ésima linha de U)

s=1

18



Fim para

Para j =i+ 1:n faca

i—1
Lji — (aji - lesusi> [ i
s=1

Fim para

Fim para

n—1

(j-ésima coluna de L)

Upp — Qo — Z Lstsn (n-ésima linha de U)

s=1

7. Escreva ((1;), (wi), ij=1:n

Fim algoritmo

3.1.1 Aplicacao a sistemas lineares

Para resolver pela fatoracao LU o sistema linear

Ar=1b
onde,
-9 5 6 1
A — 2 3 1 bl Tr = IQ
-1 1 -3 x3

segue-se o seguinte procedimento,

1. Fatoragao LU. Aplicando o algoritmo de Doolite obtem-se a decomposicao LU da

matriz A temos,

1 0 0
_ 2 _
4
s 3 1

19
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2. Resolvendo por substituicao progressiva o sistema triangular inferior Ly = b

U 11

Y2 | — 4

|
©IN
— @} (@]

Y3 —2

Ol
Sl

resulta
11

= 58
y 9

5
37

3. Resolvendo por retro-substituicao o sistema triangular superior Uz = y

-9 5 6 T 11
37 7 _ 58
0 5 3 T2 9
145 145
0 0 4 3 37

temos a solucao = do sistema original Az = b

3.2 Fatoracao de Cholesky

Seja a matriz A simétrica (A = A") e definida positiva (z'Az > 0).Para qualquer vetor
nao-nulo x existe uma matriz R = (r;;)i,j = 1,....,n, triangular superior, com diagonal

positiva tal que A pode ser decomposta de maneira tnica na forma

A=R'R

20



3.2.1 Processo de decomposicao

Considere a matriz A = (a;;), ¢,j =,...,n, construimos os elementos da matriz triangular
superior R = (1), 4,j =,...,n na fatoracdo de Cholesky R'R = A,
11 11 T2 Tz - Tin a1 G2 aiz - Qi
T2 T22 0 Tog T23 -+ Topn G21 G2 dA23 - Q2p
T3 T23 T33 T3z 0 T3n = | G31 azz asz - A4z
0
i Tin Ton T3n * Tnn 1L Tnn ] L Qp1 Ap2 Qp3 - Qpp ]

seguindo o seguinte procedimento,

1. Célculo da linha 1 de R.

t
2
[7“11 o --- 0} [7"11 0o --- 0} =a11 = Ti1 = a1 = T'11 = /a11
t a12
ry 0 0 --- 0 ri9 Tog 0 -+ 0| =a12 = 7’117“12=a12$7"12=r—
11
t A1n
11 0o --- 0 Tn Ton *°° Tnn =ay, = Tllrln:aln:rrln:r_
11

2. Célculo da linha 2 de R.

t
[7“12 rog 0 --- 0} [7“12 reg 0 - 0] = ap = 7’222\/@2—7”%2

t Qo3 — T'197T

23 12713

[Tlg rog 0 - 0} [7‘13 93 T33 0 --- 0] = Q23 = T23:7“—
22

t Aoy, — T10T

2n 127 1n

[7”12 rog 0 - O] [Tln Ton T3pn - rnni| =Q2n = Top=—T—"—

22
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3. Célculo da linha i de R.

= Tii —
t
ri oo om0 0 } [ TLit1l -0 Tigwl Tigtier 0 oo 0 } = Qigt1
i1
Qi1 — Zkzl TkiTk,i+1
= Tii+l =
T'ii
t
[7“11' oy 0 e O] [Tln Ton T3n “°* Tnn } = Qin
i1
Qjp, — -1 TkiTkn
IO ¥/
T'ii

3.2.2 Aplicacao na resolucao de sistemas lineares

Dado o sistema

Axr =10

onde A é uma matriz simétrica definida positiva, o método de Cholesky assegura a fa-

toracao
A=R'R

onde R é uma matriz triangular superior e portanto R' é uma matriz triangular inferior.

Logo, o sistema Az = b equivale ao sistema:
R'Rx =1
o qual se resolve seguindo as etapas
1. Resolver para y o sistema triangular inferior por substituicao progressiva:
Ry =10
2. Resolver para x o sistema triangular superior por retro-substituicao:

Rx =y
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Por exemplo o sistema

Axr=b
onde,
1 2 2 T 11
A=12 7 7|, z=| 29|, b= 4 (3.6)
2 79 x3 -2

pode-se resolver usando a fatoracao de Cholesky, seguindo os seguintes passos

1. Fatoragao de Cholesky. A = R'R, onde

1 2 2
R=10 v3 V3
0 0 2
2. A solucao do sistema Rly = b
1 0 O Y1 11
2 V3 0 yp | = | 4
2 V3 V2 Y3 —2
¢ dado pelo vetor
11
y= 1| —10,3923
—4,2426
3. A solucao do sistema Rz =y
1 2 2 T 11
0 V3 V3 zy | = | —10,3923
0 0 V2 T3 —4,2426
¢ dado pelo vetor
23
r=| -3
-3
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O seguinte algoritmo numérico determina a matriz triangular superior R na Fatoracao de

Cholesky,

Algoritmo 3.2.1. Algoritmo numérico da Fatoracao de Cholesky

1. Ler (a;), 4,j=1:n

2. ry — yan
3. Para k =2:n faca
Tik & A1k = Q1n/a11
Fim para

4. Para i =2 :n faga

Ty &

Para j =i+ 1:n faca

i1
Tij < (aij - E Tkﬁkj) /ai;
k=1

Fim para

Fim para

5. Escreva (1), j>1i, i=1:n

Fim algoritmo
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Capitulo 4

Métodos iterativos para solucao de

sistemas lineares

Os métodos iterativos para o sistema linear algébrico
Ar =b

onde A é uma matriz quadrada em R™*™ e x, b sao vetores em R", consiste na geragao de
uma sequéncia M, z® . z®) ... a partir de uma estimativa inicial 2(®. O objetivo é

que esta sequéncia convirja para a solucao x do sistema linear, isto é,

lim z® = 2
k—o00

Como na realidade nao é objetivo dos métodos iterativos realizar um grande nimero
de operacoes, na resolucao, os métodos iterativos sao interrompidos, o que implica em
termos uma solugao aproximada do sistema, porém perfeitamente boa para a finalidade
pretendida. Como um critério de parada da sequéncia, considera-se por exemplo uma

tolerancia TOL em termos absolutos, de modo que
|z — 2*V| < TOL,

ou, em termos relativos
[« — D]

1]

As principais vantagens dos métodos iterativos estao no fato destes produzirem boas

<TOL.

aproximacoes com relativamente poucas iteragoes, outra vantagem que temos é que a

matriz A nunca é alterada no decorrer do processo iterativo, permitindo economia de
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memoria e tempo de calculo. Esta caracteristica permite que estes sejam particularmente
adaptados para resolver sistemas de grandes dimensoes com matrizes esparsas. A seguir

apresentamos os métodos iterativos do gradiente e gradientes conjugados.

4.1 Método do Gradiente

O método do gradiente é utilizado quando a matriz A é simétrica e definida positiva,
isto é, A" = A e 2 Az > 0 para qualquer z nao-nulo. Para resolver o sistema Axr = b,

temos como idéia basica minimizar a funcao

1
F(z) = §xtA:v — b

desenvolvendo as equagoes matriciais para o caso particular n = 2, temos:

1 aip Q12 T T
F(z) = Sl 2] — [br o]
Q21 A22 T2 T2
1 T 1
F(r) = 2 [ T1a11 + ToGo1 T1G12 + T2G2 ] — [b1 by
i) i)
1
F($) = 5 [ l’%an + ToX1G21 + T1T2G12 + x%agg } - b1fL'1 — bgl‘z
1
F(.I) = 5( aux% —+ CLQQZC% -+ 2(112I1$2) — bll’l — bQIQ.

F(z) é uma fungao quadratica e o seu grafico é um paraboléide que tem um tinico minimo.
A seguinte Proposi¢ao mostra que o ponto de minimo de F(z) é a solugao do sistema

Ax =b.

Proposicao 4.1.1. Se a matriz A € simétrica definida positiva, entdo o ponto x minimiza
a fun¢ao quadrdtica F(x) = axtAx — blx se, e somente se, x € solucao do sistema linear

Ax = 0.

Demonstragao:
1
Escrevendo por extenso a funcao F(z) = ixtAx — bz temos
1 n n
ij=1 i=1

26



Aplicando o gradiente da fungao F' resulta,

[ OF (x) 7 _ -
a%rl a1 + a1z + -+ + a1y — by
ﬂ 2171 + G22%2 + - -+ + A2 Ty — by
VFE(z) = 02 = ' = Az —b
aF(ZL‘) Anp1T1 + Apa®o + - + Ty — bn
| Oz, ) )

logo
VF(z)=0& Az —b=0& Az =0

isto é, x é ponto critico da funcao F' se, e somente se, x é solugao do sistema Ax = b.
Para determinar se o ponto critico é de maximo ou de minimo, consideremos o Hessiano
H(F) = (hyj), a matriz das segundas derivadas parciais da funcao F:

0’F
hij = .
J @xﬁm]

Como

[ 0°F(x) 0*F(r) 0°F(z) ]

aiﬁ% 61’18232 a$18xn ail Gio - A1y,
O*F(x) 0?°F(x)  0°F(x)
H(F) == axllé GI% aanxn _ Q21 Q22 - A2y _ A

O*F(z) 0*°F(x) 0°F(x) Up1 Gpo -+ * Ay

| Ozrpxy 02,079 T On2 B B

n -

e sendo A matriz definida positiva, temos que
o'H(F)r =2'Az >0
portanto o ponto critico z de F', solucao do sistema linear Az = b, é um ponto minimo.
Isto completa a demonstracao. [J
Para ilustrar a Proposicao 4.1.1, consideremos o seguinte exemplo

Exemplo 4.1.1. Dado o sistema linear Ax = b,

1001’1 + T2 = 1
T+ 1OOZL’2 = 100
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temos a fungao quadratica associada,

F(z) = 1az:tAJ: — b
2

F(z) = So xo —[1 100]
2 1100 | | o -
1 10021 +
F(x) = =[x x4 U 2 — 1002,
2 21 + 1005
1
F(z) = 5(100%‘? + 1129 + 2129 + 10023) — 21 — 1001,

F(z) = 5027 + z129 + 5025 — 21 — 1002,

cujo gradiente é,

100z, + 29 — 1
VF(z) = b
x1 + 10025 — 100
Logo,
100%1 + 1ZE2 = 1
VF(z) =0 <= < Ax =b.

lz, +100,2 = 100

A solugao do gradiente nulo e do sistema linear é dado por z; = 0 e x5 = 1, e o valor

minimo da func¢do quadratica é F'(0,1) =0+ 0+ 50 — 0 — 100 = —50.

O vetor gradiente aponta para a direcao de crescimento méximo da fungao, portanto
para procurar o minimo da funcao, um método iterativo tem que caminhar na direcao
contraria ao gradiente. Isto é, a aproximacao no passo k + 1 é calculada a partir da apro-

ximagao do passo anterior caminhando na dire¢ao contraria (ou de descida) do gradiente

—VF(z®),
gD = g _ 5 V(™). (4.1)

O parametro real s regula o tamanho do passo na k—ésima iteragdo (ou seja o quanto
devemos caminhar nessa diregao) e serd usado na minimizagao do residuo associado a
k)

aproximacio que estd sendo calculada. O residuo r*) associado & aproximacao z(¥) é

dado por,
—VFE(@®) = b— Az®) = p®) (4.2)
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Vamos calcular o valor de s que minimiza a fungao F,
1 t ¢
F(zx+sr) = §(x+sr) A(z + sr) — b'(x + sr)

Fixado z, derivamos a funcao com relacao a variavel s, aplicando as regras da cadeia e

derivacao de produto

dF 1 1
E(x +sr) = értA(J: + sr) + §(x + s7)t Ar — blr

Usando a propriedade distributiva nas operacoes e as propriedades de transposicao de
vetores e matrizes para mostrar que z'Ar = (Ar)'z = r* Az, uma vez que A é simétrica,

temos

dF
d—(x +sr) = srfAr+r'(Az —b) = st Ar —r'r
s

Finalmente, igualando a derivada a zero, obtemos o valor de s que minimiza a fungao.

rir
— . 4.3
s rT Ar (43)

Substituindo (4.1) e (4.2) em (4.3), o processo iterativo resulta

(7)Yt (8)

(k41) _ 0y ()T
T Gy Ar®

k) (4.4)

Dada uma aproximacao inicial qualquer (¥ o processo iterativo (4.4) converge a solucao
do sistema linear Az = b. O seguinte algoritmo resolve o sistema linear pelo método do

gradiente

Algoritmo 4.1.1. Algoritmo do Método Gradiente
1. Ler a;j, b;, 4,j =1:n, max, tol (A matriz simétrica e definida positiva)
2. 2 «—0

3. Para k = 0 : max faca

r+—b— Az®

(r(F))tp (k)

k) )
(r ) AF )

s

x(k+1) — x(k) + S(k)r(k)
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Se r'r < tol entao
Escrever: Solucao = z*+1
k =max + 1

Fim se

Fim para

Fim algoritmo

O seguinte exemplo ilustra o Algoritmo 4.1.1,

Exemplo 4.1.2. O método do Gradiente para o sistema Ax = b

10 1 0 7 11
1 10 1 zo | = | 11
0 1 10 T3 1

com precisao 107!, segue os seguintes passos

0
lC(O) - 0 )
0
11
r@ — p— Az@ = | 11
1
0 94
SO = T 25 o0
O A7) ~ 2694
0,9922
e = 2@ 4500 =1 9920 |;
0, 0902
0, 0858
r = b Az = | _0 0044
—0,8542
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rWrM 10,8070

W = = = 0,0999
s O AR T 80769
1,0007
0, 0009
@) — 2]

= 0,09 < tol
E= s

como a tolerancia foi atingida, a solucao do sistema linear é dada por (.

4.2 Meétodo dos gradientes conjugados

O método dos gradientes conjugados é o método do tipo gradiente mais usado. Para

caracterizar este método, as seguintes defini¢coes sao formuladas

Definicao 4.2.1. Dada uma matriz simétrica e definida positiva A de ordem n, o produto

interno < -, - >4 € definido como
< u,v > = uAv, Yu,v € R™. (4.5)

Definigao 4.2.2. Dada uma matriz simétrica definida positiva A de ordem n, os vetores
u e v sao ditos A-conjugados ou linearmente independentes segundo o produto interno
< -, - >4 se, e somente se,

<u,v>4=u"Av = 0. (4.6)

No caso que A = I, o produto interno é o produto interno usual
<u,v >=u'v (4.7)
e os vetores sao conjugados ou linearmente independentes, se
<wu,v >=uv=0. (4.8)
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Para evitar que se tome vérias vezes uma mesma direcio r*) usada no método do
gradiente para uma correcdo de z®) se descreve o método dos gradientes conjugados.
Neste método, dada uma aproximacdo inicial 2(°) para o sistema Az = b, se gera um
conjunto de diregoes conjugadas (diregoes linearmentes independentes) vy, vy, ..., v, € em

cada iteracao se minimiza a funcao
F(z)+svw, k=1:n

de modo a construir uma sequéncia de aproximacoes z*) que forneca o minimo da funcéo
em até n passos, onde n é numero de equacoes do sistema. A solucao 6tima pode ser
escrita como combinacao linear das diregoes conjugadas vy, ve, - -+ , v, € do vetor b.

Tomando a primeira aproximaciao como z(?, fazemos
v = VF@) = O = 420 +p

as demais direcoes serao escolhidas de forma que cada direcao seja perpendicular a diregao
anterior, além disso fazemos com que cada direcao seja uma combinagao do residuo ante-

rior e da direcao anterior, ou seja,
v® = —p*=D gy D E =23

onde

< Pl 1) 5
W1 = ) D)

k) seja perpendicular a v+~ e z(

é o coeficiente que serd determinado de forma que v
serd obtido satisfazendo z() = z(©) + \(My1),

De forma geral

2B — pk=1) 4 3 (), (0)

onde

< D) )

AR —
< U(k)7 U(k) >4

O seguinte algoritmo numérico descreve o Método dos gradientes conjugados,
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Algoritmo 4.2.1. Algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados
1. Ler (a;j), b;, 1,5 =1:n, maz, tol (A matriz simétrica e definida positiva)
2. 29 «—0
3. 70— Az —p

4 o — O

< 7@ r0 >

1) ' ot T
5. AW +— =700 >,

6. 20 — 20 L A\
7. v — r©@ £ XM A1)

8. Para k =2:max faga

< pb=Dpk-1)
< rk=2) pk=2) >

Of—1 <

o) — —r(k_l)—l—oz(k_l)v(k_l)

< plkD) D)
< vk pk) >,

2B k1) L\ () (8)

r(k") <— T(k_1)+)\(k)14?)(k)

2+ — o ®)|

Se 2R+ T)

< tol entao

Escrever: solucdo = z*+1
k +— max +1

Fim se

Fim algoritmo.

O seguinte exemplo ilustra o Algoritmo 4.2.1,
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Exemplo 4.2.1. O método dos gradientes conjugados para o sistema algébrico Ax = b

e

q(1)

1)

(1)

10 1 0
1 10 1
0 1 10

tonin = 0,09024

0,9922
0,9922 |;
0,0902

—0, 0858
0, 0044
0, 8942

rWrO 10,8070
rO0) 243

= 0,0033

0,0858
—rW - a@p = | —0,0044
—0,8042
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11
11

+0,0033

11
11
1

0,1221

0,0319
—0, 8909

(4.9)



Av®

10 1 0 0,1221 1,2529
1 10 1 | =1 0,039 | =] —0,4498
0 1 10 —0, 8909 ~8,8771

0,1530 — 0,0143 + 7,9086 = 8, 0473;

(r®,r®) 10,8070

— —0,1003
(Av@ v@) 80473 7
0, 9922 0,1221 1,0044
W 4 gv® = | 0,9922 | 40,1003 | 0,0319 | = | 0,9954
0,0902 —0,8909 0,0008
0, 0399
r 4 Q(Q)AU(Q) = | —0,0407 | ;
0,0038
—0,3532
0, 3685
0,0398
@ .(2))
(r®,r®) 0,003 00041,
(r® M) 0,8070

0,0139 + 0,0150 — 0,0000 = 0, 0289
—0,039%4

=@ +a@e® =1 0,0408 |;
—~0,0001
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(r® @) 0,0033

1) = (4® o) ~ 00080 42
0, 9999
2@ = 2@ 4 g = | 1,0001
0,0008
|23 — 2@ 0,0047 1)
= —0,0047 < 10
2G| 1,0001
0, 9999
Solucdo = z® = 1,0001
0,0008
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Capitulo 5

T'écnicas de Pré-condicionamento

Em alguns casos o método dos gradientes conjugados pode apresentar uma convergéncia
lenta ou ainda nao convergir a solucao exata do sistema linear. Isto acontece em particular
se a matriz dos coeficientes é mal-condicionada, onde o fato de existir uma grande diferenca
entre a magnitude dos autovalores origina erros de arredondamento por conta da perda
de alguns algarismos significativos no processo da aplicacao do método.

Para acelerar a convergéncia do método dos gradientes conjugados aplica-se as técnicas
de pré-condicionamento, a qual consiste em modificar o sistema original por outro sistema
equivalente, mas que tenha melhores propriedades de condicionamento da nova matriz de

coeficientes [6]. Assim, o sistema

Ax =D
com A simétrica e definida positiva, é modificado pelos sistema pré-condicionado,
M™'Az =M""b

onde, M é denominada matriz pré-condicionadora.

A escolha da matriz M deve verificar as seguintes caracteristicas :
1. M é simétrica positiva definida

2. O condicionamento da matriz M ~'A deve ser melhor que o condicionamento da

matriz A

3. A equagao M X = b deve ser ficil de ser resolvida.[4]

A escolha da matriz de pré-condicionamento M é tema de intensiva pesquisa e tem levado

a desenvolver diversos métodos. Por outro lado, existe a possibilidade que M e MY
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nao possam ser calculadas explicitamente, porém os processos iterativos podem auxiliar
sempre que houver necessidade.
O seguinte algoritmo resolve o sistema pré-condicionado para o método dos gradientes

conjugados, desde que se assuma conhecida a matriz pré-condicionadora M,

Algoritmo 5.0.2. Algoritmo Método gradientes conjugados com Pré-Condicionamento

1. Dados:
A: matriz de coeficientes do sistema linear,
b: vetor nao-homogéneo,
M: matriz pré-condicionadora,
tol: tolerancia,

k <— 0 (contador do nimero de iteragoes)

2. 20«0
r<— b,
v — M~'b,
y «— M 'r,

aux <— y'r

3. Enquanto r'r > tol faca

z +—— Av

m <— auxl/auz,
auxr <— auxl
V&< Yy +mu
kE<+—Fk+1

Fim enquanto

4. Escrever: Solucao = z*
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Nao existe até o momento uma metodologia precisa para encontrar matrizes pré-
condicionadoras.
Na verdade existem recomendacoes para casos particulares, como em matrizes em que
os elementos da diagonal variam num intervalo muito grande, neste caso em especifico
a matriz pré-condicionadora M = D onde D matriz diagonal de A, em outros casos
podemos usar fatoracao LU incompleta ou C'holesky incompleta. Um dos modos mais

usados para se determinar um pré-condicionador é fatorar a matriz A de forma incompleta.

5.1 Pré-condicionamento pela Diagonal Principal da
matriz A

Usado quando os elementos da diagonal principal da matriz A variam num intervalo muito
grande. Pode-se dizer que este é o mais simples dos pré-condicionadores, onde a matriz
de pré-condicionamento M escolhida é formada pela diagonal principal de A, ou como
também chamada, matriz D. Assim, a inversa aproximada de A, denotada por M !, é
calculada pela simples inversao da matriz diagonal D.

O seguinte algoritmo ilustra os passos para o pré-condicionamento pela diagonal imple-

mentado no Matlab:

Algoritmo 5.1.1. Algoritmo de pré-condicionamento pela diagonal
clear;

disp("Gradiente conjugado pre-condicionado diagonal’);
a=[21010000;14101000,01410100;10141010;01014101;00101
410;00010141;0000101 2];

b=[11111111);

dim=size(a,1);

pc=zeros(dim);

for i=1:dim

pe(ii)=a(i,i);

end

max==_;
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tol=0.01;
x=b*0;
w(:,1)=x;
r=b;
v=inv(pc)*b;
y=inv(pc)*r;
aux=y *r;
k=1;

while 7' % 7 > tol
z=a*v;
s=aux./(v'*z);
x=x+s%v;
r=r-s*z;
y=imv(pe)*r;
auxl=y’*r;
m=auxl/aux;
aux=auxl;
v=y—+m*v;
w(:k+1)=x;
k=k+1;

end
disp('numero de iteracoes="); k-1

W

5.2 Fatoracao LU incompleta (ILU)

Um dos métodos mais simples e rapido de se determinar um pré-condicionamento é fatorar
a matriz A de forma incompleta.

Chama-se de fatoragao incompleta aquela em que durante o processo de decomposicao,
as posigoes em que a matriz original sao ocupados por elementos zeros continuam desta
maneira, ignorando-se qualquer preenchimento que se daria pelos calculos de atualizacao.

No sistema Az = b, na decomposicao LU em geral fazemos A = LU, sendo L # U. Em
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ILU fazemos a matriz pré-condicionadora M como sendo M = LL!, como L # U temos
que LU # LL' # A.

Assim uma fatoracdo incompleta ILU de uma matriz A, resulta em A diferente de
LU, como se espera que a fatoracao se aproxime de A e sendo esta a funcdo do pré-
condicionador num método iterativo, temos que procurar fazer uma escolha de modo que
tal objetivo seja alcangado.

Como estamos trabalhando com uma matriz A simétrica, a decomposi¢ao LU pode ser
escrita como sendo uma decomposicao LL!. Para este caso, vamos considerar que a matriz
A pode ser escrita como: A = LL' + R em que R representa a diferenca entre a matriz
original A. A matriz M é escolhida como sendo, M = LL!

A esparsidade deve ser respeitada, os coeficientes nulos da matriz A sao mantidos e a
matriz M é chamada de decomposicao LU incompleta:

O seguinte algoritmo mostra os passos do pré-condicionamento ILU implementado no

Matlab,

Algoritmo 5.2.1. Algoritmo de pré-condicionamento ILU
clear;

disp("Gradidente conjugado pre-condicionado lu incompleto’);
a=[21010000;14101000,01410100;10141010;01014101;00101
410;00010141;0000101 2];

b=[11111111);

dim=size(a,1);

l=zeros(dim);

for i=1:dim

for j=1:1

1(i.j)=a(i,);

end

end

pe=1*1;

max==§;

tol=0.01;

x=b*0;

w(:,1)=x;
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r=Db;
v=inv(pc)*b;
y=inv(pc)*r;
aux=y *r;

k=1;

while 7' % r > tol
z=a*v;
s=aux./(v'*z);
x=x+s%v;
r=r-s*z;
y=inv(pc)*r;
auxl=y’*r;
m=aux]1/aux;
aux=auxl;
v=y—+m*v;
w(:k+1)=x;
k=k+1;

end
disp('numero de iteracoes="); k-1

W

5.3 Fatoracao de Cholesky Incompleta (ICH)

Recomendado para ser usado em sistemas cuja matriz é esparsa e mal-condicionada.
A matriz M é obtida preservando-se a esparsidade da matriz A, ou seja, nao modificando
seus elementos nulos.

Para obtermos o pré-condicionador, inicialmente determinamos uma fatoracao da forma

A=L,DL! (5.1)
A= (L D3)(L,D?)* (5.2)
A=LL (5.3)

Esta fatoracao estd baseada no método de decomposi¢ao de Cholesky utilizado para

resolver sistemas de equacoes lineares, onde a matriz A é decomposta como R'R, onde R
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é matriz triangular superior e L = R'. Na fatoracao incompleta deve-se manter a mesma
distribuicao de zeros da matriz original, isto consegue-se fazendo com que elementos nulos

na matriz original continuem nulos na matriz fatorada:

0, 5€ ai; = 0

lija 5€ i 7& 0

L=

A matriz pré-condicionadora de Cholesky pode ser escrita da forma:

M = LL.

O seguinte algoritmo mostra os passos do pré-condicionamento de Cholesky implementado

no Matlab,

Algoritmo 5.3.1. Algoritmo de pré-condicionamento Cholesky incompleto implemen-
tado no Matlab

clear;

disp(’Gradiente conjugado pre-condicionado Cholesky’);
a=[21010000;14101000;01410100;10141010;01014101;00101
410;00010141;0000101 2];

b=[11111111);

dim=size(a,1);

l=zeros(dim);

l=chol(a);

1=I’;

for j=1:dim

for i=j:dim

if a(i,j)==0

1(1,))=0;

end

end

end

pe=1*1;

max==_;

tol=0.01;
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x=b*0;
w(:,1)=x;
r=b;
v=inv(pc)*b;
y=inv(pc)*r;
aux=y *r;
k=1;

while 7’ % r > tol
z=a*v;
s=aux./(v'*z);
x=x+s%v;
r=r-s*z;
y=inv(pc)*r;
auxl=y’*r;
m=auxl/aux;
aux=auxl;
v=y+m*v;
w(:k+1)=x;
k=k+1;

end
disp('numero de iteracoes="); k-1

W

5.4 Aplicacao de pré-condicionamento nos métodos
gradientes conjugados

Counsidere o sistema:

90 1 1 || = 1
1 91| |a|=]1 (5.4)
11 1 || o 1
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sendo que o condicionamento da matriz A do sistema dada por:

90 1 1
A= 1 9 1 (5.5)
1 1 1

é cond(A) = 103, 67.

Vamos analisar as matrizes pré-condicionadoras, com uma tolerancia de tol = 0, 01.

1. Pré-condicionamento pela diagonal (PD)

Usando pré-condicionamento pela diagonal (PD), a matriz M associada a matriz

A é dada por:

90 0 0
M=]0 90 (5.6)
0 01

e a matriz M 1A ¢ dada por:

1 0,0111 0,0111
M7A=]o0,1111 1  0,1111 (5.7)
1 1 1
na qual cond(M~tA) = 4,1980
Observa-se que o condicionamento de M 1A é préximo de 1 e é bem menor que o
condicionamento de A, ou seja, é uma matriz bem condicionada, portanto melhor
para ser trabalhada.

Logo pré-condicionar pela diagonal pode ser uma boa escolha.

2. Pré-condicionamento LU incompleto (ILU)

Usando o pré-condicionamento I LU a matriz M associada a matriz A é dada por :

8100 90 90
M = 90 82 10 (5.8)
90 10 3
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e a matriz M 1A é dada por:

0,0111 —0,0010 —0,0087
M1'A= 0 0,1121 -0, 0855 (5.9)
0  —0,0099 0,8790

na qual cond(M~tA) = 79.5188

Observa-se que o valor do condicionamento de M ~'A em I LU diminuiu com relacao
ao condicionamento da matriz A, mas ainda é muito maior em relagdo ao condicio-
namento feito pela diagonal, ou seja, temos uma matriz boa para ser trabalhada em
ILU, mas o pré-condicionamento pela diagonal segue sendo mais promissora para

este sistema algébrico.

. Pré-condicionamento por Cholesky incompleto (ICH)

Usando o pré-condicionamento IC'H, a matriz M associada a matriz A é dada por:

90 1 1
M=]11 91 (5.10)
1 11

e a matriz M 1A ¢é a matriz identidade I,, e é dada por:

100
M71A=]101 0 (5.11)
00 1

o qual tem cond(M~'A) = cond(I,,) = 1.

Observa-se que aplicando o algoritmo de IC'H, a matriz pré-condicionadora M é a
prépria matriz A e M~'A é portanto a matriz Identidade. Percebemos que para
este caso o pré-condicionamento incompleto de Cholesky nao seria uma boa escolha,
pois aplicando-o ele volta para o método dos gradientes conjugados.

A explicacio do fato que M = A, é devido a que a matriz L é igual & matriz L da
decomposi¢ao de Cholesky, logo M = LL'=LL'= A. Logo, para matrizes cheias,

o pre-condicionamento de Cholesky nao se aplica.
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De outro lado, se a matriz é esparsa, a matriz L na decomposi¢ao de Cholesky perde
a estrutura de esparsidade da matriz A. Neste caso, a matriz L se constréi a partir
da matriz L da decomposicao de Cholesky preservando a esparsidade da matriz A,

portanto L # L e LL' # LL', ou M # A.

Portanto para este exemplo que tem a matriz do sistema mal-condicionada e nao
esparsa, percebemos que o método mais vantajoso a ser usado ¢ o método de pré-

condicionamento pela diagonal, pelo bom condicionamento da matriz M 1A,

Agora vamos analisar os resultados das iteragoes na forma tabular.

Resultados na forma tabular para o processo iterativo

Tabela 5.1: 1¢ iteracao

T; GC PD ILU || ICH

z1 || 0,0283 || 0,0091 || -0,0100 -
x2 || 0,0283 || 0,0911 || -0,0985 -
x3 || 0,0283 || 0,8197 || 1,0128 -
rtr || 3,8838 || 0,9603 || 1,7641 -

Na Tabela 5.1 temos os valores de x1, x5 e x5 da primeira iteracao, ja percebemos que r'r de
PD esta mais proximo da parada de tolerancia em relagao aos outros pré-condicionamentos,

logo ja notamos que a primeira iteracao se desenvolveu melhor por PD.

Na Tabela 5.2 o pré-condicionamento por PD ja conseguiu uma boa aproximagao, ou

Tabela 5.2: 2% iteracao

T GC PD ILU | ICH

z1 || 0,0065 || -0,0011 || -0,0099 -
xo || 0,1682 || 0,0014 | 0,0011 -
x3 || 0,1842 | 0,9996 | 1,0000 -
rtr | 0,9113 || 0,0097 || 0,7875 -
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seja, j& na segunda iteracao através de PD conseguimos obter rir < tol, logo percebemos

que por PD a convergéncia esta sendo mais rapida.

Tabela 5.3: 3 iteracao

T; GC PD ILU ICH
T -0,0000 - 0,0000 -
T2 -0,0000 - 0,0000 -
T3 1,0000 - 1,0000 -
rir | 2,3582 x 10727 - 1,4448 x 10727 -

Na Tabela 5.3 o pré-condicionamento I LU chega a uma boa aproximagao, mas por PD
ja tinhamos chegado a aproximacgao desejada, logo PD converge mais réapido.

Concluimos também através da andlise tabular das iteracoes que a melhor escolha de pré-
condicionamento para este exemplo é pré-condicionamento pela diagonal PD coincidindo

com a andlise feita através de M1 A.

Consideremos agora o sistema Az = b, onde a matriz de coeficientes é de ordem 8 x 8,

21010000]]|ax 1
14101000/ m 1
01 410100]]|ax 1
10141010/ 1
0101410 1] |a]| |1
00101410]]|a 1
00010141]]|a 1
0000101 22| [1
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sendo que o condicionamento da matriz A do sistema dada por

cond(A) = 17,0532.

_ O =N

o o o O

O O O R O ke =
_ s = O
N =

o o = O
S = O =

S e R S o B

_ o O O
N = O = O O O O

Y N S

(5.12)

Vamos analisar as matrizes pré-condicionadoras, considerando uma tolerancia tol = 0, 01.

1. Pré-condicionamento pela diagonal.

Usando pré-condicionamento pela diagonal, a matriz M associada a matriz A:

e a matriz M 1A é dada por:

10,5000

0,2500 1
00,2500

Lo | 02500 0
00,2500

0 0

0 0

0 0

20000
04000
00400
00040
00004
00000
00000

(00000

00,5000

0,2500 0

10,2500
0,2500 1
00,2500
0,2500 0
00,2500
0 0
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0, 2500

0, 2500

0, 2500

0, 5000

(5.13)

0 0 0 |

0 0 0
0,2500 0 0

00,2500 0
0,2500 0 0,250

10,250 0
0,2500 1 0,250

0 05000 1 |



o qual tem cond(M~1A) = 15,8353

Percebemos que o condicionamento da matriz pré-condicionadora nao melhorou

muito com relagao ao condicionamento da matriz original do sistema, logo per-

cebemos que o pré-condicionamento pela diagonal nao seria uma boa escolha para

a busca da solucao do sistema.

. Pré-condicionamento LU incompleto (ILU)

Usando pré-condicionamento I LU, a matriz M associada a matriz A:

4 2 0 2

2 17 4 1

0 4 17 4

M- 2 1 4 18
0 4 1 4

0 0 4 1

0 0 0 4

_0 0 0 0

e a matriz M 1A ¢ dada por:

[ 0.5 01682 —0,0116 0,0196

00,2072
0,0212

—0,0435
0,0251

M1A=

—0,0100
0,0163
—0,0259

o O o o o O

0,0113
0,2289
0,0119
0,0119
0,0100
0,0100
0,0196

—0,0483
0,0314
0,1851
0,0368
—0,0294
0,0273
—0,0379

o qual tem cond(M~'A) = 6,8083.

0 0
4 0
1 4
4 1
18 4
4 18

1 4
4 1

—0,0219
0,0193
—0,0268
0,0246
0, 1998
0,0201
—0,0325
0,0518

0 0

0 0

0 0

o (5.14)
1 4

4 1

18 4

4 6 |

0,0224 —0,0144 —-0,0104

—0,0129 0,0099
0,0180  —0,0085
-0,0319 0,0189

0,0335 —0,0313
0,2099  0,0150
0,0316  0,2058

—0,0784 0,0479

0,0073
—0,0011
0,0136
—0, 0280
—0, 0090
—0,0264
0,3711

Percebemos que o condicionamento da matriz M 1A no método I LU é melhor que

o condicionamento de M ' A pela diagonal e é mais bem condicionada que a matriz

A do sistema.

Por enquanto através da analise feita em relacao ao condicionamento, o método

pré-condicionado I LU seria a melhor escolha.
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3. Pré-condicionamento Cholesky incompleto (ICH)

Usando pré-condicionamento IC'H, a matriz M associada a matriz A:

(2 1 0 1 0 0 0 0 |
14 1 0,5 1 0 0 0
0 1 4 1,1429 0, 2857 1 0 0
M= 1 0,5 1,1429 3,9286 1,2308 0,3077 1 0 (5.15)
0 1 0,287 1,2308 3,9780 1,2000 0,4000 1
0 0 1  0,3077 1,2000 3,9692 1,2500 0,3750
0 0 0 1 0,4000 1,2500 3,9500 1,2692
I 0 0 0 0 1 0,3750 1,2692 1,9567 |
e a matriz M 1A é dada por:
[ 1 0,5 0 0,5 0 0 0 0 ]
0, 2500 1 0, 2500 0 0, 2500 0 0 0
0 0, 2500 1 0, 2500 0 0, 2500 0 0
M4 - 0, 2500 0 0, 2500 1 0, 2500 0 0, 2500 0
0 0, 2500 0 0, 2500 1 0, 2500 0 0, 2500
0 0 0, 2500 0 0, 2500 1 0, 2500 0
0 0 0 0, 2500 0 0, 2500 1 0, 2500
i 0 0 0 0 0,5 0 0,5 1 |

o qual tem cond(M~tA) = 2.0357

Verificamos que o condicionamento da matriz M ~'A no método IC'H ¢é melhor
condicionado que pela diagonal e por ILU. Logo com base feita na analise feita a
partir das matrizes pré-condicionadoras, a melhor escolha para resolver este proble-

mas é usar o método ICH.

Resultados na forma tabular para as iteracoes encontradas
Na Tabela 5.4 temos a primeira iteracao para os valores de x1, x2, T3, T4, 5, Tg, T7 € T3,
fazendo uma anélise com relacao a r'r, o pré-condicionamento por IC'H é o que estd mais

proximo da tol, logo neste primeiro momento o IC'H é o que teve melhor desempenho.
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Tabela 5.4: 1% iteragao

w | cgc || pp | 1LU | 1CcH
21 || 0,1538 || 0,2778 || 0,6046 | 0,4738
2o || 0,1538 | 0,1389 | 0,0504 | 0,0741
s || 0,1538 | 0,1389 | 0,1112 || 0,1989
x4 || 0,1538 | 0,1389 | 0,0354 | 0,0301
s || 0,1538 || 0,1389 || 0,0111 || 0,0677
ze || 0,1538 | 0,1389 || 0,0865 | 0,1285
z7 || 0,1538 || 0,1389 | 0,0295 || 0,0726
s || 0,1538 || 0,2778 | 0,3902 || 0,4312
rir || 0,4260 || 0,2068 | 0,8250 || 0,0495

Na Tabela 5.5 o tinico pré-condicionamento que atingiu um valor de r'r < tol foi ICH,
logo foi o que convergiu de forma mais rapida e conseguiu o objetivo ja na segunda iteracao

neste sistema que tem matriz do tipo 8 x 8.

Tabela 5.5: 2¢ iteracao

T; GC PD ILU ICH
1 || 0,3944 || 0,4192 || 0,4200 0,4372
xo || 0,1408 || 0,1078 || 0,0803 0,4372
x3 || 0,1408 || 0,1587 || 0,1731 0,1759
x4 || 0,0563 || 0,0569 || 0,0549 0,0561
x5 || 0,0563 || 0,0569 | 0,0487 0,0701
xe || 0,1408 | 0,1587 || 0,1578 0,1664
x7 || 0,1408 | 0,1078 || 0,0733 0,0923
xg || 0,3944 | 0,4192 || 0,4752 0,4130
rir || 0,0714 || 0,0140 || 0,0189 || 3,1485 x 10~*

Na Tabela 5.6 os pré-condicionamentos PD e [ LU conseguiram o objetivo, mas per-
cebemos que necessitaram de 3 iteracoes enquanto que por IC'H precisou de apenas de 2.

Logo com coincidéncia com a andlise feita através de M~'A o método mais adequado
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Tabela 5.6: 3% iteragao

z; GC PD ILU ICH
T 0,4242 0,4236 0,4296 -
Ty 0,0866 0,0865 0,0826 -
T3 0,1732 0,1723 0,1739 -
Ty 0,0606 0,0623 0,0584 -
T 0,0606 0,0623 0,0649 -
T 0,1732 0,1723 0,1699 -
T7 0,0866 0,0865 0,0867 -
T 0,4242 0,4236 0,4233 -
rir | 7,4961 x 1074 || 3,3961 x 107* || 2,4610 x 1074 -

para este exemplo é o pré-condicionamento por Cholesky incompleto ICH.

E claro que neste estamos analisando uma matriz 8 X 8, mas como podemos ter matrizes
do tipo 10000 x 10000 a convergéncia mais rapida constitui um grande ganho computacio-
nal. Ainda mais, o menor nimero de iteragoes implica em menor erro de arredondamento

para matrizes mal-condicionadas.

23



Consideracoes Finais

Neste Trabalho de Conclusao de Curso abordamos um estudo sobre Matrizes e alguns
exemplos, sobre Decomposicoes LU e C'holesky usadas em sistemas lineares e Métodos Ite-
rativos e as suas aplicagoes, com énfase nos métodos Gradientes Conjugados, aplicando-o
o uso de técncas de pré-condicionamento pela Diagonal, pré-condicionamento pela Decom-
posicao LU incompleta e pré-condicionamento pela Decomposi¢ao C'holesky incompleta.
Observamos a importancia de conhecer essas técnicas e as suas aplicacoes pois no desen-
volver deste trabalho notamos que o seu uso minimiza calculos e ajuda na busca pela
convergéncia da solugao do sistema.

Sistemas lineares de equacgoes algébricas sao uma componente importante em diversas
areas de pesquisa, elas aparecem na discretizacao de equacoes diferencias, integrais e
diferencas. Observa-se que a discretizagao das equacoes que modelam processos fisicos
apresentam a matriz dos coeficientes do sistema lineares com caracteristicas de espar-
cidade, simetria e em muitos casos definida positiva. Isto significa que a maior parte
desta matriz sao zeros, pelo qual os métodos iterativos sao convenientes para este tipo
de sistemas esparsos, principalmente se a matriz é de grande porte. Os métodos diretos
para matrizes de grande porte sao mais suscetiveis a amplificar erros de arredondamento
mesmo que a matriz dos coeficientes seja bem condicionada.

Neste trabalho mostrou-se que o pré-condicionamento é 1til para acelerar a convergéncia
dos métodos dos gradiente e gradientes conjugados e melhora a convergéncia se a matriz é
mal condicionada. Observa-se que este pré-condicionamento mistura os métodos diretos e
iterativos. Os métodos diretos sao aplicados para pré-condicionar a matriz de coeficientes
e os iterativos para encontrar a solucao do sistema linear pré-condicionado.

Cada método para resolver um sistema de equagoes algébricas lineares tem hipoteses a sa-
tisfazer, portanto é necessario verificar se as hipoteses sao satisfeitas para cada problema

particular, a nao verificacao destas hipoteses leva a solucoes espurias, gasto de tempo
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computacional e conclusoes sem validade cientifica.
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