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Ora, a fé é o firme fundamento
das coisas que se esperam e a
prova das coisas que nao se véem.
Porque por ela os antigos al-
cancaram bom testemunho. Pela
fé entendemos que os mundos fo-
ram criados pela palavra de Deus;
de modo que o visivel nao foi feito
daquilo que se ve.

(HEBREUS 11:1-3, B. Sagrada.)
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Resumo

Neste trabalho estudamos o Artigo intitulado “O Méximo Divisor Comum e
Minimo Miltiplo Comum Generalizados”publicado na edigdo de n° 40 - junho/2006 da
Revista Matematica Universitaria - SBM, dos autores Cydara C. Ripoll, Jaime C. Ripoll
e Alveri A. Sant’Ana. O artigo trata de uma generalizagao do conceito de MDC e MMC
voltado para os conjuntos nimeros reais, uma vez que o universo de discursao para esses
conceitos ensinados no ensino dos niveis fundamental, médio e superior, é no maximo o
conjunto dos nimeros inteiros.

Para tanto ficou evidenciado a importancia da definicdo de nimeros comen-
suraveis, pois é através desta que foi possivel a construcao desses conceitos para o universo
de discursao como sendo o conjunto dos numeros reais. Foi também apresentado neste
trabalho, duas importantes aplicagoes desses estudo, a primeira usada para o calculo de
periodo de funcgoes e a segunda usada na construgoes de engrenagens mecanicas.

Palavras-chave: Numeros Inteiros, Propriedades, MMC, MDC e Numeros Co-
mensuraveis.



Abstract

In this paper approached Mathematics University Magazine article issue No. 40
- june, 2006, themed “The Greatest Commom Divisor and Least Commom Multiple Ge-
neralized” Authors Cydara C. Ripoll, Jaime C. Ripoll and A. Alveri St. Anne. In the
article we found a generalization of the concepts of GCD and LCM focused onthe set
real numbers, ie, since the universe discursao for these concepts taught in the teaching of
critical levels, medium and higher, and the maximum whole numbers.

For this it was evident the importance of the definition of numbers co-
mensurables, and through this it was possible the construction of these concepts to the
universe of discursao as the set of real numbers. It was also presented in this paper, two
important applications of these studies, the first used for the calculation of the second
period and functions used in the constructions of mechanical gears.

keyword: Integer numbers, Properties, LCM, GCD and Commensurable Num-
bers.
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Introducao

Entre os varios ramos da matematica, a Teoria dos Conjuntos ocupa um lugar de
destaque e, juntamente com a logica, fundamentam toda a matematica conhecida. Desse
modo, os varios ramos da matematica podem ser considerados formalmente incluidos na
Teoria dos Conjuntos.

Como consequéncia desta inclusao, questoes fundamentais a cerca da natureza
da matematica reduzem-se a perguntas a cerca da teoria dos conjuntos. Perguntas como:
O que é um conjunto? O que é um nimero? Motivaram grande parte dos matemaéticos
e dos filésofos dos fundamentos da matematica durante o século XIX e parte do século
XX. A caracterizacao dos nimeros inteiros, racionais e dos nimeros reais foi um problema
central para as investigacoes de Weierstrass, Dedekind, Kronnecker, Frege, Peano, Russell,

Whitehead, Brower e outros.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Nocoes Primitivas

Para que os conceitos primitivos sejam empregados adequadamente torna-se ne-
cessario estabelecer regras que regulamentem sua utilizacao e estabelecam suas proprie-

dades.
Teorema e Demonstracoes

Axiomas e Proposicoes
Fonte: Wikipédia

Proposicao é uma sentenca declarativa, que pode ser verdadeira ou falsa. Geral-
mente, de simples prova e de importancia Matematica menor.

Um axioma é uma sentenca ou proposicao que nao ¢é provada ou demonstrada e
¢ considerada como Obvia ou como um consenso inicial necessario para a construcao ou
aceitacao de uma teoria. Por essa razao, é aceito como verdade e serve como ponto inicial
para dedugao e inferéncias de outras verdades (dependentes de teoria).

Na matematica, um axioma é uma hipdtese inicial de qual outros enunciados
sao logicamente derivados. Pode ser uma sentenca, uma proposi¢ao, um enunciado ou
uma regra que permite a construcao de um sistema formal. Diferentemente de teoremas,
axiomas nao podem ser derivados por principios de dedugao e nem sao demonstraveis por
derivagoes formais, simplesmente porque eles sao hipdteses iniciais. Isto é, nao ha mais
nada a partir do que eles seguem logicamente (em caso contrario eles seriam chamados
teoremas). Em muitos contextos, “axioma’, “postulado” e “hipdtese” sao usados como
sinonimos.

A palavra “axioma” vem do grego, que significa “considerado valido ou adequado”

ou ‘“considerado auto-evidente”.
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Um Teorema é uma proposigao glorificada. Ou seja, é um resultado importante
que se destaca. Usualmente deixa-se o termo “teorema” para as afirmacoes que podem ser
provadas de grande “importancia matemdatica”. Sao dados outros nomes para os outros

tipos dessas afirmagoes (proposigoes):

Lema: é um “pré-teorema”. Um teorema que serve para ajudar na prova de outro
teorema maior. A distin¢ao entre teoremas e lemas é um tanto quanto arbitraria, uma
vez que grandes resultados sao usados para provar outros. Por exemplo, o Lema de
Gauss e o Lema de Zorn sao muito interessantes, e muitos autores os denominam de

Lemas, mesmo que nao os usem para provar alguma outra coisa.

Corolario: ¢ uma consequéncia direta de outro teorema ou de uma definigdo, muitas

vezes tendo suas demonstragoes omitidas, por serem simples;

Escélio: é uma consequéncia direta da demonstragao (ou parte da demonstragao) de um

teorema.
Provar teoremas é a principal atividade dos matematicos.
Teoremas

A generalidade dos resultados matematicos assumem a seguinte forma: admi-
tindo a validade de uma ou mais premissas, decorre(m) obrigatoriamente uma ou mais
conclusoes, ou consequéncias. Um tal enunciado de resultados tem o nome de Teorema.
A validade de um teorema tem de ser provada, ou demonstrada. A sucessao finita de
argumentos 16gicos mostrando que determinada afirmacao é necessariamente verdadeira

quando se assumem certas premissas, damos o nome de prova ou demonstracao.

GRACA, Marcio M., SOUZA, Pablo & SILVA, Valdinelson Matematica - Unifap
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1.2 Uma Fundamentacao Axiomatica

Os numeros inteiros formam um conjunto, que notaremos por Z, no qual estao
definidas duas operacgoes, que chamaremos de adicao e multiplicagao e denotaremos por
+ e -. Em Z também esta definida uma relagao que permite comparar os seus elementos,
a relagao “menor ou igual” ;| que indicaremos por <.

Como nao desejamos ser excessivamente formais, nao definiremos aqui os conceitos
de operacao e relagao; limitar-nos-emos a usalos no seu sentido intuitivo.

Os axiomas que passaremos a detalhar descreverao algumas das propriedades
bésicas das operagoes e da relacao “menor ou igual” , que tomaremos como base para
desenvolver a teoria. Qualquer outra propriedade, mesmo que intuitivamente 6bvia, podera
ser demonstrada a partir dessas.

Observamos que em qualquer apresentagao axiomatica o comeco tende a ser can-
sativo, precisamente por ser necessario demonstrar alguns fatos que sao bem conhecidos.
Tentamos poupar o leitor, na medida do possivel, desse inevitavel aborrecimento. Assim,
nosso sistema de axiomas é superabundante, isto é, admitimos mais propriedades do que
as estritamente necessarias, esperando tornar mais fluente a exposicao.

O primeiro grupo de axiomas decrevera algumas propriedades da soma que cer-

tamente sao familiares ao leitor.
A.1 Propriedade Associativa: Para toda terna a, b, ¢ de inteiros tem-se que
a+(b+c)=(a+b)+c.

A.2 Propriedade do Neutro: Existe um tnico elemento, denominado neutro aditivo ou

zero, que indicaremos por 0, tal que
a+0=a, para todo a € Z .

A.3 Existéncia do Oposto: Para cada inteiro a existe um tnico elemento que

chamaremos oposto de a e indicaremos por -a, tal que
a+(—a)=0.
A.4 Propriedade Comutativa: Para todo par a, b de inteiros tem-se que

at+tb=b+a.

GRACA, Marcio M., SOUZA, Pablo & SILVA, Valdinelson Matematica - Unifap
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O préximo grupo de axiomas explicita algumas das propriedades da multiplicacao.
M.5 Propriedade Associativa: Para toda terna a, b, ¢ de inteiros tem-se que
a(be) = (ab)c .

M.6 Propriedade do Neutro: Existe um unico elemento, diferente zero, denominado

neutro multiplicativo, que indicaremos por 1, tal que
1-a=a, paratodoa € Z .
M.7 Propriedade Cancelativa: Para toda terna a, b, ¢ de inteiros, com a # 0, tem-se que,
Se ab = ac , entao, b= c .
M.8 Propriedade Comutativa: Para todo par a, b de inteiros tem-se que
a-b=>b-a.

Comparando o grupo de axiomas dados para a adi¢ao e a multiplicacao, percebe-
se uma grande semelhanca entre ambos. A tnica diferenca notavel surge entre axiomas
A.3 e M.7. Un andlogo a A.3 para multiplicacao afirmaria que para todo a € 7Z existe
um elemento, digamos, a’ € 7Z, tal que a-a’ = 1. Sabemos, porém, que isso nao acontece:
quando a = 2, por exemplo, nao existe nenhum inteiro a’ tal que 2a’= 1.

Poderiamos nos perguntar ainda por que nao colocar, entre os axiomas da adicao,
um analogo a propriedade cancelativa M.7. Nao o fizemos apenas porque é muito fécil
demonstrar esse resultado a partir dos axiomas.

Os resultados que agora se seguem foram retirados da ref. [12] como demons-
tragoes seram omitidas por acharmos que da forma como foram feitas na referida referencia
estd numa linguagem de facil entendimento para o leitor a nivel de graduacao.

Alguma demonstracao serao feitas por se tratarem de argumentos e técnicas que

serao repetidas em demonstragoes de proposigoes.

Proposicao 1.2.0.1 (Propriedade Cancelativa da Adi¢ao). Para toda terna a,b,c de

mnteiros tem-se que,

sea+b=a+c,entao b=rc.

GRACA, Marcio M., SOUZA, Pablo & SILVA, Valdinelson Matematica - Unifap
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Demonstragao: Ver ref. [12] de outros capitulos.

Proposicao 1.2.0.2. Para todo inteiro a, tem-se que a -0 = 0.

Demonstragao: Ver na ref [12].

Proposicao 1.2.0.3 (Regra dos Sinais). Sejam a e b inteiros. Entdo vale:
(i) =(-a)=a
(i) (=a)(b) = —(ab) = a(-b)

(iii) (—a)(—b) = (ab).

Demonstracao: Ver ref. [12].

Enunciaremos a seguir os axiomas referentes a relacao “menor ou igual”.
A.10 Propriedade Reflexiva: Para todo inteiro a tem-se que a < a.
A.11 Propriedade Anti-simétrica: Dados dois inteiros a e b, se a < be b < a, entao a = b.

A.12 Propriedade Transitiva: Para toda terna a, b, ¢ de inteiros tem-se que, se a < b e

b <ec, entao a < c.

Por causa dos axiomas A.10, A.11 e A.12 diz-se que a relagao < é uma relagao
de ordem.

Usaremos o simbolo a < b para indicar que a < b, mas a # b; nesse caso, diremos
que a é menor que b. No que segue, empregaremos os termos “positivo” e “negativo” no
seu sentido usual, isto é, para indicar que um certo ntimero é maior ou Mmenor que zero,
repectivamente. Quando conveniente, usaremos também os simbolos b > a ou b > a para

indicar que a < b ou a < b.

A.13 Tricotomia: Dados dois inteiros quaisquer a e b tem-se que ou a < b ou a = b ou

b < a.

Devemos ainda introduzir alguns axiomas que vinculem a relagao de ordem com

as operagcoes:

GRACA, Marcio M., SOUZA, Pablo & SILVA, Valdinelson Matematica - Unifap
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A.14 Para toda terna de a, b, ¢ de inteiros, se a < b, entao a +c < b+ c.
A.15 Para toda terna a, b, ¢ de inteiros, se a < b e 0 < ¢, entao ac < be.

Note que, no nosso sistema de axiomas, admite-se que 1 # 0, porém, nao sabemos
ainda se 0 < 1 ou 1 < 0. Felizmente, ja estamos em condigoes de elucidar essa divida tao

pouco razoavel.
Proposicao 1.2.0.4. Seja a um inteiro. Entao:
(i) Se a <o, entdao —a > 0.
(ii) Se a > 0, entao —a < 0.
(iii) a® > 0 (isto ¢, terminologia usual, todo quadrado ¢ nao negativo).

(iv) 1> 0.

Demonstracao: Ver ref. [3].

Definigao 1.2.1. Seja A um subconjunto de Z. Diz-se que A € limitado inferiormente se

existe algum inteiro K tal que, para todo a € A, tem-se que K < a.

Um elemento ag € A diz-se que A é minimo de A se, para todo a € A, tem-se
ap < a (verifique que, se existe um elemento minimo de A, ele é tnico).

De forma anéloga define-se conjunto limitado superiormente e elemento mdximo
de um conjunto.

Usaremos os simbolos min A e maz A para indicar o minimo e o maximo de um

conjunto A, quando existirem.

A.16 Principio da Boa Ordem: Todo conjunto nao-vazio de inteiros nao-negativos

contém um elemento minimo.

Note que, como consequencia dos axiomas A.14 e A.15, podemos provar que 0 < 1.
Porém, ainda nao conseguimos demonstrar o fato ébvio de que nao existem inteiros entre

0 e 1. Esse é o conteido da proxima proposicao.

Proposicao 1.2.0.5. Seja a um inteiro tal que 0 < a < 1. Entao, a =0 oua =1.

GRACA, Marcio M., SOUZA, Pablo & SILVA, Valdinelson Matematica - Unifap
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Demonstracao: Ver ref. [12].

Proposicao 1.2.0.6 (Propriedade Arquimediana). Sejam a e b inteiros positivos. Entao,

existe um inteiro positivo n tal que na > b.

Demonstragao: Ver ref. [12].
Note que, trivialmente, se um conjunto A tem um minimo, entdao A é limitado

inferiormente. A reciproca também é verdadeira, como demonstraremos a seguir.

Proposicao 1.2.0.7. Todo conjunto nao-vdzio de inteiros limitados inferiormente tem

minimo.

Demonstracao: Seja A um tal conjunto e seja k € Z tal que, para todo a € A, tem-se

que k < a. Consideramos entao o conjunto.
S ={a—kla€ A}.

Obviamente, S # ¢, j4 que A é nao-vazio. E, como k < a, para todo a € A, os
elementos de S sao nao-negativos. Do Principio da Boa Ordem, existe m = min S, que
sera da forma m = ag — k, para algum ay € A. Mostraremos que o elemento ag assim
determinado é o minimo de A.

Como ag é um elemento de A, s6 resta verificar que, para todo a € A, tem-se
que ag < a. Suponhamos que isso nao aconteca; existiria, entao, a; € A tal que a; < ag.
Somando —k a ambos os membros, a; — k < ag — k = m. Terfamos exibido, assim, um

elemento de S menor que m = min S, uma contradicao.

GRACA, Marcio M., SOUZA, Pablo & SILVA, Valdinelson Matematica - Unifap



Capitulo 2

Divisibilidade

2.1 Algoritmo da Divisao

Uma equacao do tipo bxr = a pode nao ter solucao no conjunto dos numeros
inteiros; isso dependera dos coeficintes a e b da equagao. Quando tal solucao existe, diz-se

a € divisivel por b. Mais precisamente:

Definigao 2.1.1. Sejam a e b nimeros inteiros. Diz-se que b divide a (ou que b € divisor

de a ou, ainda, que a € um maltiplo de b) se existe um inteiro c tal que bc = a.

Usaremos a notagao bla para indicar que b divide a. A negagao dessa afirmagao
serd por bt a.

Convém observar que, se b # 0, o inteiro ¢ nas condigoes da defini¢ao ¢ tinico. De
fato, se existisse outro ¢ tal que b’ = a, terfamos que be = b’ e, cancelando, vem que

¢ = c. O inteiro assim definido chama-se quociente de a por b e é indicado por

a
-

Por outro lado, note que 0|a se e somente se a = 0. Nesse caso, 0 quociente nao

c=a/b=

é Unico pois 0 - ¢ = 0, para todo inteiro c. Por causa disso, costuma-se excluir o caso em
que o divisor é nulo, e nés vamos aderir a essa convecao: em tudo o que segue, mesmo
que nao seja explicitado dito, estaremos admitindo que todos os divisores considerados

sao diferentes de zero.

Proposigao 2.1.0.8. Seb/a e a # 0, entao |b| < |al.

Demonstracao: Se a|b, existe ¢ € Z tal que bc = a. Tomando mddulos em ambos os
membros, tem-se que |b||c| = |al.
Como |c¢| é um interio positivo, temos que 1 < |¢| e, multiplicando ambos os

membros dessa desigualdade por |b|, temos que |b|] < |b||c| = |al.
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Corolario 2.1.1. :

(i) Os tnicos divisores de 1 sao 1 e —1.

(ii) Se a/b e b/a, entdao a = +b.

Demonstragao:

(i) Se b é um divisor de 1, temos, pela proposi¢ao anterior, que |b] < 1. Sabemos que
nao existe inteiros entre 0 e 1; como b # 0, temos que 0 < |b|. Logo, |[b] = 1 e,

portanto, b = +1 ou b = —1.

(ii) Se alb e bla, existe inteiros ¢ e d tais que ac = b e bd = a. Substituindo na segunda

igualdade na segunda igualdade o valor de b dado pela primeira, temos

acd = a

e, como a # 0, podemos cancelar, dai

cd = 1.

Logo, d é um divisor de 1; pela parte anterior, d = +1. Consequentemente,

a = =b.

Na proposicao seguinte, reunimos algumas das propriedades elementares da divi-

sibilidade.

Proposicao 2.1.0.9. Quaisquer que seja os numeros inteiros a,b,c,d (lembrando que

propriedade assumimos os divisores diferentes de zero), valem:

(i) a/a.

(ii) Se a/be b/c, entao a/c.

GRACA, Marcio M., SOUZA, Pablo & SILVA, Valdinelson Matematica - Unifap



2.1 Algoritmo da Divisao 12

(iii) Se a/b e ¢/d, entao ac/bd.
(iv) Se a/be a/c, entao a/(a+ b).
(v) Se a/b e a/c, entdao para todo m € Z, tem-se que a/mb.

(vi) Se a/b e a/c, entao, para todos m,n € Z, tem-se que a/(mb + nc).

Demonstragao: Deixamos a cargo do leitor a demonstracao (ou em todo caso procurar
na ref. [12]).

Note que a relagao “|” tem algumas propriedades semelhantes aquelas da relagao
<. Com efeito, compare (i) e (i7) da proposi¢ao anterior com as dadas pelos axiomas A.10
e A.12. Por outro lado, existem também algumas diferencas; por exemplo, compare a prte
(77) do corolario 2.1.1 com axioma A.11. Ainda, conforme o axioma A.13, dois inteiros a e
b sao sempre comparaveis, na relagao <, isto é, a < b ou b < a. Isso nao é necessariamente

verdadeiro para relagao “|”; de fato, por exemplo, que 3 T 4 e também que 4 1 3.

Lema 2.1.1. Sejam a e b inteiros, tais que a > 0 e b > 0. Entao, existem q e r, tais que

a=bg+re0<r<hb.
Demonstragao: Ver ref. [7]

Teorema 2.1.1. (Algoritmo da Divisdo) Sejam a e b inteiros, com b # 0. Entao, existem

inteiros q e r, unicos, tais que a =bg+1r e 0 <1 < |b].

Demonstracao:

Mostraremos inicialmente que poderemos determinar q e r quando b > 0 e a é
qualquer.

O caso a > 0 estd dado pelo lema anterior.

Se a < 0 podemos, ainda pelo lema anterior, determinar ¢ e v’ tais que
la| =b¢' +1" e 0 <71 <b.

Ser’ =0, temos —|a| = a =b(—¢")+0, e 0 par g = ¢, r = 0 verifica as condi¢oes
do teorema.

Ser’ >0, temos

a=—la|=b(—-¢)—1"=b(—¢)—-b+b—1"=b(—¢ — 1)+ (b—1").

GRACA, Marcio M., SOUZA, Pablo & SILVA, Valdinelson Matematica - Unifap



2.1 Algoritmo da Divisao 13

Obviamente, 0 < b —r’ < b; logo, os inteiros ¢ = ¢ — 1 e r = b — 1" verificam as
condicoes do enunciado.
Agora provaremos que resultado também vale quando b < 0. Qualquer que seja a,

pela parte anterior, podemos determinar ¢’ e r’ tais que
a=|bl¢d +r" e0 <1 <|b.

Quando b < 0, temos que |b| = —b, logo,

a=1bl¢ +r" = (=b)qd +71 =b(—q)+ 1, e os inteiros g = ¢ e r =1 estio nas
condicoes do enunciado.

Finalmente, provaremos que, se (q,r) e (¢',1") sdo dois pares de inteiros verifi-
cando as condicoes do enunciado, entao ¢ =q er =r'.

De fato, temos que: 2.1.2 gb+r =a = ¢b+r'.

Podemos supor, por exemplo, que r' > r. Da igualdade acima, temos (¢ — ¢')b =
Como |b] > 1/, também temos ' —r < |b|. Substituindo, (¢—q')b < |b| e, tomando
modulos,
0<lg—d|b] <1bl.

Como |b| > 0, podemos cancelar e obtemos 0 < |¢—¢'| < 1. Da proposi¢do 1.2.0.5,
vem que |q — ¢'| = 0, isto €, ¢ = ¢'. Na igualdade 2.1.7, temos agora qb +r = qb + r'.

Cancelando, seque r =1,

Definicao 2.1.2. Os numeros q e r determinados no teorema anterior chamam-se, res-

pectivamente, quociente e¢ resto da divisao de a por b.
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2.2 Ideais e Maximo Divisor Comum

Definicao 2.2.1. Um conjunto nao-vazio J de niumeros inteiros diz-se um ideal de 7, se
(i) a,peJ=a+pe].
(i) ae JJa€eZ= aa€ J.

E facil dar exemplos triviais de ideais: o proprio conjunto Z de todos os niimeros
inteiros certamente é um ideal de Z, e o conjunto {0} também o é.

Um exemplo mais interessante é o conjunto dos nimeros pares; de fato, a soma
de ntimeros pares é par e o produto dos niimeros par por qualquer niimero também é par.
Porém, é facil ver que o conjunto I dos niimeros impares nao é ideal; de fato, a soma de
dois elementos de I nao pertence a I.

O conjunto dos nimeros pares nada mais é do que o conjunto dos multiplos de
2. Podemos obter novos exemplos com uma construcao analoga.

Dado um inteiro m, indicaremos por mZ o conjunto:

mZ = {mzx|z € Z},
isto é, o conjunto de todos os multiplos de m.

Mostraremos que mZ ¢é um ideal. Com efeito, dados «, f € mZ, existem x,y € Z,
tais que o = mz e f = my. Entao, temos que o + f = m(x + y) € mZ. Por outro lado,

a € Z, temos que aa = m(za) € mZ.

Teorema 2.2.1. Seja J um ideal de Z. Entao, J = {0} ou existe um inteiro positivo m

tal que J = mZ.

Demonstragao:

Seja J um ideal de Z.

Se J # {0}, existe pelos menos um inteiro a # 0 tal que a € J. Da condicao (i7)
da definigao de ideal vem que —a € J. Como a e (—a) pertencem a J, podemos afirmar
que J contém inteiros positivos. Assim, o conjunto J* = {« € J/a > 0} é ndo-vazio. Pelo
Principio da Boa Ordem, existem m = mimJ™*.

Provaremos que J é, precisamente, o conjunto dos multiplos de m, isto é, J = mZ.
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De fato, como m € J, a condicao (ii) da definigao de ideal mostra que, para todo
x € Z, tem-se que mx € J, logo, mZ C J. Para provar a inclusao contraria, consideramos
um elemento qualquer oo € J e por m podemos determinar ¢ e r tais que a = mq +r, em
que 0 <7 <m. Ser # 0, como r = a—mq e tanto a quanto mgq pertencem a .J, terfamos
que r € Jt. Mas, r < m = mimJ™', uma contradicao. Assim, r = 0, logo o = mgq é um

multiplo de m.

Definicao 2.2.2. Chama-se mdzimo divisor comum de a e b o maior de seus divisores

comuns, isto €,
mdc (a,b) = maxD (a,b).

Teorema 2.2.2. de Bézout Sejam a,b inteiros e d = mdc(a,b). Entao, existem inteiros

r e s tais que d = ra + sb.

Demonstracao: Ver ref. [12].

Teorema 2.2.3. Sejam a,b inteiros. Um inteiro positivo d € o mdximo divisor comum de

a e b se somente se verifica
(i) d/a e d/b.

(ii) Se d'/a e d'/b, entao d'/d.

Demonstragao:

Seja d = mdc(a,b). Entao, obviamente d verifica (i), e, na demonstracao do
Teorema de Bézout, provamos também que a condigao (ii) se verifica.

Reciprocamente, se um inteiro positivo d verifica (i), entdo d € D (a,b). A
condicao (i7) afirma que, se d € D (a,b), entdao d'/d; logo, d < d, donde segue que d

¢ o maior dos divisores comuns. Portanto, d = mdc (a, b).

A caracterizacao do maximo divisor comum dada pelo teorema anterior apresenta
algumas vantagens. Entre outras, é mais facil de ser usada e simplificara algumas das

demonstragoes que seguem.
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Proposicao 2.2.0.10. Sejam a, b inteiros, d = mdc (a,b) e ¢ um inteiro nao nulo. Entdo:
(i) mdc (ac,be) = d|c|.

(ii) Se ¢/a e a/b, entdao mdc(a/c,b/c) = d/|c|.

Demonstracgao:

Para (i), monstraremos que d|c| verifica as condigdes (i) e (i) do teorema 2.2.3
em relacao aos inteiros ab e be.

De fato, como d = mdc (a,b), temos em particular que d/a, logo, (d|c|) / (ac). Da
mesma forma, (d|c|) / (bc). Ainda, do Teorema de Bézout, temos que existem r, s € Z tais
que d = ra + sb. Logo,

d|c| = r(alc]) + s (bc]) .

Agora, se d’ é um inteiro tal que d'/ac e d’ /bc, da relagao acima vem imediatamente
que d'/(d|c|).

Para provar (i7), poderfamos usar um raciocinio analogo, mas daremos uma de-

monstragao mais breve, usando o resultado anterior. Seja x = mdc (a/c,b/c). De (i) temos

que
a b a b _ ,
mdc (a,b) = mdc | —-¢,—-c| = mde| —,- ) - ||, isto é, d = z|c|, donde x =
c c ¢ c
d/|c|.
O proximo resultado, embora de demonstragao simples, serda de uso frequente na
teoria.

Teorema 2.2.4 (Teorema de Euclides). Sejam a, b, ¢ inteiros que a/bc. Se mde (a,b) =1,

entdo a/c.
Demonstracao: Se mdc (a,b) = 1, da proposicao anterior temos que mdc (ac,bc) = |c|.

Agora, obviamente alac e, da hipé6tese, a|bc. Consequetemente, usando (i7) do teorema (i)

temos que |al|c|, logo alc.

Definigao 2.2.3. Dois inteiros a e b dizem-se relativamente primos mdc (a,b) = 1.
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Podemos entao enunciar o Teorema de Euclides da seguinte forma: se um nimero
divide um produto de dois fatores e é relativamente primo com um deles, entao divide o

outro.

Proposicao 2.2.0.11. Sejam a e b inteiros relativamente primos, e seja ¢ um outro

inteiro tal que a/c e b/c. Entao, ab/c.

Demonstracao: Ver ref. [12].
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2.3 O Algoritimo de Euclides

O leitor certamente conhece, do curso secundario, o método para determinar o
mdc de dois nimeros usando a decomposicao deles em fatores primos. Porém, quando
se trata de nimeros muito grandes, pode nao ser facil encontrar essa decomposicao. O
método que damos a seguir ¢ baseado apenas em divisoes sucessivas e aparece no livro
sétimo dos Elementos de Fuclides; porém, ha evidéncias historicas de que o método seja

anteior a essa obra.

Lema 2.3.1. Sejam a, b inteiros, b # 0, e sejam q, r o quociente e o resto da divisao de
a por b, respectivamente. Entao, D(a,b) = D(b,r); temos também que mdc (a,b) = mdc

(b,r).

Demonstragao: Ver ref. [3].

Naturalmente, pode-se repetir esse processo. Fazendo divisoes sucessivas, teremos:

a:bql—i—rl, 0§T1<|b|.
b:T1QQ+7‘2, 0§7’2<T1.
r1=T2q3+ T, 0<rs<mr.
Tp—2 = Tp—1q + Tp, 0 Srn < Tp-1-
T'n—1 = 'ndn+1-

Como o resto diminui a cada passo, o processo nao pode continuar indefinida-
mente, e alguma das divisoes de ser exata. Suponhamos entao que 7,1 seja o primeiro

resto nulo, como esta indicado antes. Do lema, temos que

mdc(a,b) = mde(b,r1) = mdce(ry,ry) = -+ - - = mdc(rp_1,7n)

Finalmente, como é facil ver que mde(r,_1,7m,) = 14, logo, mde(a,b) = r,.

Tn—1
Demonstramos assim que, nesse processo, o resto maximo divisor comum de a e b é o

ultimo resto diferente de zero.

2.4 Minimo Miultiplo Comum

Sejam a e b inteiros nao-nulos. Um inteiro ¢ diz-se multiplo comum de a e b se
alc e b|c. Indicaremos por M(a,b) o conjunto de todos os multiplos comuns de a e b e por

M™(a,b) o conjunto de todos os miltiplos comuns positivos de a e b.
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Certamente M™(a,b) # ®, pois |a||b] € M*(a,b); logo, pelo Principio da Boa

Ordem, esse conjunto contém um elemento minimo.

Definigcao 2.4.1. Chama-se minimo multiplo comum de a e b 0 menor dos seus maltiplos

positivos comuns, isto €,
mmc(a, b) = minM™(a,b)

Lema 2.4.1. Sejam a e b inteiros. Entao, o mmc(a,b) divide todo outro multiplo comum

de a eb.

Demonstracgao: Usaremos novamente a nogao de ideal.

Mostraremos inicialmente que M (a,b) é um ideal. De fato, sejam «, 5 € M(a,b).
Temos que a/a e a/f; logo, a/(a + ). Da mesma forma, b/(a + ). A outra contradigao
da definicao 2.2.1 segue facilmente.

Do teorema 2.2.1, sabemos que M (a,b) deve ser da forma mZ, em que m é
precisamente o elemento minimo de M™(a,b), isto é, m = mmec(a, b).

Assim, se m’ € M(a,b) = mZ, entdao m/m', como querfamos demonstrar.

Podemos agora dar uma outra caracterizacao do mmec de dois inteiros.

Teorema 2.4.1. Sejam a e b € Z e m um inteiro positivo. Entdo, m = mmc(a,b) se e

somente se m verifica:

(i) a/m, b/m.

(ii) Se a/m’ e b/m’, entdo m/m/.
Demonstracao: Do lema 2.4.1 vem que o mmc(a,b) verifica as condigoes (i) e (i) do
enunciado.

Reciprocamente, se m verifica as condicoes, de (i) temos que m € M7 (a,b), e (ii)

mostra que m = minM™(a,b), ja que m < |m/|. Logo, m = mmc(a,b).

Teorema 2.4.2. Sejam a e b € Z, d = mdc(a,b) e m = mmc(a,b). Entio, md = |ab|.
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Demonstracao: Ver ref. [12].
O teorema acima d& entdo um método de célculo para o mmec(a, b). Dados a, b € Z,

podemos calcular o mdc(a,b) pelo Algoritmo de Euclides e depois obter

|ab]

mmc(a,b) = mdc(a )

2.5 O Teorema Fundamental da Aritmética

Nesta secao mostraremos que todo inteiro diferente de 0, 1 e —1 pode-se expressar
como produto de ntmeros primos, de forma unica, a menos da ordem dos fatores. Esse
resultado, conhecido como o Teorema Fundamental da Aritmétrica, ja aparece do livro
IX dos Elementos de Euclides e destaca a importancia na Teoria dos Numeros: eles
desempenham um papel andlogo ao dos atamos na estrutura da matéria. Todos os outros
nimeros podem ser obtidos através de produtos dos ntimeros primos.

Comecaremos lembrando sua definicao.

Definicao 2.5.1. Um inteiro p diz-se primo se tem exatamenta dois divisores positivos,

1ep|.

Note que a definicao exclui propositadamente o 0, que tem infinitos divisores
positivos, e os inteiros 1 e —1 que tém um divisor positivos.

Um numero diferente de 0, 1 e —1 que nao é primo diz-se composto. Note que, da
defini¢ao, vem imediatamente que, se se um inteiro nao-nulo a é composto, ele admite um
divisor b tal que |b| seja diferente de 1 e de |al, isto é, um divisor b tal que 1 < |b] < |al.
Um divisor nessas condigoes diz-se um divisor proprio de a.

Comecaremos provando uma propriedade muito importante dos niimeros primos.

Proposicao 2.5.0.12. Seja p um numero primo, e sejam a e b inteiros.
(i) Se pta, entdo mde(p,a) = 1.

(ii) Se p/ab, entao p/a ou p/b.

Demonstracgao:
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(i) Se pTa, o divisor comum positivo de a e p é 1, donde segue imediatamente a tese.

(ii) Suponhamos que p/ab. Se p/a, a tese estd verificada. Em caso contrario, da parte

anterior temos que mdc(p,a) = 1, e, do Teorema de Euclides 2.2.4, vem que p/b.

Coroldrio 2.5.1. Se um nimero primo p divide um produto aias...a,, entio p/ay, para

algum k,1 < k < n.

Demonstracgao:

Segue imediatamente da proposi¢ao, usando indugao.

Notamos ainda a parte (i7) da proposicao 2.5.0.12 pode ser usada para caracterizar

a nog¢ao de nimeros primos.

Teorema 2.5.1. Seja p um inteiro diferente de 0,1 e —1. Entdo, p € um primo se e
somente se, toda vez que p divide um produto de dois numeros, p divide pelo menos um

dos fatores.

Demonstracao: Ver ref. [12].

A seguir daremos o primeiro passo na direcao do resultado mais importante desta

Lema 2.5.1. Todo inteiro a > 1 pode ser escrito como produto de nimeros primos.

Demonstracao: Ver ref. [12].

Teorema 2.5.2. Seja a > 1 um inteiro. Entao, existem prios positivos p1 < ps < ... < py

tais que a = pi1ps...ps, € essa decomposicao € unica.

Demonstracao: No lema anterior, provamos a existéncia da decomposi¢ao. Resta apenas
provar sua unicidade.

Dado um inteiro a, ele pode admitir, em principio, mais de uma decomposicao
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em produto de primos. Chamaremos comprimento de uma decomposicao ao niumero de
fatores que nela comparecem.
Faremos demonstragao por indugao no comprimento de uma cecomposicao de a.
Suponhamos que a admita uma decomposicao do tipo a = py, onde p; é primo, e

que vale
a=p1 = q1492.-.9s,

em que ¢; < g2 < ... < ¢, sao primos positivos. Como ¢, divide q1¢s...qs, g1 deve dividir
p1, que é primo. Entao, devemos ter p; = ¢;. Cancelando, vem 1 = ¢5...q5. Se a > 1,
terfamos que o primo ¢» seria inversivel, uma contradicao. Assim, s = 1 e, como ja

provamos que p; = ¢, 0 primeiro passo de inducao estd verificado.

Suponhamos agora o resultado verdadeiro para todo inteiro que admita uma
decomposi¢ao de comprimento k£ > 1, e seja a um inteiro com uma decomposicao de
comprimento k + 1. Se a admite outra decomposicao, temos

253 a=p1..pg+1 = Q...qs, em que q; < q2 < ... < g sa0 primos positivos.

Como na primeira parte, q1|p; . .. pr+1 €, pelo colorério 2.5.1, temos que ¢ |p;, para
algum ¢. Como p; é primo, devemos ter novamente que ¢; = p;. Em particular, ¢; > p;.

De forma andloga, pode-se obter que p; = p;, para algum j. Logo, p1 > ¢i. De

ambas as desigualdes, vem que p; = ¢;. Finalmente, camcelando em 2.6.7, temos que

P2.-.-Pk+1 = G2...4s.

Agora, o primeiro membro da igualdade tem uma decomposi¢ao de comprimento k, logo,
da hipdtese de indugao, admite uma unica decomposicao. Assim, temos k = s — 1, donde
k+1=sep =q,parai = 2,....k + 1. Como ja provamos que p; = ¢;, ambas as

expregoes de a coincidem.

2.6 Numeros reais Comensuraveis

O conceito de comensurabilidade, historicamente, foi introduzida e utilizada como
uma forma de comparar o tamanho de dois segmentos de reta.

Para os Pitagéricos, todas as grandezas (comprimento, drea, volume...) podiam ser
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associadas a um numero inteiro ou uma razao entre dois nimeros inteiros. Admitiam que
os numeros racionais fossem suficientes para comparar, por exemplo, segmentos quaisquer
de reta. Dados dois segmentos, supunham que sempre existia um segmento que cabia um
numero inteiro de vezes num deles e um nimeros de inteiros de vezes no outro. Neste caso,

0S segmentos eram COMeENSUraveis.

Definicao 2.6.1. Dizemos que um segmento de reta AB € dito comensurdvel com a

untdade dada pelo segmento C'D quando existi uma subunidade que cabe um numero inteiro

de vezes em AB e em CD. Dizemos que AB = m.v, CD = n.v, onde m e n sio nimeros
n

inteiros positivos e que a razao entre estas medidas € o numero —.
m

Definicao 2.6.2. Dizemos que dois segmentos de reta dizem-se comensurdveis se Sao
maltiplos de wm segmento comum. Em outros termos, sejam AB e CD dois segmentos.
Se existir um segmento EF e se existirem inteiros positivos m e n tais que AB = mEF e
CD = nEF , entiao AB e CD sdao maltiplos do segmento comum EF, e assim se dizem

comensurdvels.

Vamos analizar uma caracteristica que ocorre em seguimentos (grandezas) com

medidas racionais.

Exemplo 2.6.1. Dado dois sequimentos de reta AB e CD medindo trés unidades (3u) e
cinco unidades (bu) respectivamente, dai existe um terceiro sequimento medindo a unidade,

tal que mensure de forma justaposta AB e CD. Observe ainda que

AB  3u 3
CD 5u 5

SN — 3
Exemplo 2.6.2. Dado dois sequimentos de reta AB e C'D medindo iu e 4u respectiva-

1
mente, dai existe um terceiro sequimento de medida §u, tal que cabe 3 vesez de forma
justa posta no sequimento AB e 8 vezes de forma justaposta no sequimento CD. Observe

que
3
AB 3
cCD 4

Tomando os exemplos acima, observamos que quando uma terceira grandeza que

mensure A e B de forma justaposta dizemos que essas grandesas A e B sao comensuraveis.
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Afirmgao 2.6.1. A razao entre duas grandesas comensurdveis € um numero racional.

Prova 2.6.1. Considere as grandezas A e B de medidas v e s reais. Agora considere uma
terceira grandeza de medida p tal que r = mp e s = np, com m,n € Z, ou seja, as
grandezas A e B sdo comensurdveis. Logo

mp m

r
_ - _ _e(@
s np n
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Capitulo 3

Minimo Multiplo Comum e Maximo
Divisor Comum Generalizados

Definicao 3.0.3. Quando nao existe uma terceira grandeza que mensure de forma justa-

posta A e B, entdo dizemos que A e B sao incomensurdveis.

Exemplo 3.0.3. Um fato interessante ¢ mostrar que a diagonal de um quadrado de lado
medindo 1 (unidade) nao é comensurdvel com o lado desse quadrado, de fato,

m
Suponha que fosse comensurdvel, ou seja, exeiste — € Q, tal que mdc(m,n) =1,
n

com (d = %)

m\ 2 m 2
(—) = 12412, logo (—) é par.
n n

se, e s6 se, m é par. Logo m = 2p assim, 4p* = 2n? se, e s6 se, 2p* = m? se, e

2

S0 se, n® € par se, e so se, n € par. Dai a contradicao pois, se n € par e m € par entao

m
mdcm,n # 1. Portanto, nao existe — € Q com mdc(m,n) =1, tal que
n

Ty
n

Observe que a definicao acima dada para duas grandesas comensuraveis € equi-

valente a.

Definicao 3.0.4. Dois numeros reais r e s sGo comensurdveis se existirem inteiros nao

nulos m, n tais que

Exemplo 3.04. r=1; s=2
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basta tomar m =2 en =1, seque que r € S SG0 COMENSUTAVELS.

Exemplo 3.0.5. V2 € /3 ndo sio comensurdveis.

De fato, suponha que V2 e3 sejam comensurdveis, ou seja, existem m, n € Z
tais que

m-vV2=mn-v3.

Assim, elevando ao quadrado a expressao acima, teremos
(*) 2m? = 3n%

Note que pela igualdade 3n? é par. Dai n?® é par, pois caso contrdrio como 3
1 2 do 1 1 3n? dica mpli Pel
¢ impar e n® sendo impar teriamos 3n® impar, contradi¢ao, o que implica n par. Pelo
teorema fundamental da aritmética temos n = 2°pi™*... p& sendo 2 < p; < ps < ... < p,
primos, 0 < aq;... ;. naturais e a o numero de vezes que o 2 aparece na decomposi¢ao

de n. Consegiientemente a decomposicio de 3n?* serd :
3n% = 3(-29p% ... por)t = 3. 2%pi | pPor

logo, o inteiro 2a representa o nimero de vezes que o 2 aparece na decomposi¢ao do inteiro
par 3n%. Absurdo, pois no 1° membro da igualdade (*) o 2 aparece um nimero impar de

vezes, jd que existem primos 2 < q1 < @z < ... < q, tais que:
om? =220 . P2 = 2. 22820 A =220 2P 0<pel

se m? for par, e

2m® = 2(q)"... ¢)?

se m? for impar.
Portanto concluimos que V2 e \/3 ndo sio comensurdveis.Ou ainda, para mos-

trarmos que duas grandesas cujas medidas sao V2 e /3 ndo sio comensurdveis basta
3 m 3 m?

verificar que — = — € Q, com mdc(m,n) = 1. Seque-se que: — = — Se, SO se

3n? = 2m?, implica que 3n® € par, ou seja, n® deve ser par. Dain é par. Entdo n é da

forma n = 2k, dai tem-se que 3 - (2k)? = 3 - (4k*) = 12k* = 2m? se, s6 se m?* = 2 - (3k?),

isto implica que m* € par, ou seja, m € par. Donde resulta que mdc(m,n) naio serd 1.

- . . m
Portanto nao existem m,n € Z tais que — = —, com mde(m,n) = 1.
n

V2
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Afirmgao 3.0.2. Dadas duas grandesas quaisquer A e B, cujas medidas r € R e s € R*.

- r - ..
Entio se — € Q, A e B sao comensurdveis.
S
Prova 3.0.2

. . . ~ r
Considere A e B duas grandesas tais que suas medidas sao:A =r e B = s, com — € Q.
S
Dali, existem m,n e p tais que
r=mp e s=np.

Logo,
r_mp _m

S = ZeQ.
n

s np

Mais isto significa que A e B sdo comensuraveis.

Comentario 3.0.1. Para sabermos se duas grandesas sao comensurdveis ou nao, basta

verificar se a razao entre elas ¢ um niumero racional.

Afirmgao 3.0.3. Considere as grandesas A e B comensurdveis tais que as medidas de A

. . o , a c .
e B respectivamente r e s sao racionais. Digamos r = 7 es= 7 Entao o segmento de
1 1

medida — = —————— mensura r e s de forma justaposta.

bd  mmc(b,d)
Prova 3.0.3

1 a
Basta observar que ad € Z e ad- — = —. Da mesma maneira tem-se que cb € Z e

bd b

1 c
ch- b = 7 Em outras palavras estamos exibindo uma técnica usando o recurso do menor

multiplo comum para encontrar a medida do terciro segmento que mensure as grandesas

A e B comensuraveis de medidas racionais.

Definicao 3.0.5. Considere r e s € R. Dizemos que r é multiplo inteiro de s, ou que s €

divisor inteiro de r, se 3 a € Z tal que

C\J/Qmentério:
3 3 3 3
> ¢ multiplo inteiro de 5 ou 5 ¢ divisor inteiro de 5 pois 4 3 € Z tal que
V3 _ . V3

2 6

Proposicao 3.0.0.13. Considere r e s dois numeros reais nao nulos. s é divisor inteiro

de u se, e somente se, —s € divisor inteiro de u.
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Prova 3.0.0.13

“=": Por hipotese s é divisor inteiro de u, ou seja, existe um inteiro n tal que
u=mns. Dai u = (—n)(—s) e portanto —s é divisor inteiro de u.

w . e . . L

<" Por hipétese -s é divisor inteiro de u, ou seja, existe um inteiro m tal que

u=m(—s). Dai u = (—m)(—(—s)) = (—m)s e portanto s é divisor inteiro de u.

Proposigao 3.0.0.14. Considere r e s dois numeros reais nao nulos. As sequintes afirmacoes

sao equivalentes:

a) T e s sAo comensuraveis;
. r, , .
b) o quociente — é um numero racional;
S
c) existe um real ¢t que é multiplo inteiro comum de 7 e s;

d) existe um real u que é divisor inteiro comum de r e s.
Prova 3.0.0.14

(a) = (b): Por hipotese 1 e s sdo comensuraveis, isto é, existem inteiros nao nulos
. roon
m e n tais que mr = ns. Logo, - = — € Q.
s m
: : o - . roomn
(b) = (c): Por hipotese existem inteiros nao nulos m e n tais que — = —. Devemos
s m
mostrar que 3t € R tal que, t é multiplo inteiro comum de r e s. De fato; Basta tomar
t = mr = ns, ou seja, t ¢ multiplo inteiro comum de r e s.
(¢) = (d): Se t é multiplo inteiro comum de 7 e s temos: t = mr = ns, com

m,n € Z*. Assim obtemos

T ]
nom
T s .. .
tomando u = — = —, com u € R, segue que un = r e um = s, conseqiientemente u ¢ um
nom

divisor inteiro comum de 7 e de s.
(d) = (a): Considere u divisor inteiro de r e s , ou seja, existem m,n € Z* tais
un

LT n
que r =un e s =um. Dal - = — = — € Q. Logo, mr = ns.
s um m

Definicao 3.0.6. Sejam r e s € R* comensurdveis. Dizemos que t é o minimo maltiplo

comum generalizado entre r e s, e escrevemos
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t = mmecg(r, s),

se:
a) t >0,
b) ¢ é multiplo inteiro comum de r e s,

c¢) Se t’ é multiplo inteiro comum de r e s e t' > o, entao t < t'.

Dizemos que u é o maximo divisor comum generalizado entre r e s, e escrevemos

B = mdeg(r, s),
se:
a) [ é o divisor inteiro comum de r e s
b) Se [ é divisor inteiro comum de r e de s entao ' < .

Teorema 3.0.1. Sejam r e s € R* comensuraveis. Entao

mmecg(r, s) = |vr| = |us| emdeg(r, s) = ‘2’ = S , em que% ¢ a forma irredutivel

) r
do racional —.
s

Prova 3.0.1

Por hipétese r e s sao comensuraveis, isto é, existe u e v inteiros tais que vr = us

e < irredutivel.
v
Afirmcao 3.0.4. mmcy(r, s) = |vr| = |us|, de fato. Note que:

i) |vr| = |us| > 0.

ii) De vr = us segue que vr é multiplo inteiro de s e us é multiplo inteiro de r. Logo

|vr| = |us| é multiplo inteiro comum de r e s.

iii) Considere ¢ > 0 € R um multiplo inteiro comum de 7 e s, isto é, existem inteiros

m, n tais que

t'=mr=mns ().
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Devemos mostrar que |vr| < t/, de fato. Note que:

r u r n
—| =|—| e de () temos: |-| = |—
s v s m
dai,
u n| . ) u o, . . .
—| = |—| sao equivalentes e como — ¢é irredutivel, segue que u < n e v < m. Dai temos:
v m v

u < n implica [su| < |sn| e |vor| < |mr| = |t'| = t'. Portanto mmecg(r, s) = |vr| = |us|.

, de fato.

Afirmgao 3.0.5. mdcg(r, s) = ‘Z‘ = ‘f
u v

. ro, .. . . S, .. . . r
i) De vr = us segue que — ¢é divisor inteiro de s e — é divisor inteiro de r. Logo —’ =
u v U
s
v

ii) considere f’ € R um divisor inteiro comum de r e s, isto é, existem inteiros m, n

¢ divisor inteiro comum de r e s.

tais que
p_ TS
P n o m
,
Devemos mostrar que ' < ‘—‘, de fato.
u
Note que:
(A
vl |m

~ . u o, . p ;
sao equivalentes e como — ¢ irredutivel, segue que u < n e v < m. Dai temos: u < n

o ri _|r
implica |u| < |n| consequentemente, ' = |—|<|—
n|=|u
Portanto
S
d = | —| = |—
mdcg(r, s) ‘ ‘ »
37 37 3/5 6
Aplicagao: mmcg (5, 5) e mdcg (g, 5) Note que: % =5 = %
dai
37 3
- = |ror=35-- =21
mmcg (5, 2) vr = 35 5
3
I 1 1
5 2 v 6 5 6 10
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Proposicao 3.0.0.15. Sejam r e s racionais nao nulos e a, b, ¢, d inteiros tais que

r = % es = CEZ’ respectivamente, na forma de frag¢ao irredutivel. Entao mmeg(r,s) =
mmc(a, ¢) mdc(a, c)
—_— d = —
mdc(b, d) ¢ mdeg(r.s) mmc(b, d)
Prova 3.0.0.15:

/ T / b / c ! d

— Y = . — - d =
“ mdc(a,c)’ mdc(b,d)’ ¢ mdc(a,c)’ mdc(b, d)

n:%—>mdc(a,b):1

s:C—Ci—>mdc(c,d) =1

Note que:

ad be
d /d/ b/ / — d
mde(a'd’, ¥c) = mde (mdc(a, ¢) - mde(b, d)” mdc(a, c) - mde(b, d))

Afirmacao:
mdc(ad, be) = mdc(a, ) - mde(b, d), de fato:
i) mdc(a,c) - mde(b,d) > 0
i1) Note que:
mdc(a, c) mde(b, d)

1., —
a € d

logo,

mdc(a, c) - mde(b, d)
a-d
mdc(a, ¢ mde(b, d)

2. —— e
C

logo,

mdc(a, c) - mde(b, d)
b-c

U /

3. Considere d’ > 0 um inteiro tal que 1% Dai, kid' = a-d e kod' = b- ¢, devemos
a c

mostrar que mdc(a, c) - mdc(b,d) > d'.

Se p é primo tal que L entao P ou b
a-b a b

Resultados: ¢, a,b € Z.
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d = mdc(a,b) — mdc(ac, bc) = d|c|.

c c . a b d
se —e —entao mde | —, - | = —
a b ¢ c ||
p p .
= p# 1 tal quem T dai,
Poow 2 6 2 o 2
a’ d b c
p p . P p .
1. - e daf - e pois mde(a,b) = 1.
P , a c mdc(a, c)
2. - —_— d / / = d — — 1
o ° PR e(d', ) = mde (mdc(a, c¢)” mdc(a, c)) mdc(a, c)
P D _ b d mdc(b, d)
- " d bl d/ - d g e 1
g ¢ g poismde(t,d) =mde (mdc(b, d)” mde(b, d)) mde(b, d)
p p P p .
4. AL daf 5 € - pois mdc(c,d) = 1.
- . b
Nao existe T v
Portanto, mde(a'd', b'c") =1
[ |

Aolicacio 13 mme(1,3) 3
i : — - | = ==
PHEAGAS: NI\ 34 ) ™ mde(2,4) ~ 2
13 mme(1,3) 1
deg (£,2) = mmeth,8) 1
maeg (2’4) mde(2,4) 4
10 1 10 1
Aplicacao: —, = d —,=].
plicagao mmcg(6,7) e mcg(6,7)
10,1 5,1
Observagao 3.0.1. Note que: % =10#5 = % = mmcg(r,s) e
dc(10,1 1 1 de(5,1
% =5 + 9= %(3’,7)) = mdcg(r, s) pois, a formula dada quando aplicada

a fracoes nao irredutiveis nao

proporciona necessariamente o mmcg(r,s) e o mdeg(r, s).

Como nos mostra o exemplo. Dai
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10 1 1 1 1
mdcg ( 0 —):mdcg (5 —) _ mde(5,1) _

67 37) 7 mme(3,7) 21
2 1 2 1 27/3 1
b ao 3.0.2. i —9 fo ) — _
Observagao 3.0.2. mmcg (37r, 47r> T e mdcg (37@ 47r) < 5
pois
2r/3 8
:—//4 = 3’ e entao 3- ?W: 2T = 8-%.

Observacao 3.0.3. Se a e b sao inteiros nao nulos, entao valem:
1. mmeg(a,b) = mmc(a,b)
2. mdcg(a,b) = mdec(a,b)

Prova 3.0.3:

a ~ ~ . .. . . .
1. note que a = 1 eb= 7 sao as fracoes irredutiveis dos inteiros a e b, respectivamente.

Dai utilisando o corolario acima segue que:

mme(a,b)  mmc(a,b)
mmcg(a,b) = mdc(L1) = 1 = mmec(a, b)

a ~ ~ . . . . .
2. note que a = 1 eb= 1 sao as fracoes irredutiveis dos inteiros a e b, respectivamente.

Dai utilisando o corolario acima segue que:

mdc(a, b mdc(a,b
mdcg(a,b) = mmc((l 1)) = i ) = mdc(a,b)

Corolario 3.0.1. Sejam r e s # 0, comensurdveis. Entao:
() |rs| = mdeg(r, s) - mmeg(r, s);
(ii) Ve # 0, temos ainda cr e c¢s comensurdveis

mmcg(cr,cs) = |c| - mmeg(r, s) mdeg(cr, cs) = |c| - mdeg(r, s)

Demonstracao: Considere:

GRACA, Marcio M., SOUZA, Pablo & SILVA, Valdinelson Matematica - Unifap



3.1 Aplicagoes de Minimo Miiltiplo Comum e Maximo Divisor Comum 34

(i) rs = mdcg(r, s)-mmcg(r, s) note que existem inteiros m,n € N* com mdc(m,n) = 1

) roon .,
tais que — = — daf usando o teorema 2.6, segue que: mmcg(r, s) = mr = us

s m
ro s s
mdeg(r, s) = ~= Emmcg(?‘, s) e mdeg(r,s) = (mr)g — rs
(ii) Note que T logo cr e cs sao comensuraveis, dai temos:
cs m

mmcg(cr,cs) = mer = emr = ¢-mmeg(r, s)mdcg(cr, cs) = Tl = ¢-mdeg(r, s)
n n

Corolario 3.0.2. Se r e s sao dois niumeros racionais que podem ser representados por
. . . (% u . . .

uma fragao decimal, digamos, r = T es= 10 Considere t um inteiro tal que t > k e

t > 1 dad, mmcg(10'r,10's) = 10*mmcg(r, s). Como 10'r e 10's sdo inteiros, dai pela ob-

servagao 2.2 mmeg(10'r, 10's) = mme(10'r,10%s), logo; mme(10tr, 10's) = 10'mmeg(r, s)

mme(10tr, 10" s)

10t

mmecg(r, s) =
3.1 Aplicacoes de Minimo Miultiplo Comum e Maximo
Divisor Comum

3.1.1 Aplicacao na Matematica
I) Para o MMC:

Definicao 3.1.1. Uma funcao f : R — R € dita periddica quando existe um niumero

real p # 0 tal que

flx+p) = f(z), para todo x € R.

Dizemos que p ¢é um periodo de f, ou também que f é uma funcao peridédica de

periodo p.

Note que se f é uma funcao periddica de periodo p, entao kp também é um periodo

para f, para todo k € Z\{0}. Podemos entao provar:
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Teorema 3.1.1. Sejam f: R — R e g: R = R funcoes periddicas de periodos py e pqy
respectivamente. Se py e py sao numeros comensurdveis entao as funcoes f+g e f-g

sao periodicas de periodo mmcg(py, py)-

Prova 3.1.1. Faremos aqui apenas a demonstra¢ao para o caso f + g. Sendo py e pgy

por hipdtese comensurdveis, estd bem definido M = mmcg(pys,p,). Existem entdo m,n €
Z\{0} tais que

mpy = npy = M.

Obviamente, como m, n, ps, py sao todos nao nulos, temos que M ¢ também nao

nulo. Agora, dado = € R, temos:

(f+9)(e+M) = flx+M)+g(x+ M)
= f(z +npy) + g(z + mp,)
= f(x) +g(x) = (f +9)(),

o que prova que f + g é periédica de periodo mmcg(py, py)-

2 2
Exemplo 3.1.1. Sao funcoes periddicas de periodos fundamentais py = g e pg = 77T,

respectivamente. Como py e pgy sGo comensurdveis, temos que a funcao h dada por

h(x) = sen3x + cosTx

¢ periodica, admitindo 2w para periodo, pois

2r 27 2T 5
mmeg| — =3.22 =91
N3 7 3 !
7a que
2 /3 7
2r /7 3

3.1.2 Aplicacao na Fisica

I) Para o M DC:
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Geometricamente, se dois seguimentos AB e C'D tém medidas comensuraveis r
e s, respectivamente, entao o mdcg(r, s) é a medida do maior segmento OU que, quando
escolhido para nova unidade de medida para medir segmentos de reta, proporciona medidas
inteiras para AB e CD.

Podemos aplicar esta idéia ao ajuste de engrenagens: Suponhamos que queiramos
ajustar duas rodas num sistema de engrenagens, frezando dentes nas mesmas, todos de
mesmo tamanho. Ora, cada roda deve ter um numero inteiro de dentes e, obviamente, o
desgaste sobre as rodas serd minimo quando os comprimentos das circunferéncias forem
comensuraveis: de fato, denotando por 4 o dobro do comprimento do dente, e denotando
por ri e 19 os raios das rodas, temos que existem m,n naturais tais que 27r; = md e

27rs = nd se e sO se

f @

--..._ ]

1 @ &
Rl

2rr; mo

271'7’2 N %’

ou ainda, se e s se ry e ro forem comensuraveis:

nry = mrs.

Portanto, o maior valor de ¢ ¢ precisamente

mdcg(2mry, 27r9) = 27 - mdeg(ry, ),

e se, na pratica, este comprimento se revelar inviavel (por ser, por exemplo, muito “curvo”um
arco de comprimento §), entdo, para minimizar o desgaste, teremos que tomar compri-

mentos iguais a z com k natural.
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Salientamos que, no coso de raios incomensuraveis, teremos inevitavelmente um
desgaste sobre as rodas dentadas, mas este é tornado minimo quando utilizamos a teoria

das fragoes continuas para calcular o valor de 9.
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Consideracoes Finais

Vale observar que uma descoberta em matematica nem sempre diz respeito a um
novo objeto, pode ser uma nova maneira de olhar para algo ja conhecido por todos. Real-
mente, o mérito do artigo objeto da discussao deste trabalho, deve-se mais a generalizacao
dos conceitos de MDC e MMC, uma vez que o universo de discussao aqui utilizado foi o
conjunto dos nimeros reais e nao o conjunto dos nimeros inteiros. Outro fato importante
é o contato que tivemos com um artigo cientifico na area de matematica o qual enrrique-
ceu nossa formacao académica, sobretudo nos aspéctos de conteudo e na elaboracao de

trabalhos cientificos em nossa grande area de conhecimento.
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