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Resumo

Neste trabalho final de curso sao abordadas técnicas de assimilacao de dados,
no qual usando informacao de diferente qualidade gera-se uma resposta mais proxima do
estado verdadeiro do fendmeno em estudo.Usando o problema das duas temperaturas, o
qual é um problema escalar simples, é desenvolvido métodos sequenciais e variacionais,
0s quais resultam ser equivalentes no sentido de fornecer a mesma solucao 6tima. Estes
métodos sao generalizados para problemas de maior complexidade usando assimilacao se-
quencial no tempo. Para testar os métodos de assimilagao é usado um modelo de Lorenz
com trés variaveis desconhecidas, o qual é um modelo cadtico devido a nao linearidade do
modelo. As integragoes sao codificadas no Matlab usando Runge-Kutta de quarta ordem.
Os resultados mostram que a analise ou solucao étima apresenta um erro muito menor
que o erro da integracao, na qual se perturba ligeiramente a condicao inicial, mas sem as-
similagao. Realizando assimilacao de dados periodicamente a andlise consegue manter-se

proxima da solucao exata.

Palavras-chave:Assimilagao de dados; métodos estatisticos, métodos varia-

cionais, assimilagao sequencial, andlise, observagoes.



Resumen

En este Trabajo Final de Curso se analizan las técnicas de asimilacién de datos,
en el que la calidad de diferentes mediante el uso de la informacién que genera una
respuesta mas cercana a la situacion real del fenémeno en estudio. Utilizando el problema
de las dos temperaturas, un problema que es escalar simple, se desarrolla y variacionales
métodos secuenciales, que resultan ser iguales a fin de proporcionar la solucién éptima
mismo. FEstos métodos se generalizan a los problemas més complejos con el tiempo la
asimilacién secuencial. Para probar los métodos de asimilaciéon se utiliza un modelo
con tres incognitas de Lorenz, que es un modelo caodtico debido a la no linealidad del
modelo. Las integraciones se codifican en Matlab usando Runge-Kutta de cuarto orden.
Los resultados del andlisis muestran que la solucion éptima o tiene un error mucho menor
integracion del error, el cual estd ligeramente perturbar la condicién inicial, pero no
asimilacion. Realizacion deun analisis regular la asimilacion de datos puede permanecer

cerca de la solucion exacta.

Palabras clave:La asimilacion de datos, métodos estadisticos, métodos vari-

acionales, la asimilacién secuencial, analisis, observaciones.
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Introducao

Assimilacao de dados e previsao por conjuntos sao de primordial importancia nos mo-
delos atuais de prognédstico de tempo e clima em meteorologia e oceanografia e tema de
constantes pesquisas para aprimoramento dos resultados de previsao destes modelos nos
principais centros de previsao dos Estados Unidos, Europa e Asia. No Brasil, o Centro de
Previsao de Tempo e Clima (CPTEC) é o principal centro de pesquisa em Meteorologia
e Oceanografia. O CPTEC ja conta com alguns esquemas de assimilacao de dados de
produtos provenientes de outros paises, entretanto os resultados ainda nao sao totalmente
satisfatérios. Assim, sao necessarias pesquisas em assimilacao de dados que priorizem a
melhoria das previsoes de tempo e clima no Brasil e América do Sul. O CPTEC também
usa com sucesso esquemas de previsao de conjuntos para ampliar o tempo de validade
de suas previsoes, neste projeto analisamos estes modelos e pesquisamos melhorias que
possam ser inserida nestes esquemas.

A previsao numérica é em boa parte um problema de condigoes iniciais: dada uma es-
timacao atual do estado da atmosfera, um modelo numérico simula sua evolugao para
obter uma previsao no estado futuro. Esta condicao inicial se estabelece a partir da
interpolagao das observacoes disponiveis sobre os pontos da grade do modelo. Este pro-
cesso de obtencao da condigao inicial a partir das observagoes se denomina assimilacao
de dados. O principal problema deste processo é que a quantidade de dados disponiveis
nao é suficiente para inicializar o modelo em todos seus graus de liberdade (por exem-
plo, um modelo global com 1° de resolugao horizontal e 40 niveis verticais podera ter
180% 36040 = 2,6 10° pontos de grade. Sendo que em cada ponto de grade estao defini-
das 7 varidveis progndsticas, com o que terfamos aproximadamente 107 graus de liberdade.
Para uma janela temporal de 43 horas, existem normalmente 10* a 10° observacoes na
atmosfera, ou seja duas ordens de magnitude menor que o nimero de graus de liberdade

do modelo. De outro lado, a distribuicao temporal e espacial dos dados nao é uniforme,



existindo regioes como Europa e Norte América com quantidade de dados muito maior
que outras regioves como a América do Sul. Portanto, é necessédrio usar informagao previa
(chamado first-guess, background ou chute inicial) para preparar as condigoes iniciais usa-
das pelo modelo. Inicialmente era usada a climatologia como first-guess com resultados
pouco satisfatérios. Posteriormente foi usada uma previsao de curto prazo do proprio
modelo como first-guest que combinadas de maneira adequada com os dados iniciais ge-
ram a condicao inicial do modelo, isto é, os valores inicias das variaveis progndsticas sao
definidas em cada ponto de grade do modelo.

O first-guess z, ¢ interpolada aos pontos de observacao mediante um operador H(z,)
e convertida ao mesmo tipo que as varidaveis observadas 1. As diferencas entre as ob-
servagoes e o first-guess yo — H(x,) sdo os incrementos observacionais. A analise x( se
obtém adicionando os incrementos observacionais ao first-guess do modelo com uns pesos
W que sao determinados com base nas covariancias dos erros estatisticos da previsao e

observacao

zo = xp + Wlyo — H(zp)]

Os diferentes esquemas de assimilagao estao baseados neste método:

a) Interpolagao 6tima: onde a matriz de pesos se determina minimizando os erros em
cada ponto da grade.

b) Métodos variacionais 3D e 4D com fungoes custo proporcionais ao quadrado da distancia
entre a analise, first-guess e as observagoes.

¢) Filtros de Kalman: onde a funcdo peso é fungao das variancias dos erros (Cardenas,
2002; Judd, 2003; Pacheco, 2006).

Assim, o ciclo de assimilacao de dados é uma continua integracao do modelo que se com-
binam com as observacoes de modo que se permaneca o mais perto possivel do estado real
da atmosfera. A funcao do modelo é transportar informacao de regides com muitos dados
a zonas com poucos dados para oferecer uma melhor estimagao do estado da atmosfera.
Os erros que se cometem no processo de assimilagao impoem uma incerteza no prazo da
validade da previsao, devido a nao-linearidade da atmosfera, e portanto, dos modelos que
aproximam sua dinamica.

Neste trabalho estudamos métodos de assimilacao de dados em um modelo cadtico de

Lorenz que simula o comportamento da atmosfera e oceano. Os métodos sao descritos



completamente usando o problema das duas temperaturas. Simulagoes numéricas no Ma-
tlab mostram a vantagem de usar assimilagao de dados em problemas de previsao de

tempo.



Capitulo 2

O Problema das duas Temperaturas

O problema das duas temperaturas é um modelo simples, que pode ser formulado como
segue:

"Dadas duas observagoes independentes da temperatura 77 e Ty de uma sala,

determine a melhor estimativa da verdadeira temperatura da sala T,”.

Este modelo simples é importante porque permite formular as aproximacoes estatisticas e
variacionais, sendo que sua metodologia poder ser transferida para problemas complexos

e mais realistas.

2.1 Interpolacao Estatistica com Estimacao dos Minimos

Quadrados

O problema das duas temperaturas pode-se reformular com a terminologia classica da
assimilacao de dados. O problema de estimar a temperatura 7; de uma sala segue o
seguinte procedimento:

a) Uma primeira medida T, da temperatura da sala é realizada com um termometro.

b) Assume-se que o termometro tem um erro de medida €,. Isto é, a medida do termometro

T, difere em €, do verdadeiro valor da temperatura da sala T} :
To - Tt + €

c¢) Assume-se que a medida do termoémetro nao tem viés, isto é, que a medida nao tem

erro sistematico ou tendéncia a apontar para um mesmo valor. Ou seja, a média ou



esperanca matematica do erro da medida é zero:
o = E(T,—T,) = FE(e,) =0

d) Denotamos a variancia do erro ¢, por o2. Em auséncia de outra informacao a melhor
estimativa da temperatura da sala é T, com exatidao o,.

e) Assume-se que outra informagao sobre a temperatura da sala é conhecida, tal como a
medida de outro termometro com diferente exatidao, ou informacao desta temperatura em
outra data, mas em condi¢oes similares do ambiente. Seja T}, esta medida da temperatura

da sala com erro €, = T, — T} e variancia do erro o7, a qual nao apresenta viés:
Op = E(Tb - T‘t) = E(Eb) =0

f) Assume-se que os dois erros €, e € nao sao correlacionados, isto é, o coeficiente de

correlacao ¢é nulo:

pleo€r) =0
como
09 E o - Mo
oleser) = cov(€,, €) _ (€0€p) — Hoftn _0
0,0y 0o0p
e 1 = e = 0 temos:
E(epep) =0

g) Procura-se uma melhor estimativa de T} a partir dos valores das medidas T, e Tj. Seja
T, esta estimativa, com erro ¢, = 1, — T; e variancia do erro o,, a qual nao apresenta
viés:

o = E(T, — Ty) = Ele,) = 0
h) T, é estimada como combinagao linear de T, e Tj:

T, =dT,+ BT,

O problema agora é:

“determinar os valores apropriados dos pesos e 3 para que T, = oT, + BT, seja uma

boa aproximacao para T}”
Para resolver este problema, observa-se o fato de Ty, T, e T, nao apresentarem viés que

E(Ty) = E(T;) = E(T,) = E(T})



logo,

E(T,) = aE(Ty) + BE(T,) — E(T}) = aE(T}) + BE(Ty),

cancelando F(T}) temos

a+pf=1

Uma ”boa aproximagao”é obter T, com variancia minima o2, logo reformulamos o pro-
blema como:

7 Minimizar
s = B((T, — T,)’] = E{[a(T. = Th) + B(Ty — TH)|*} = E{[ae, + Bes*}
sujeito a restricao
a+p=1"

Observando que

oy = E{lae, + )’} = o’ () + B E(e})
e substituindo f = 1 — «, temos

02 =0+ (1 —a)o;

Para minimizar o2 requeremos que

do?
a — 0
da ’
logo,
o 2 2 2 2 2
50 2a0; 4 2[1 — a](—1)o; = 2a(o; + i) — 20; = 0.

Colocando « em evidéncia, temos:

2

__ %
) 2
o5+ oy
De § =1 — « resulta,
2 2 2 2 2
B=1- o,  O0,+to,—o, 0,
B 2 2 2 2 ) 2"
o5+ oy o5+ oy o5+ oy

Obtidos os pesos a e 3, temos provado a seguinte proposigao:

Proposigao 1. Sejam Ty e Tj, aproximagoes da temperatura 7;. Se

I ¢,, ¢, sao respectivamente os erros de Ty e T, ao aproximar 7T

10



IT a média dos erros é nula: p, = E(e,) =0e upy = E(ey) =0
IIT 02 e o} sao respectivamente as variancias dos erros €,, €,
IV o coeficiente de correlagao dos erros é nulo: p(e,, &) = 0
Entao, a melhor aproximacao de T} é dada pela temperatura 7,:

2 2
To= (52 )T+ (52— )T
o+ oy o2+ o0}

com variancia minima o?:
2 2 2 2
o Op 2 O, 2
Ua - 2 + 2 Uo + 2 + 2 Ob
Uo Ub Uo Ub

2
a

[\

Prova

S6 resta provar que a variancia o ¢ minima. Elevando ao quadrado o lado direito temos:

212 22 2 20 92 2 2 2
0_2 _ (Ub) 2 (Uo) 2 0,0 (Ub + Uo) _ 0,0 _ 1
= ;= = = — -
"ot ) (024 0p) (03 +03)*  oitop o2 +0,”
logo,
1 1
02 < — e o2 < —
0o Ty
Por tanto,
o2 < og e o2 <o}

Em particular, das contas acima se verifica:

1 1 1
2T 2T 9
04 05 Oy

2.1.1 Meétodo Variacional

Outro método de obter uma melhor estimativa de Tt é minimizando uma funcao custo.
A funcao de custo é definida como a soma dos quadrados das distancias de T para as duas

observacoes, ponderadas por sua precisao do erro de observacao:

1 {(T— T,)? N (T—Tb)Q]

2 2
(o o

Desejamos obter T de modo que minimize a fungao custo J(T). O minimo da funcao custo

J é obtido exigindo que % = 0:

oJ 1 {Z(T—TO)(l) . 2(T—Tb)(1)} _ (T —T,) . (T —Tp)

— 9 2 2 2 2
or 2 o2 o o2 oj,

11



Logo,

oJ (o2 +o0))T — o)1, — 02T,

oT 020}

o

2 2
T — % T, + LQ T,
o+ oy o2+ o}

Temos provado a seguinte proposicao:

0

Portanto,

Proposicao 2. Nas condicoes da Proposicao 1, o valor 6timo da temperatura que mini-

miza a funcao custo

é dada por

2 2
T — % T, + Lz Ty
o+ o} 02+ 0}

Observa-se que ambos os métodos produzem o mesmo valor étimo: T = T,, isto é, os
métodos sao equivalentes. Entretanto os processos dos métodos sao diferentes, enquanto a
variavel de controle para a minimizagao de J (ou seja, a varidvel em relagao a qual estamos
minimizando a fung¢ao custo) é a temperatura, no método da interpolagao estatistica por
minimos quadrados as variaveis de controle foram os pesos. Esta equivaléncia também é

valida para o caso multidimensional.

Exemplo: Se T, =2,0,=2e¢T,=0, 0, =1, obtemos os pesos

B ol B 22 4
o240l 12422 5
5= of B 22 1
o240l 12422 5

Logo, a temperatura 6tima ¢ dada por

4 1
Ta:O{TO+BTb:g*O+g*2:O,4

12



e a variancia minima sendo

2 2
2 _ 0,0 x4

o = =
“ o240 144

2.1.2 Resumo das Equacoes

Em assimilacao de dados a medida 7T, é usualmente denominada de observacao, sendo
obtida por diversos instrumentos de medidas como estacoes pluviométricas, satélites, ra-
dares, etc. A medida Ty é denominada de chute inicial ou background, obtida usualmente
por integracoes de um modelo matematico. A medida T, é denominada analise, a qual é
obtida combinando as observagoes com o background para obter uma melhor estimativa
do valor verdadeiro T;. Como as observacoes sao medidas reais obtidas por instrumentos,
elas tém maior precisao que as medidas obtidas pelo background, assim a variancia do
erro das observagoes o2 é menor que a variancia do erro do background 7. De outro lado,

como a andalise ¢ uma melhor estimativa que as observacoes e o background, resulta que

2
a

2

a variancia do erro da andlise o :

é menor que o2 e o7.
Renomeando o peso oo como W, descrevemos um resumo das equagoes obtidas no problema

das duas temperaturas:

i T,=T,+W(Ty —Tp)
a analise é obtida pelo background acrescentada da diferenca entre a observacao e

o background (denominada inovagao) ponderada pelo peso W.

o peso ideal ¢ a variancia do erro do background pelo inverso da variancia total
(a soma da variancia do erro do background e da variancia do erro de observacao).
O peso ideal depende da razao entre a variancia do erro da observagao e a variancia
do erro do background, quanto maior a variancia do erro do background, maior a
corregao para a estimacao inicial. Se a variancia do erro da observacao é nula, entao

o peso é igual a um, e a analise coincide com a observacao.

13



iii. A variacao da analise é

olo?
2 v90
9a = 3 2
op +0p
Isso também pode ser escrito
1 1 1
PRl s

2
o2 o, 0§
A precisao da andlise (inverso da variancia do erro de anédlise) é a soma da precisao

do background e da observacao.

: 2 _ 2
iv. 02 = (1 = W)oy
A variancia do erro da andlise é a variancia do background, reduzido por um fator

igual a 1 menos o peso ideal, o que também pode ser escrito como:

2 _ 2
o, =Wo;

Este conjunto de equagoes se aplica a problemas multidimensionais mais complexos, onde
sao usados assimilacao de dados sequenciais, como interpolacao 6tima e Filtro de Kalman.
Nestes problemas, em que 1j, e T, sao campos tridimensionais de tamanho muito maior
que o conjunto de observacgoes T,, substituimos os escalares por matrizes. Em particular
substitui-se a variancia do erro pela covariancia do erro e o peso ideal pela matriz de

ganho 6tima.

14



Capitulo 3

Assimilacao de Dados Sequencial

No caso de realizar uma previsao, podem-se assimilar dados cada certo intervalo de tempo.
Esta assimilacao de dados no tempo recebe o nome de assimilacao de dados sequencial.
Este ciclo de andlise tem duas fases, uma fase de previsao para atualizar o background
T, e sua variancia do erro o7, e uma fase de andlise, para atualizar a anélise T, e sua

variancia de erro o2.

Fase de Previsao

Na fase de previsao do ciclo de andlise, o background no tempo ¢;,; é obtido por:
Ti(tir1) = M[Tu(t:)]

onde, o modelo matematico de previsao M é alimentado pela andlise no tempo ;.
Na Interpolagao Otima, é feita a suposicao que a integragao do modelo aumenta a variancia

do erro inicial em uma razao fixa um pouco maior que 1:
2 2
oy (ti1) = aoy(t:)

Isso permite que o novo peso W (t;11) possa ser estimado como,

op(tit1)
o2(tiy1) + o (tis1)

W(tit1) =

Fase de Anédlise Na fase do ciclo de andlise sao coletadas as observagoes Tp(t;11) no

tempo ;1. A anélise T, (t;11) é calculada por
T.=T,+ W(Ty — Tp)

15



A variancia do erro da nova analise é determinada pela relacao:
oaltivr) = (1= W)aj(tis)

Apéds a andlise, se o ciclo de tempo t;,1 nao estiver concluido, fazemos um novo ciclo de

assimilagao.

3.1 Assimilacao de Dados para as Equacoes de Fluxo
nao Periédico de Lorenz

Para simular o ciclo de assimilacao de dados sequencial, usamos o modelo de Lorenz para

um " Fluxo Deterministico Nao-periédico” (Lorenz, 1993):

d

& = =)
dy_ o
dt—rx y—xz
d
A

o qual é um modelo simplificado do comportamento da atmosfera que simula o comporta-
mento de um fluido em um plano retangular, cuja temperatura do lado inferior é maior que
a do superior, gerando correntes de conveccao. Onde, "x"representa o fluxo convectivo;
”y”a distribuicao de temperaturas horizontal e ”z” a distribuigcao de temperaturas vertical.
Os trés parametros que intervém nas equacoes sao: “a’a relagao entre a viscosidade e a
condutividade térmica, ou nimero de Prandtl; "r” proporcional a diferenca de temperatu-
ras entre os lados inferior e superior, ou numero de Rayleigh reduzido e "b”relagao entre
a altura e a largura do retangulo.

Este sistema de equacoes é nao linear, o que origina o comportamento cadtico, pequenas
perturbagoes na condicao inicial se propagam e amplificam com sucessivas integracoes no
tempo. A nao linearidade propaga os erros rapidamente produzindo futuras previsoes com

pouca confiabilidade, a assimilagao de dados permite que as integragoes fiquem sempre

proximas da solugao real.
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3.1.1 Integracao do Modelo

O modelo de Lorenz pode ser escrito em forma matricial:

x —a a 0 T 0
d = 1 0 +
pre I ro - Y —xz
z 0 0 -—b z Ty
denotando
x —a a 0 0
Y=1|y|, L=1»r -1 0 [, Vi=| —zz |,
z 0 0 —b Ty

e f(t,y) = LY+V.
onde, Y é o vetor que contém as variaveis desconhecidas, L é a matriz que contém a parte
linear do sistema e V é o vetor que contém a parte nao linear do sistema. O sistema nao

linear de Lorenz é escrito em notacao matricial como:

ay

Para integrar o modelo no tempo foi utilizado o método de Runge - Kutta de quarta
ordem, a qual tem ordem de convergéncia de ordem 4. Este esquema de integragao ¢

descrito pelo seguinte procedimento:
1
Yo=Y, + g(lﬁ + 2kg + 2k3 + 2ky)

kl = hf(tm Yn)

h k
ky = hf (tn+—,Yn+—1)

2 2

h ko

= —Y —_
ks hf(tn~|—2, n+2)

ks = hf(tn + h, Y, + ks)

onde, h é o passo do tempo e Y,, = Y (t,) e t,11 = t,+h, com h = 0,01.
O modelo de Lorenz foi codificado no software Matlab, que descreve o esquema de Runge-

Kutta para o modelo da seguinte forma:

x = funcarg;
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p = parameters;

f = feval(func, z, p);

cl = stepsize . * f;
T = funcarg + cl /2;
[ = feval(func, =, p);

c2 = stepsize . * f;
T = funcarg + c2 /2;
[ = feval(func, =, p);

c8 = stepsize . * f;
x = funcarg + c3;

¢/ = stepsize . * f;
funcarg = funcarg + (c1 + 2.%c2 + 2.%c3 + c4)./6;

test = funcarg;

O método de Runge-Kutta de ordem 4 resolve o sistema por recorréncia, dado um estado

inicial:
Zo 8
Yo=Y(0)=1] w | = 0
20 30

pode-se avaliar Y;, conhecido Y; pode-se calcular Y. Em geral, conhecido Y,, pode-se
calcular Y, ..

Dado que o problema ¢é nao linear, a integragao leva um tempo para se estabilizar, para re-
solver esta instabilidade inicial integramos a partir da condigao inicial Y, por 600 iteracoes,
o valor final substitui Y. Isto permite obter um background estavel que serd uma com-
ponente do processo de assimilacao.

Consideramos os seguintes parametros para a integragao do modelo: a=10, r=28, e b=8,

0s quais sao parametros caracteristicos do modelo de Lorenz.
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3.1.2 Perturbacao do Modelo

O modelo de Lorenz é perturbado na condic¢ao inicial e devido a nao linearidade a trajetoria
se afastara das trajetorias do modelo nao perturbado. Consideramos as trajetérias do
modelo nao perturbado como o estado real, e as trajetérias do modelo perturbado como
o background. As observagoes serao combinadas com o background para obter a andlise
pela assimilacao de dados.

Usamos a seguinte perturbacao da condicao inicial:

0,1
dYo =1 0,1
0,1
logo, o valor inicial perturbado é Y, o = Yy + dY;. O modelo perturbado é integrado por

1000 iteragoes, com assimilacao das observacoes cada 8 iteracoes.

A codifcacao do modelo de Lorenz descreve a perturbacao do modelo da seguinte forma:

r = x0;

xp =z + dx0;

for i = 1:numstep

for j = 1:bst

r = stepit(’L63eqs’,z,par,h2);
xp = stepit(’L63eqs’,xp,par,h2);
end

state(i,:) = x;

statep(i,:) = xp;

end

3.1.3 Assimilacao de Dados

Denominamos de Interpolagao Otima o método sequencial de interpolacao estatistica
pelo método dos minimos quadrados descrito no capitulo 2. Como agora estamos num

problema vetorial, as variancias dos erros sao substituidas por covariancias dos erros.
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Descrevemos a seguir cada termo do esquema de interpolagao étima:
Y, = Yy + W (Yops — HY;)

onde,

1. Y, é o vetor da analise

ii. Y s € o vetor das observacoes

iii. H é a matriz de interpolacao dos pontos espaciais do background para os pontos
onde existem observagoes. No caso geral o vetor background é de dimensao muito
maior que o vetor das observagoes, assim HY}, ¢ da mesma dimensao que Y,,s. Neste
modelo de Lorenz a dimensao espacial para cada variavel é um, logo H é a matriz

identidade de ordem tres.

iv. A variancia das observacoes é substituida pela covariancia das observacoes R. Assu-

mimos que R é da forma:
2 00

R=1020
00 2

v. A variancia do background é substituida pela covariancia do background B:
B=E((Y,—Y,) (Y, —Y))
Consideramos na integragao a seguinte matriz B:

0,5124 0,7191 —0,0067
B=| 0,7191 1,3460 0,0335
—0,0067 0,0335 1,1116

a qual é obtida dos resultados de varias integracoes.

vi. O peso 6timo é agora substituido pela matriz de pesos:
W = BH'(R+ HBH")™!

isto ¢, a matriz de pesos é o produto da covariancia dos erros do background pela

inversa da soma das covariancias dos erros do background e das observacoes.
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O cédigo do modelo de Lorenz que realiza a assimilagao de dados é descrito a seguir:

r = z0 + dx0;

for i = 1:numstep

for g = 1:bst

r = stepit(’L63eqs’,z,par,h2);
end

time(i) = i*bst*h2;
stateb(i,:) = x;

r = RUNIE(stateo(i,:),x,H,R,B);
statea(i,:) = z;

end
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Capitulo 4

Resultados

O software Matlab o qual codifica a solucao nimerica do modelo de Lorenz, facilita a
manipulagao de quantidades vetoriais e matriciais, além de fornecer graficos de alta qua-
lidade. Na figura 4.1 se apresenta a solugao exata em 3D, para as tres varidveis (X,Y,Z).

Esta figura lembra as asas de uma borboleta.

50 —
45
40
35
30
25|
20 -
15 -
10 -

5

0 -l
50

0] 20
10
-50 —20 -10 0

Solucao exata para as variaveis X, Y, .

Figura 4.1: Solucao exata do modelo de Lorenz
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Na figura 4.2 se apresenta a solucao exata do modelo de Lorenz para as variaveis X e

Y.

25 T T T T T T T

151

10

-5}

—10}

15}

_25 n n n n n n n
-20 —-15 -10 -5 (0] 5 10 15 20

Solugéo exata para as variaveis X e Y

Figura 4.2: Solucao exata para X e Y

No modelo de Lorenz consideramos a solugao exata como a integragao de controle ou
solucao nao perturbada. Na Figura 4.3 se apresenta a evolucao da solucao exata para a

variavel x.

20 T T T T

151 b

10 b

variavel X
(]
i

—10H

—20 n n n L
(0] 200 400 600 800 1000
Solugéo exata

Figura 4.3: Solucao exata para X
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Na figura 4.4 se apresenta a evolucao da solucao exata no tempo para a variavel x.

20 T T T T T T

151 b

10 T

Solugéo exata (X)
o

—10H

—-15n i

—20 L L L L L L L
o] 10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo (t)

Figura 4.4: Solugao exata no tempo(t)para X

Na Figura 4.5 se apresenta a evolucao da solugao exata (linha azul) e a solugao per-
turbada (tracejado vermelho) para a variavel x. Esta Figura mostra os efeitos da nao
linearidade do modelo, as condicoes iniciais de ambas as integracoes diferem em 0,1 e sao

indistinguiveis no grafico. Com o transcorrer do tempo as trajetorias se afastam até ter

trajetorias diferentes.

20

variavel X

20 40 60 80 100
Solugéo exata e perturbada

Figura 4.5: Solucao exata e perturbada para X

NA figura 4.6 se apresentam as trajetérias da solugao exata (linha azul), solu¢ao pertur-
bada (linha vermelha) e solugao assimilada (tracado verde) para varidvel x. Observa-se
como a assimilacao de dados por interpolacao 6tima combina o background co as ob-

servacoes para produzir a analise, a solucao assimilada fica bem préxima da solugao
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exata. A solucao perturbada devido a nao linearidade se afasta da solucao exata, en-
quanto o processo de assimilagao, assimilando periodicamente as observagoes (a cada 8

iteragbes) conseguem manter a solugao 6tima préxima da solugao exata.

20

20 40 60 80 100

Figura 4.6: Solucao exata, perturbada e assimilada para X

Na Figura 4.7 se apresentam o erro da analise e o erro do modelo perturbado para a
componente x. Observa-se que o erro da anélise (linha azul) é muito menor que o erro do
modelo perturbado (linha vermelha), o método de assimilagao consegue aproximar corre-
tamente a solucao 6tima. O erro da analise é até 29 vezes menor que o erro do modelo

perturbado.

30 T

251

20

variavel x
B
(&)
:

10

Erro

Figura 4.7: Erro do modelo perturbado, e erro da andlise para X
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Na figura 4.8 se apresenta a evolucao da solugao exata para a variavel Y. Observa-se

que o grafico para a variavel Y também nos mostra a nao-linearidade do modelo.
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Figura 4.8: Solucao exata para Y

Na figura 4.9 se apresenta a evolugao da solugao exata para varidvel Y no tempo.
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Figura 4.9: Solucao exata no tempo para Y
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Na figura 4.10 se apresenta a solucao exata(linha azul) e solu¢ao perturbada(tracado
vermelho) para variavel Y. Vemos que para a varidvel Y as duas solugoes com o decorrer

do tempo também tomam trajetérias diferentes.

Figura 4.10: Solucao exata e perturbada para Y

Na figura 4.11 se apresenta a evolucao da solucao exata(linha azul), solugao perturbada
(tragado vermelho) e solugao assimilada (tragado verde) para varidvel Y. Observa-se que
para a variavel Y o processo de assimilacgao é eficaz, a solucao assimilada fica bem proxima
da solucao exata, enquanto que a solucao perturbada se afasta totalmente da solucao

exata.

Figura 4.11: Solucao exata, perturbada e assimilada para Y
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Na figura 4.12 se apresentam o erro da analise (linha azul) e o erro do modelo per-
turbado (tragado vermelho) para a componente Y. Note que para a varidavel Y o erro da

solucao assimilada é muito menor do que o erro da solugao perturbada.
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Figura 4.12: Erro da analise e erro do modelo perturbado para Y

Na figura 4.13 se apresenta a evolucao da solucao exata para variavel Z. Nesta figura

observamos também a nao-linearidade do modelo.
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Figura 4.13: Solucao exata para Z
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Na figura 4.14 se apresenta a evolucao da solucao exata no tempo para variavel Z.
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Figura 4.14: Solucao exata no tempo para Z

Na figura 4.15 se apresenta a solugao exata (linha azul)e a solu¢ao perturbada (tracado
vermelho)para variavel Z. Podemos observar que para a variavel Z as duas solugoes com

o decorrer do tempo tomam trajetorias completamente diferentes.
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Figura 4.15: Solugao exata e perturbada para Z

Na figura 4.16 se apresenta a solugao exata(linha azul), solugao perturbada(tracado ver-
melho)e solugao assimilada(tragado verde)para varidvel Z. Vemos que para a variavel Z o
processo de assimilagao também é bastante eficaz, a solucao assimilada fica bem proxima

da solugao exata, enquanto que a solucao perturbada se distancia da solucao exata.
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Figura 4.16: Solugao exata, perturbada e assimilada para Z

Na figura 4.17 se apresenta o erro da analise e o erro da solucao perturbada para com-
ponente Z. Esta figura mostra a grande diferenca do erro da solucao assimilada para o
erro da solugao perturbada, o erro da solugao perturbada chega a ser 29 vezes maior que

o erro da solucao assimilada.
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Figura 4.17: Erro da analise e erro da solucao perturbada para 7
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Consideracoes Finais

Os resultados tedricos mostram que para o problema das duas temperaturas o método es-
tatistico é equivalente ao método variacional. No primeiro método se minimiza o peso por
minimos quadrados, enquanto o método variacional minimiza uma funcao custo. Mos-
tramos também que o problema simples das duas temperaturas serve como paradigma
para o problema da analise objetiva do estado atmosférico, e identificamos e explicamos
as principais equacoes relacionadas ao processo de assimilagao.. Aplicamos os métodos de
assimilagao de dados em um modelo nao-linear, que foi o sistema de equagoes de fluxo nao
periédico de Lorenz, esse sistema é nao linear e por esse fato produz previsoes do tempo
pouco confidveis, para obter previsoes é feito sucessivas integracoes do modelo para esta-
bilizéd-lo, vimos entao como ¢é feito o processo de integracao do modelo no qual é usado
o Método de Runge-Kutta para fazer tal processo, inserimos uma pequena perturbacao
na condic¢ao inicial do modelo e entao integramos novamente o modelo para mostrar que
pelo fato do modelo ser cadtico uma pequena variagao no seu ponto inicial muda toda sua
trajetoria no decorrer das integragoes, conseguimos identificar a diferenca que ha entre a
evolucao da solugao exata e a evolucao da solucao perturbada através de um grafico feito
no Matlab, feita a perturbagao no modelo aplicamos a assimilacao de dados, onde mos-
tramos como ¢ feito a assimilacao para as equagoes de Lorenz, e visualizamos através de
outro grafico a eficacia da assimilacao de dados, como realmente consegue-se aproximar
muito bem a solucao com assimilacao a solucao exata, vimos que esta solucao contém
erros, mas que sao minimos em comparacao ao erro da solugao com perturbacao. Pode-
mos concluir entao que os métodos de aproximacgao sao muito eficazes, e a assimilacao de

dados é muito importante para determinar a previsao do estado atmosférico.
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