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Resumo

Neste Trabalho de Conclusdo de Curso, abordamos os espagos métricos demostrando suas pro-
priedades para métricas usuais, isto é, para as distancias da familia /¥ de Minkowski, vistas nas
mais diversas literaturas, quando 1 < p < co. Mostramos que em um espaco qualquer podemos
definir vérias métricas, porém métricas distintas produzem espagos métricos distintos, no caso
do espago R", com a familia /7, e ainda métricas nao usuais, como a métrica de Canberra, a
métrica do Delta de Kronecker, a métrica de Bray-Curtis e a métrica Divina. Apresenta-se mé-
todos que fazem uso de métricas, como os que utilizam consultas por similaridade, abordando
de forma clara os métodos de autenticagdes biométricos, afim de esclarecer dividas de como os
espacos métricos tem participado no desenvolvimento tecnoldgico, em especial na identificacao

de individuos.

Palavras-chave: Espacos Métricos, Métricas, Minkowski, Consultas por Similaridade, Biome-

tria.

vii



Abstract

In this monograph, we study the metric spaces, demonstrating its properties to usual metrics,
that is, for distances of the family ¢/ of Minkowski, seen in various literatures, where 1 <
p < oo. We show that in any space we can define several metrics, but distinct metrics produce
different metric spaces, in the case of the space R", with family /7, and also unusual metrics, as
the Canberra metric, the metric of the Kronecker delta, the Bray-Curtis metric and the Divine
metric. Methods that make use of metrics will be presented, such as those using similarity
queries, approaching in a clear way the methods of biometric authentication, in order to answer
questions of how the metric spaces has participated in technological development, particularly

in the identification of individuals.

Keywords: Metric Spaces, Metric, Minkowski, Similarity Queries, Biometrics.
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Introducao

Temos na matemdtica, tanto no cdlculo como na geometria, para citar dois exemplos, gran-
des utiliza¢des, mesmo quando estudamos de maneira elementar ou intuitiva, é fundamental a
nocao de “distancia entre dois pontos”. Assim parece 16gico quando se busca uma generalizacao
do Célculo, da Andlise ou da Geometria, visando resolver problemas mais amplos, porém em
termos de aplicagdes nos mais diversos estudos na utilizacdo da biometria, tenta-se buscar antes
ndo uma generalizacao do conceito de distancia, pois tais aplicacdes dependem do “espago” ao
qual foi imposta, isto €, em consultas por similaridade, as aplicacdes dependem do espaco que
se trabalha, um espago que garanta uma total obtencdo de caracteristicas dos dados armazena-
dos, a priori necessita-se de um entendimento amplo sobre a nocdo de distancia, métrica, no
qual espagos métricos.

Em termos de generalizagdo da nocdo de distancia, foi Cantor que por volta de 1870, quem
deu os primeiros passos significativos nesse sentido. Estudando por esta época representagdes
de fungdes reais por meio de séries trigonométricas, Cantor procurou entender a unicidade da
representacdo a funcdes dotadas de infinitos pontos singulares. Pouco depois da década de 1880,
alguns matematicos italianos fizeram uso das ideias de Cantor para o estudo de “espacos” ndo
convencionais, espacos em que ponto poderia ser uma curva ou uma fungio.

O passo seguinte e decisivo, foi dado por Fréchet em 1906 com sua tese de doutoramento.
Neste trabalho que marca o inicio do Célculo Funcional, Fréchet formulou uma generalizacao
dos conceitos de limite, derivada e continuidade para espacos de funcdes e, vislumbrando a
economia do trabalho e o grau de generalizagdo que poderiam advir de um estudo conjunto
dos mais diversos espacos, sugeriu uma definicdo geral e abstrata do conceito de distancia e
pesquisou vdrias maneiras de conseguir tal objetivo, sendo este o ponto de partida da teoria dos
espacos métricos. Este assunto foi posteriormente desenvolvido por Hausdorff (1914) e ganhou

sua contextura praticamente atual com Urysohn em 1924.



Com a alta necessidade de métodos de verificagdo da identifica¢do de individuos, a nogao de
distancia, logo no qual espacos métricos e a no¢do de métrica introduzidas por Fréchet em sua
tese de doutorado “Sur queques points du calcul fonctionnel”. A expressdo “espagos métricos”,
no entanto, ndo foi sua invencao, tendo sido cunhada por Hausdorff em 1914, tiveram sua grande
importancia neste campo tecnolégico em desenvolvimento.

O problema dos métodos tradicionais de identificacdo de pessoas € que sdo baseados em
senhas e assim podem ser esquecidas, roubadas, perdidas, copiadas, armazenadas de maneira
insegura e até utilizadas por uma pessoa que nao tenha autorizag¢do. Os sistemas biométricos au-
tomaticos surgiram para oferecer uma alternativa para o reconhecimento de pessoas com maior
seguranca e eficiencia. Uma das técnicas biométricas mais utilizada é o reconhecimento de
impressoes digitais. Com o aumento do uso de impressdes digitais nestes sistemas, houve o sur-
gimento de grandes bancos de dados de impressoes digitais, tornando-se um desafio encontrar
a melhor e mais rdpida maneira de recuperar informagdes. Estes sistemas devem ser capazes
de responder a consultas por similaridade, isto €, questdes do tipo “quais sdo as 10 imagens
mais semelhantes (proximas) de uma dada imagem?” ou “quais sdo as imagens que diferem
de até 5 unidades de uma imagem padrdo?”. Vale notar que tanto as imagens quanto a fungao
de distancia (dissimilaridade) definida sao usualmente dependentes do dominio dos dados e do
interesse do que se considera “semelhante”.

A similaridade entre imagens pode ser medida de varias formas. Caracteristicas como for-
mato, cor e textura podem ser extraidas de imagens em uma base de dados, e sdo informagdes
que podem ser utilizadas em célculos de distancias.

Ao efetuar uma consulta por similaridade em um banco de imagens, o sistema retorna ao
conjunto de imagens que respondem a solicitaciao efetuada. A consulta € realizada através de
estrutura de indices que suporta o armazenamento das imagens. Dessa forma, o conjunto de
caracteristicas extraidas das imagens e a funcdo de distancia utilizada t€ém papel preponderante
nessa operacao de consulta.

Uma pergunta que surge quando se fala em consultas por similaridade em imagens €, na
avaliacdo dos resultados, se eles correspondem aos esperados pelo usudrio. Isto é, como saber,
por exemplo, ao solicitar as 5 imagens mais semelhantes a uma dada imagem, se a proximidade
ou similaridade retornada pelo sistema realmente mapeia o que é desejado pelo usuario? Ou,

mais precisamente, como implementar e avaliar a semantica esperada pelo usuario?
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Atualmente sdo utilizados, de forma generalizadas, os modelos ¢P (descritos no capitulo
3) como fung¢des de distancias entre vetores de caracteristicas extraidas das imagens. Porém,
tais fungdes ndo conseguem representar diretamente o sentimento que o analista humano tem
ao comparar duas imagens. Essas fun¢des sdo gerais e ndo captam aspectos particulares das
imagens em questdo. Assim, os resultados de comparagdes entre imagens deverdo ser mais
apropriado e efetivos, se for feito uso de funcdes ajustadas as caracteristicas mais especificas do
dominio de aplicacdo, no caso, as imagens nas autenticagdes biométricas.

Com o passar do tempo a utilizacdo de imagens biométricas em varios campos de estudo,
tiveram sim algumas divergéncias em relagdo a aceitagdo do uso de tais consultas por similari-
dade, como por exemplo em diagndsticos médicos, sendo este um dos problemas mais conheci-
dos e discutidos sobre o diagndstico por imagens. Isto €, imagens patologicamente semelhantes
podem ter sido classificados de formas divergentes. O intuito desta pesquisa € o de esclareci-
mento sobre tal utilizac@o, o que de certa forma deixa-se bem claro que no exemplo dos diag-
nésticos médicos, esse tipo de abordagem ndo podera substituir o médico na andlise da imagem,
mas poderd apontar alternativas para o tratamento do paciente, onde no caso da utiliza¢do na
andlise de impressdes digitais, reconhecimento de face, entre outros, t€m-se com os estudos um
grande avango tecnoldgico nas dreas de atuacgdo.

Por mais de uma década, pesquisadores t€ém explorado a drea de andlise e recuperacdo de
imagens por conteido. Entretanto, a maioria dos trabalhos encontrados preocupam-se com
a proposta de novos extratores de caracteristicas e negligenciam o inter-relacionamento entre
as caracteristicas e as fungdes de distancia que os comparam, indicando o grau de similaridade
entre as imagens. Desse modo, fazem uso das mais conhecidas e amplamente utilizadas fungdes
de distancias, tais como a distancia Euclidiana e outros membros da familia /7, sem explorar
adequadamente se tais fungdes suportam a recuperagdo das imagens por contetido atendendo as
expectativas dos usudrios.

Existe uma grande diversidade de funcdes de distancias para a realizacdo de consultas por
similaridade.

O desenvolvimento de funcdes de distancias depende de quais serdo as caracteristicas da
imagem que serdo utilizadas, o que leva a elaboracdo e aperfeicoamento de desenvolvimento
paralelo entre os dois aspectos. Os Métodos de Acesso Métricos (MAMs) atuais utilizam basi-

camente as distancias (métricas) /7.
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O objetivo do presente trabalho é abordar de forma clara o conteddo Espagos Métricos, bem
como sua aplicagdo nas consultas por similaridade, visando a compreensao das propriedades de
espacos métricos, tal qual as suas devidas verificagdes, dando €nfase nas distancias da familia
(P, explorando ainda outras métricas nao usuais.

Ainda neste trabalho além deste capitulo introdutério, possui outros trés capitulos. No se-
gundo apresentamos as defini¢des de espagos métricos, métricas, produto interno, norma, norma
com produto interno. E para uso posterior apresenta também resultados que auxiliardo em
exemplos de métricas abordadas no capitulo subsequente. No terceiro capitulo abordamos as
propriedades de espacos métricos em diversas métricas conhecidas na literatura, destacando a
familia de distancia ¢*. Finalmente, no capitulo quatro apresentamos nog¢des relacionadas com
a aplicacdo dos espacos métricos no campo de estudos das consultas por similaridade, assim

como métodos que envolvem tais estudos na utilizacao das autenticagdes biométricas.
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Capitulo 2

Espacos Métricos

Neste capitulo iremos abordar temas importantes para a constru¢ao do trabalho, como a

defini¢Oes de espacos métricos, subespaco métrico € norma.

2.1 Definicao

Dado IM um conjunto néo vazio e sejad : M x M — R uma fungo. Indiquemos por d(x, y)
a imagem de um par (x,y) € M x MM, através da fungao d.

Se d satisfaz as seguintes propriedades:
(i) d(z,z) = 0;
(ii) d(z,y) > 0sex # y;
(iii) d(z,y) = d(y,x);
(iv) d(z,2) <d(x,y)+d(y, z), paratodo x, y, z € M,

entdo d € chamada uma métrica sobre M.
Os postulados (7) e (i7) dizem que d(z,y) > 0 e que d(z,y) = 0 se, e somente se, © = .
O produto (7i7) afirma que a distincia d(x,y) é uma fungdo simétrica das varidveis z, y. A
condi¢do (iv) chama-se desigualdade do tridngulo; ela tem origem no fato de que, no plano
euclidiano, o comprimento de um dos lados de um tridngulo ndo excede a soma dos outros dois.
Um espago métrico é um par (IM, d), onde IM é um conjunto e d é uma métrica em M.
Na maioria das vezes, salvo quando houver possibilidade de divida, diremos simplesmente “o

espaco métrico IM”, deixando subentendida qual a métrica d que estd sendo considerada.



Os elementos de um espaco métrico podem ser de natureza bastante arbitraria: nimeros,

pontos, vetores, matrizes, fungdes, conjuntos, etc. Mas nds os chamaremos sempre os pontos

de M.

2.2 Subespaco métrico - Métrica Induzida

Seja (M, d) um espaco métrico. Se S é um subconjunto ndo vazio de M. A restri¢do da
funcdo d a § x S define uma métrica d, em S, dita métrica induzida. O conjunto S, munido da
métrica induzida, é dito subespaco (métrico) do espaco métrico (M, d). Assim, todo subespago

de um espaco métrico pode ser considerado, de modo natural, como um espago métrico.

2.3 Produto Interno

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre R. Entende-se por produto interno sobre
V uma aplicagdo que transforma cada par ordenado (u, v) € V x V em um ndmero real, que
indicaremos por

(u, v) = UV + UgVg + - -+ + UpVy, (2.1)

obedecendo as seguintes condi¢des:

(@ (u+v, w) = (u, w)+ (v, w), Yu, v, we V;
(b) (au, v) = a{u, v), YVa € ReVu, v €V,

(© (u, vy = (v, u), Yu, veV;e

(d) (u, u) é um ndimero real maior que zero para todo vetor u # 0.

2.4 Norma

Uma norma de um espago vetorial I sobre R € uma fun¢@o que associa a cada v € E um

niimero real ndo negativo, indicado por ||u

€ chamado norma de u, de maneira que:
(m1) |jul|=0<=u=0

(02) |laul| = |af |jul|, Va e ReVu e

3) [lu+ o] < |lull +[lv]], Vu, ve E

17



2.4.1 Norma com Produto Interno

Seja V um espaco euclidiano com produto interno (u, v) — (u, v). Dado um vetor u € V

indica-se por ||u|| e chama-se norma induzida de u o nimero real positivo dado por

[lull = v/ (u, w). (2.2)

Verifica-se a seguinte proposicao.
Proposicao 2.4.1. Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

Se V € um espago Vetorial Euclidiano, entdo:

| (w, o) | < Jull [[ol], Yu, v e V. (2.3)

Demonstrag¢do. Se v = 0, entdo (u, v) = 0 e ||ul| ||v]| = 0. Logo, tem-se uma igualdade neste
caso. Suponhamos v # 0. Para todo o € R vale a desigualdade ||u + avl|[> > 0.
Dai,
0<|lut+av|]? = (u+av, u+av)
= (u, u) + (u, av) + (av, u) + (aw, av)
= |ul]* + a(u, v) + a (v, u) + o [|v]?

= |ll* &® +2u, v) o+ [Jul|*.

Obtemos assim um trindmio do segundo grau em « (pois ||v||? # 0) o qual € sempre posi-

tivo. Logo seu discriminante deve ser negativo ou nulo:
4 (u, v)* = 4|[o[[* Jul[* < 0.

Portanto:

|, o) | < Jul ] {]o]]

Segue o colordrio:

18



Corolario 2.4.1. Desigualdade Triangular:

Num Espaco Euclidiano vale a seguinte desigualdade:

[+l < lull + |[vf], Vu, ve V. (2.4)

Demonstragdo.

lu+v|| = (utv, u+v)
= (u, u) + (u, v) + (v, u) + (v, v)
= |Jull* + [[o]* + 2 (u, v)
<l {lol* + 2fful] []o]]

= (Il + [Jo])*.

Entdo ||u+v]|* < (||ul|+||v]|)?, para todo par de vetores u e v. Desta desigualdade decorre

a Equacdo 2.4. 0

2.5 Outros resultados importantes

Para uso posterior apresentaremos nesta secao resultados que auxiliardo com alguns exem-

plos de métricas em espacos diversos de fungdes. Vejamos o Lema a seguir.

Lema 2.5.1. Sejam A, B C R conjuntos limitados e ¢ € R. Sdo também limitados os conjuntos
A+ B ={x+y,x € Ay € B} ec.A = {cu;x € A}. Além disso, tem sup(A + B) =
sup A 4 sup B e sup(c.A) = c.sup A com ¢ > 0.

Demonstragdo. Pondo
a=supAeb=supB,Vre Aey € B

tem-se

logo
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Portanto, a + b € cota superior de A + B. Além disso, dado € > 0, existemz € Aey € B
tais que

a—€/2<zreb—¢€/2 <y,

onde

a+b—e<x+y.
Isto mostra que a + b é a maior cota superior de A + B, ou seja, que
sup(A + B) = sup A + sup B.

A igualdade
sup(c.A) = c.sup A

¢ obvia se ¢ = 0. Se ¢ > 0, dado qualquer x € A tem-se z < a, logo cx < ca. Portanto
ca € cota superior do conjunto c.A. Além disso, dado qualquer nimero d menor do que ca,
temos d/c < a. Como a é sup A, entdo d/c ndo é cota superior de A, logo 3z € A tal que
d/c <z < a,logo d < cz, pelo qual se d < ca, entdo d ndo é cota superior de cA, portanto ca

é o supremo de ca, ou seja, que sup(c.A) = c.sup A.

Assim segue o coroldrio;

Corolario 2.5.1. Sejam f,g : X — R funcgées limitadas. Para todo ¢ € R sdo limitadas as
fungoes

f+g cf : X—=R.

Tem-se além disso,

sup(f + g) <sup f +supge sup(cf) = c.sup f
quando ¢ > 0.

Demonstragdo. De fato, sejam

A= f(X), B=y¢(X), C=(f+9)X) ={f(z) +g(x);z € X}.

Evidentemente C' C A + B, logo
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Além disso,

quando ¢ > 0.

sup(f + g)

sup(cf)

sup C'
sup(A + B)
sup A + sup B

sup f + sup g.

sup{cf;z € X}

sup(cA)

c.sup A,
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Capitulo 3

Meétricas

Do capitulo 2, temos que a fungcdo d : MxIM — R € uma métrica se verifica as propriedades

paraz, y, z € M.

G) d(z,z) = 0;

(i) d(z,y) > 0sex # y;

(iii) d(z,y) = d(y, v);

(iv) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2)

Sobre um mesmo conjunto IM podem-se definir vérias funcdes f : IM x IM — R que sejam
métricas, entretanto deve-se ter cuidado de verificar se a fungdo f satisfaz as propriedades i) a
iv).

Por exemplo, se M = R, a fun¢do f : R x R — R definida por f(z,y) = (z — y)? verifica

as trés primeiras propriedades;
() f(z, 2)=(x—2)*=0

(i) f(z, y) = (v —y)?>0,sex #y

(i) f(z, y)=(z-y)’=(y—2)°=fly, )

entretanto, se x = 2, z = 5 e y = 3 temos:



logo,
flz, )+ fly,2) =1+4=5<9= f(z,2)
e a propriedade 7v) nfo se verifica, portanto f(z,y) = (z — y)? ndo define uma métrica sobre
R.
A seguir indicamos funcdes que definem métricas, algumas delas sdo habituais nos livros
didéticos de Topologia e Espagos Métricos, enquanto outras ndo sdo muito conhecidas, como a

métrica de Canberra, a métrica do Delta de Kronecker e a métrica Divina.

3.1 Meétrica discreta
Seja IM um conjunto qualquer ndo vazio, temos a fun¢ao d : IM x M — R definida da forma:

d(z,y) = {0’ TV yr yeM G.1)
1,sex#y

Proposicao 3.1.1. A funcdo d em 3.1 define uma métrica sobre M, denominada Métrica Dis-

creta.

Demonstracdo. Vamos verificar as propriedades que definem um espago métrico para este

exemplo:
(i) Por defini¢do, d(z,z) = 0 para qualquer = € M.
(ii) Também por definigdo, d(x,y) = 1 > 0 sempre que x # y
(iii) d(z,y) =d(y,x)umavezquer =y y=xex #y <y # .
(iv) Sejam z, y e z elementos quaisquer em M. Temos;

(a) Sex =yex # zentdo d(x,y) = 0 e portanto

d(z,y) <d(z,z)+d(z,y), Vz,y, z€ M.
(b) Sex#£yey==z,entdoxr # ze
dz,y) =1, d(y,2) =0, d(z,z) = 1.

Portanto,

d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) (1< 1+0)
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(¢) Sex # yey # z, entdo
dz,y) =1, d(y,z) =1, d(x,z) = 1.

Logo,
d(x,y) < d(x,2) + d(z,y) (1< 1+1)

Portanto d é uma métrica.

O
3.2 Meétrica Usual da Reta
Considere o conjunto dos nimeros reais R e a fun¢do
d: RxR-—=R
(z,y) = d(z,y) = |z —yl. (3.2)
Verificaremos a seguir as propriedades de espagos métricos para a funcdo 3.2.
() d(z,z)=|r—2z|=0
(ii) Se x # yentdo x — y # 0 e portanto, |z — y| > 0, isto é, d(z,y) > 0.
(i) d(z,y) =z —yl=[(=1)-(y—=z)| = |=1]-ly -2l =1 |y — 2| = d(y,z)
(iv) Sejam z, y, z nimeros reais quaisquer. Sabemos da equacdo 2.4 que
[z —yl <o —y[+y -2
Logo, d é uma métrica, isto é, (R, d) é um Espaco Métrico.
3.3 Espaco Euclidiano R"
Os pontos de R™ sdo as listas x = (1,29, -, x,), onde cada uma das n coordenadas x; é

um numero real, no qual as operacdes sdo definidas das seguintes maneiras;
Sejam,

.I':<£U1,$27"‘ axn)ey: (y1>y2a"' 7yn) e R"
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temos,

T+y=(T1+y,T2+ Y2, T+ Yn) (3.3)
ar = (axy, axe, -+ ,axy,), Va e R. (3.4)
Em R", define-se familia de distancias Minkowski (¢?) da seguinte forma:

> Jzi—wilh.p>1,peR. (3.5)

=1

Em particular, se p = 1, p = 2 temos:

Mayy) = Jev =yl + -+ o —yal = Y o — il (3.6)
=1

Cla,y) = V(wi—y)2+ -+ (@ —ya)? = (3.7)

A métrica ¢! é denominada Métrica de Manhattan, enquanto ¢? ¢ denominada Métrica Eu-
clidiana.

Definimos a métrica />° como:
(x,y) = max {|z; — 21|, -+, |2y — Tu|} = max |x; — y4|. (3.8)
1<i<n
A métrica (> é denominada Métrica de Chebyshev.

Definicao 3.3.1. Seja (M, d) um espaco métrico. Definimos a Bola fechada com centro em

a € xeraior >0, r € R, ao conjunto
B(a,r) ={r € M |d(z, a) <1}. (3.9)
Vejamos em R? qual é a representagio da Bola unitdria B(0, 1) nas métricas (', (2 e (>,

a) B(0, 1) C R? na métrica (',

Se z € B(a, r), entdo se z = (11, 25) € 0 = (0,0) temos:

(*(x,0)

IN
<

A
<

|.1'1 —Ol + ‘xz —0|

|z1] +[zo] <1

Temos os seguintes casos,
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i) z1>0exy>0

IA
—

T+ o

T < 1—m

i) 11 >0exy <0

1 — T S 1

T2 > 1'1—1

iil) 21 <0exzy >0

—x1+x2 < 1

T < x1+1

iv) 11 <0exy <0

IN

—T1 — T 1

v

T2 —T1 — 1

O gréfico de ©), i), iii) e iv) é o losango apresentado na Figura 3.1.

Figura 3.1: ' - Representagio geométrica
b) B(0, 1) C R? na métrica (*:
Se z € B(0, 1), entdo ¢*(z,0) < 1. Isto é,

?((x1,29), (0,0))
V(=024 (22— 0)2 < 1,

IN
—_
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elevando ao quadrado

a5 <1

Temos o circulo de centro na origem e raio 1, (ver Figura 3.2).

Figura 3.2: /% - Representacio geométrica
¢) B(0, 1) C R? na métrica £>°:
Se z € B(0, 1), entdo (=(x, 0) < 1, ou
Eoo((x17x2)7 (070)) <L
Logo,
0°°(x, 0) = max {|z; — 0|, |x2 — 0|} = max {|z1], |z2|} < 1.
Temos os seguintes casos:

i) max {|z1], |z2|} = |71] < 1,logo —1 < 2y < 1.
Sez; =1,entdo —1 < 2o < 1.
Sex; = —1,entdo —1 < 29 < 1.

i) max {|z1], |z2|} = |22 < 1,logo —1 < x9 < 1.
Se x9 = 1,entdo —1 < x; < 1.

Sexzyg = —1,entdo —1 < zx; < 1.

Logo, o grifico de ¢) e i) é um quadrado (ver Figura 3.3).
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x2:-1

Figura 3.3: /*° - Representacdo geométrica

AT e NN\

X// N\, \ AN

\// 4 \\\ ./
(a) (b) (c) (d)

Figura 3.4: (%, (%, (> - Representacdo geométrica

Na Figura 3.4 sdo apresentadas representagdes simultaneas do grafico de B(0, 1) nas mé-
tricas ¢, (% e (*°.

A Seguir demonstraremos que ¢, (? e (> sdo métricas.

3.3.1 /!, Distancia de Manhattan

Possui este nome em alusao as ruas da ilha de Manhattan, que sao em sua maioria quadri-
culadas. O problema questionado envolve qual o percurso a ser realizado por um carro (no caso
citado pela primeira vez por Hermann Minkowski no século XIX [4-5]) entre dois pontos da
cidade. Como o carro deve somente andar no asfalto das ruas, o problema € solucionado como

se apresenta na Figura 3.5.

28



A

Figura 3.5: Distancia de Manhattan [20)]

Pela Figura 3.5 percebe-se que tanto distancia de A para B em preto como a em verde
sdo iguais, pois elas sobem 8 quadras e vao a direita 6 quadras, totalizando um percurso de 14
quadras.

Temos pela Equacdo 3.6,
£1<I,y) = |$1 - yl‘ Tt |xn - yn’7
Propriedade 3.3.1. /! é uma métrica em R™

Demonstracdo. Se x = (1, g, ...,x,) €y = (Y1, Y2, ..., Yn) temos:

(i) sex =y.

Assim, considere x; = y;, Vi=1,---,m. Isto é,

é(l‘,y): |$1—:L‘1|—|—"'—{—|£L'n—9jn,
temos que,
ry— x| =0, |z, —x,] = 0.
Portanto,
Mz,y) =04 ---+0=0.

(ii) Se z # y.

Como x # y, isto &,

($17"' 7xn)7é<y17"' 7yn)
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assim, existe um j € {1,--- ,m}, tal que z; # y;, logo |x; — y;| # 0, ou |z; — y;| > 0.

Logo da Equagdo 3.6 temos,

May) =D vl = | Y lw—wil |+l —yl #£0
i=1 i=1

b
Portanto,

Mayy) =Yl —uil > 0.
=1

(iii) Verifiquemos que ¢*(z,y) = (*(y, z).

Vejamos,
Z|$i—yi|:|x1—y1|+...+|wm_ym|’
i=1
temos,
2 — i = |y — @], Vi=1,--- ,m.
logo,

n

Z |z — gl = Z lyi — xil.
=1

i=1

Portanto, ¢ (z,y) = (*(y, x).

(iv) Verifiquemos que /*(z,y) < *(z,y) + (y, 2) .
De fato, sabemos da desigualdade 2.4 que:
[+ yl < [ + [yl,
temos:
[z1— 21|+ |om = 2| Sz =yl T =y e — 21+ Y — 2] (3.10)

Pois,

|y — 21| = |21 — 1+ — 21] <z — | + |y — 21,

|zg — 23] = |22 — Yo + Y2 — 22| < T2 — Ya| + |y2 — 22/,
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|Tn = 2n| = |Tn = Yn + Yn — 2| < |T0 — Yn| + |Yn — 20l

Somando as devidas parcelas obtemos 3.10.

Portanto,

Ow,2) < C(z,y) + C(y, 2).

3.3.2 /2, Distancia Euclidiana

Esta distancia é a mais comumente utilizada para cdlculo de distancia entre dois pontos em
uma dimensdo n, que pode ser provada pela aplicacdo repetida do teorema de Pitdgoras. A sua

representacdo bidimensional € apresentada na Figura 3.6.

A

Figura 3.6: Distancia Euclidiana [20]

Neste caso, a distincia entre A e B (considerando a analogia do Teorema de Pitdgoras) ¢

igual a:

(z,y) = V8 + 62 = V100 = 10.
A distancia Euclidiana € dada pela equacdo 3.7.
Propriedade 3.3.2. /2 é uma métrica em R™.
Demonstracdo. De fato.
(i) Sex =y.

Isto €, para x = y, temos que a distancia 3.7 fica da seguinte forma;




Sabemos que

ou seja,

Assim,

Portanto,

(ii) se z #£y.
Considere x # y, isto é,

(xla'r%' T 7:En) 7£ (y17y27' T 7yn)7 (311)

ou seja, existe um j € {1,--- ,n}, tal que z; # y;, e portanto |x; — y;|* # 0.

Logo,

(iii) Verifiquemos que (*(z,y) = (*(y, z).

Temos,

Sabemos que

ou seja,



Portanto,

n n

C(z,y) = Z (2 —y;)? = Z (yi — @:)*.

i=1 =1

Logo,
Cla,y) = £(y, x).

(iv) Verifiquemos que ¢?(z, z) < (*(x,y) + *(y, 2).

Devemos provar que vale a desigualdade 2.4 para esta distancia, isto é

n n n

Clay 2) = | D (@—z)2 <\ | D (@—w)+ | D (5= 2)2 (3.12)

=1 =1 =1

Sabemos,

n

Z (x; — Zi)2 = (x; — 21)2 +o (T, — Zn>2,

i=1
temos que,

Clry) = V(wr— 212+ + (@0 + 20)°

< V0w —p)? 4+ @t )2+ V(0 —2)2 o+ (Y — )2

De fato, pelo Coroldrio 2.4.1 e usando as defini¢des 2.3 e 2.4.1 no R", temos:

n

(a,b) = Z a;b;

=1

lara)ll = \Jai+-+a2.

Neste sentido,
d(x, z) = [[x — 2|
d(z,y) = ||z =yl
d(y, z) = |ly — =[]
temos,

|z =zl =lle —y+y =zl <l =yl +[ly = =]l
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Vejamos,

(z—y)+(y—2),(x—y)+(y—2)
(z =), (x—y) +((z—y),(y—2))
+ ((y—2),(x—y) +{y—2), (y — 2))

|z =yl +1ly = 2l + 2. ((z —y), (y = 2))

@ —y)+ (y— 2|

pala desigualdade 2.3 temos:

@ =)+ @ =2 < lle—yll+ly =zl + 2[lz =yl ly — 2]

= (llz =yl +Ily = =I)*

Entao
(=) + (v — 2 < (lz—yll + lly — 2)%.

Assim, decorre
@z —y)+ @y =2 <l =yl +ly -2V, yeR"

Portanto,

Cla,z) < C(z,y) + C(y, 2)

3.3.3 (>, Distancia de Chebyshev

Também conhecida como métrica maxima ou distancia do tabuleiro de xadrez, € um calculo

de distancia no qual considera o médximo valor da distdncia de uma dimensao. Por considerar

o maior valor, ele suporta conjunto de dados multidimensionais, e por isso € conhecida como

distancia /*°. Vejamos a Figura 3.7.
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eB

Ae
Figura 3.7: Distancia de Chebyshev [20]

Tomando como exemplo a figura 3.6, a distancia é:
0°(z, y) = max{8,6} = 8,

sua representacdo equivale a linha verde da Figura 3.7.

No espaco euclidiano a distancia de Chebyshev € dada pela Equacdo 3.8:
Propriedade 3.3.3. A distancia de Chebyshev é uma métrica em R".

Demonstragdo. (i) se z = y.
Devemos mostrar que,

>°(x, x) = max [r; — x;| = 0.

1<i<n
Temos que:
|2 — 2| = 2.1 = )] = |2:.(0)| = [0}, Vi=1,--- ,n.
isto é,
ry— 21| = 0;--- 5 |w, — 2] = 0.
Assim,
d(z, ) = ggggsz — ]

= max{|z; —x1|, -, |Tn — 4|}

= max{[0],---,]0[}

= 0.
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Portanto,

(>°(z, x) = max {|x; — x;|} = 0.

1<i<n

(ii) sex #y

De fato, sabemos que z; # y;, isto &, (x1, -+ ,x,) # (Y1, ,Yn). Logo, existe um
jeA{l,---,n}, talque x; # y;, com z; — y; # 0, assim |z; — y;| > 0.

Logo,

2z, y) = max|oi —yi
= max{|z; —x1|, -, |xn — Tu|}

assim,

goo('ra y) :maX{ﬂxl _J;1’7 L= 1727"' y 1, Z#]}Uﬂxj _yJ’}} 7é 07

Portanto, (*°(x, y) > 0.

(iii) Como |z; — y;| = |y; — x4, Vi = 1,2, ..., n, temos:

(2, y) = max {|z; — yi|} = max {|y; — x|} = (7 (y, )

1<i<n 1<i<n

Portanto,

> (z,y) = >(y, ).

(iv) Verifiquemos que (>°(z, 2) < £>°(z, y) + (*°(y, 2).

Devemos provar que

d(z, y) = max |z; - zi| < Pﬁl&}ﬂ% —yi| + 2%};\3;, -z (3.13)
sabemos que,
lz; — 2| < |y —wyil +|ys —2z|Vi=1,--  n.

Assim verifica-se a desigualdade 3.13, pois |z; — z;| é limitado por

1<i<n
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Portanto,

goo(l,’ Z) = max |r; — Zi| S d(ZL‘, y) +d(y7 Z)

1<i<n

O

Para provar que em geral /P > 1, é uma métrica em R", definamos primeiro o conceito
)

de fungdo convexa.
Definicao 3.3.2. A fungdo f : R — R é dita convexa se
ftr+ (1 =t)y) <tf(x) + (1 =1)[f(y), o,y € R,0< T <1
O seguinte teorema caracteriza uma funcado convexa.
Teorema 3.3.1. Seja f € C*(R). f é convexa se e somente se, f"(x) >0, Vo € R.

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em [13] na p. 287, Teorema 11.

Por exemplo, a fun¢do exponencial f(z) = exp(x) é convexa, pois f”(z) = exp(z) > 0.

Teorema 3.3.2. (Desigualdade de Young) Sejam a, b > 0 e p, q > 1 tal que

1 1
=1
p q
entdo,
al b
ab < — + —.
p q

Demonstragdo. Se a = b = 0, a desigualdade se verifica.

Se a, b > 0, temos:

ab = exp(In(ab)) = exp(lna + Inb) = exp (% In(a?) + % ln(bq)>

como a fun¢do exponencial € convexa, temos:
1 1
ab < — exp(lna?) + — exp(Ind?),
p q

logo
a? b
ab < — + —.
p q
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Teorema 3.3.3. Sejam x = (1, ,x,) ey = (Y1, - , Yn) elementos de R"™. Logo,

> lwiwl < (ZI&IP) (Z\yilq> , (3.14)
=1 =1 i=1

1,1 _
0nde,p,q>1e1—3~|—a—1.

B =

Demonstragdo. Sejam A = (31, |xz|p)% eB= (3", |yz|q)% Da desigualdade de Young,

temos
Ry . ) AN\ P 1\ ¢4
el (Il () L1 (Y, 1 (lud
AB — A B) p \A g \ B
somando
1 < P ~ o &
EZW?M > m2|$z| +@Z|yz|
i=1 i=1 i=1
1 1
< — AP+ — B¢
T pAP * qB?
1 1
g — —
P q
< 1
Portanto,
i=1
ou
1 1
n n P n q
Z i -yl < <Z |$i|p> (Z |yi|q> :
i=1 i=1 i=1
]
Proposiciao 3.3.1. Sex = (x1, -+ ,x,) ey = (y1,- -+ , Yn) sdo elementos de R", entdo:
1 1 1
n P n P n P
(et mir) < (har) () 619
i=1 i=1 i=1
Demonstragdo.
oGl + 1w = > (] + lwl) (il + g )P
i=1 i=1

— S sl (sl + lga)P ™+ 3 Lyl Gl + P
i=1 i=1
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aplicando a desigualdade do Teorema 3.3.3,compe q = ﬁ,

2 (el 1l < Z'ﬂ““’) (Zuxi|+|yi|><p‘””’“> |
+ Z!W)( > sl + lyah) 05 )
Z’W’> (Z \xz|+|yz))

+ Z !W) :

B =

3 =

IN

3

Z|x@|+|yl>) p

=1

fatorando temos

>zl + luilP < (le‘il”) +<Z|yilp>p <Z(|mi|+|yz-l)”)

=1 =1 =1

Q=
hSA

Simplificando,

n 1-(1-3) n 1 " L
(Z(!xi\ + \yz-!)”) < (Z !%\”) + (Z\y#’)

i=1 i=1

(Z \xwyz) (erm’) (Dy)

Teorema 3.3.4. (P, p > 1 ¢é uma métrica em R".

Portanto,

S =

Demonstragdo. A prova das propriedades 7), i7), € iii) sdo similares a prova de (2.

Vajamos que se verifica a propriedade iv).

1

Pz, z) = Z |z; — Z#’)
= Z (2 —yi) + (i — Zz')|p>
> (=il + lwi —Zi’)p>

=1

S =

3 =

IA
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aplicando a Proposicao 3.3.1, temos
. 1 . 1
Pz, z) < (Z |z — yi’p) + <Z |y — Zi’p>
i=1 i=1
logo,
Pz, z) <Pz, y) + Py, 2).

Portanto /7 ¢ uma métrica em R"™ para qualquer p > 1.

O seguinte exemplo mostra a relagdo entre as métricas ¥ em R", com p > 1.

Considere x, y € R?, assim temos que = = (3, 2, 1), y = (1, 2, 3) € R3, logo; para (!,

Mo, y) = [3—1|+]2—2[+]|1— 3]
= 2]+ 0] +] -2
para ¢,
Clz,y) = VB-1P+2-22+[1-3]
— Vit0+4
_
para (3,
Cla,y) = JPB-1P+[2-2P+1-3]
= V8+0+8
= /16
para (4,

M, y) = VIB—14+[2—21*+|1 -3
= V16+0+16
= V32
= 2v/2:
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para (P, com p extremamente grande, temos,

Pz, y) = {/13—1p+2—2P+ |1 -3

= /2P + o + ] - 2P
— Yot
= Vw2
= 2\”/5;

com isto percebe-se que quanto maior for p, mais nos aproximaremos de 2, isto €,

lim P(z, y) = lim /|3 —1P+]2 2P+ |1 -3

p—0o0 pP—o0

= lim {/|2]7 + (0] + | — 2],
pP—00

ou seja,

lim ?(z, y) = lim v2rt!

pP—00 pP—r0o0
— lim 2V/2
pP—00
— 9

Y

o que € de fato verdade, pois,

lim ¢/2 = lim 27 = 1,

p—o0 p—0o0

1
onde — tende a 0, e como 2" = 1, logo,

p
lim P(z, y) = lim 232
p—00 p—00
= 2 lim 2
pP—00
= 2x1
= 2.

Assim segue para (>,

= max{|2|,|0|,|—2|}

= 2.
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No exemplo verificou-se que:

A seguinte proposicdo mostra que 3.16 sempre é verificado para as métricas /¥ de Min-

kowski em R"™.

Proposicao 3.3.2. Sejam (1, (% e (°° as métricas jd definidas. Quaisquer que sejam x, y € R™,
tem-se:

0°(z, y) < Pz, y) <Mz, y) <n- L2z, y). (3.17)
Demonstragdo. De fato, note que,

[(x, y)* = (max |z; —y])? < (zi —:)* + - + (20 — yn)?,

1<i<n

1
elevando a 5 ambos os lados temos, (> (z, y) < (*(z, y);

(xl_y1)2+"'+(xn_yn)2§[|$1_y1‘+"'+’xn_yn”2

\/(xl_y1)2+"'+(wn_yn)2 < |x1_y1|+"'+|xn_yn|
assim temos, £2(z, y) < (Y(x, y).

Finalmente,

lzy — 1|+ + |z — yn| < max |z —yi| + -+ - + max |z, — yu| < n. max |x; — y,l.
1<i<m

O]

3.4 Espaco Vetorial Normado

Um espaco vetorial sobre R € um conjunto e sobre o qual estdo definidas duas leis de com-
posi¢do, uma interna

(u, v) — u + v (adi¢do) (3.18)

e uma externa, de R x E em E,
(v, u) — au (multiplica¢@o por escalares), (3.19)

para as quais se verificam as seguintes propriedades:
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M v+ (v+w)=(u+v)+w, Yu, v, we E

2)ut+v=v+u, Vu,velk

(3) Existe0 e Edemodoque 0 +u =u, Vu ek

(4) Paratodo u € E, existe (—u) € E de maneira que u + (—u) =0
ou seja, I € um grupo abeliano em relacdo a adi¢do e, ainda

(5) (af)u=a(fu), Va, e ReVueE

6) (a+pu=au+pu, Va, feReVueck

(7) a(lu+v)=au+av, Vae ReVu, vel

@®) lu=u, YVu e L.

Os elementos de um espaco vetorial sdo genericamente chamados de vetores. Ja defini-

mos sobre R" a adi¢do e a multiplicagdo por escalares (equagdes 3.3 e 3.4), assim obtemos

o exemplo mais importante de espago vetorial sobre R. Neste espago 0 = (0,---,0) é o
elemento neutro da adi¢@o e, dado x € R", temos que o simétrico de * = (xq1, -+ ,x,) é
—x = (—x1, -, —Tp).

Um espaco vetorial normado real € um espago vetorial sobre R dotado de uma norma. Se [

¢ um espaco normado, entdo d : I x I& — R, definida por
d(u, v) = |ju— || (3.20)
€ uma métrica sobre [ pois,

o d(u,v)=|lu—v||=0<=u—v=0<=u=v

e d(u,v) = ||u—v|| > 0, 0 que verifica-se, pois uma norma é sempre positiva para u # v.
o d(u,v) = |fu—ol|[ =[|(=D)(v =)l = | =1 [|]v = ul|] = [Jv — u|]| = d(v, u)
o d(u,v) =llu—v|[ = [lu—w+w—v|]| <|ju—wl+|lw -2 = du,w) + d(w,v)
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A métrica d assim obtida chama-se métrica induzida pela norma dada sobre .
Um exemplo importante de espaco vetorial normado € o R™ juntamente com a norma dada
por

r= (21, 1) — ||z]| = /22 4+ 22 (3.21)

De fato, podemos demonstrar que valem as propriedades de espaco normado para este con-
junto munido da norma ||x||. Para (n1) basta considerar a lista x = (xq,- -+ ,z,) = (0,---,0),

assim temos,

|zl =vV02+ - +02 =0+ +0=v0=0;

o que também facilmente verifica-se (n2), isto é, tomando um « € R, temos,

lazl] = V(aw1)? + - + (az,)?

= \/042:10%—1-'--—1—042@21
— et + -+ a3)

= |af\/2i+ -+ a2

= lal{l=l],
basta agora verificar (n3), para isto considere a lista y = (y1, -+ , y,) € R", assim,
lz+yll? = (e +y)* +- + (20 +y0)”

= (224 2my + D)+ -+ (22 4 200y + 12)
= (@14 +22) + Coyn + o+ 22yn) + (Y] + YD)
= |2 + 2.z, y) + Y]

< 2P+ 2.l yl| + [ly[]? (3.22)
= (l=[] + llyl])?

lz+yll < |l + |yl

sendo que 3.22 verifica-se pela desigualdade 2.3, o que também, como visto anteriormente

(Secao 3.3), R™ é um espaco métrico.
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3.5 Espaco Vetorial com Produto Interno

Se I é um espaco vetorial sobre R, um produto interno em I é uma aplicacdo que associa

acada (u, v) € E x E um nimero real, indicado (u, v) é chamado “u escalar v”, de modo que
pl (au, v) =a(u, v), VaeReVu, vekE

p2 (u, v) = (v, u), Vu, velE

p3 (uy + ug, v) = (ug, v) + (ug, v), Yy, ugv € E

p4 (u, u) > 0 sempre que u # 0.

Um espaco [E, dotado de um produto interno (u, v) — (u, v), chama-se espago vetorial
com produto interno.
O que também € um espago métrico, basta definir sua métrica como na Equagdo 3.20.
Se E é um espago vetorial com produto interno, entdo, dados «, (3, 7, & €
Rewu, v, uy, v; € E:
(au + Bv, yup + dv1) = (au, yuy + ovy) + (Bv, yus + dvy)
= a(u, yur +6v1) + B (v, yur + dvy)
= a(yup + vy, u) + B {(yus + dvy, v)
= ay(u, ur) +ad (u, v1) + By (v, ur) + 6 (v, vq) .
Num espago vetorial com produto interno define-se a norma de um vetor v € I£ como na
equacao 2.2.
A fungio assim obtida obviamente satisfaz (n1) e (n2). Quanto a (n3) sua demonstra¢do

depende da desigualdade 2.3 num espago com produto interno. Vejamos (n3).

Dado u, v € E, temos:
ludv|* = (u+wv, utwv)
= (u, u) +2(u, v) + (v, v)

[lull* + 2 (u, v) + ||l [*

VAN

[Jall® + 2] (u, v) [+ [|v][?

IN

[l * + 2lull oIl + [Jvl]*

(el + 1ol
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Onde, [[u + vl| < [Jul| + ||v]].
Assim acabamos de definir que todo espago vetorial com produto interno € um espaco veto-

rial normado (a reciproca deste fato ndo vale).

3.6 Espaco de Funcoes Reais Limitadas

Dado um conjunto X # () uma fun¢do f : X —— R se diz limitada se existir ¥ € R
de maneira que |f(z)| < k, para qualquer z € X. Indiquemos por 5(X,R) o conjunto das
fungdes limitadas de X em R. Para quaisquer f, g € S(X, R) e qualquer « € R, se definirmos

f+g, af el|f]| do seguinte modo:

(f+9)(z) = f(z)+g(z), VeeX
(af)(x) = af(z), VeeX

Al = sup{[f(2)] - z € X} (3.23)

Assim para que o conjunto (X, R) seja um espaco métrico, basta definir sua métrica da

seguinte forma:
d(f,g) = supf{[f(z) — g(z)|;x € X}. (3.24)

Notemos de inicio que a norma 3.23 estd bem definida visto que sup {|f(x)|; x € X} existe
pelo fato de que f € limitada. Além disso ||f|| € R, para qualquer f € S(X, R).

Vamos agora verificar as propriedades de espacos métricos para a distancia 3.24.
Propriedade 3.6.1. A distancia 3.24 ¢ uma métrica.

Demonstracdo. (i) Verifiquemos d(f, g) = 0 para [ = g.

Temos que,
d(f,9) = 0= sup{|f(z) — g(z)[;z € X} = 0.
Para
d(f,g) =0,
temos que
|f(x) — g(z)],
isto &,
f(x) —g(z) =0,



pois,

(ii) Verifiquemos d(f, g) > 0 para f # g.

De fato, temos que

d(f.g) >0,
isto €,
d(f,g) = sup{|f(z) — g(z)[;2 € X} > 0.
Pois para,
f@) # g(z),
temos que,

[f(x) = g(x)[ >0,

por definicao de médulo.

Temos:
d(f,9) = sup{|f(z) — g(z)[;z € X} > 0.

Portanto,
d(f,g) > Opara f # g

(iii) Verifiquemos d(f, g) = d(g, f).

Temos,
d(f,g9) = sup{|f(z) — g(x)[;x € X};

assim,

[f(z) —g(@)] = [f(z) —g(x)] [ 1]
= |(f(z) = g(x))(=1)]
= lg(z) = f(2)].
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logo,

d(f,g) = sup{|f(z)—g(r);r € X}
= sup{lg(x) — f(z);z € X}
= d(g, ).

Portanto;
d(f.g) = d(g, f)-
(iv) Verifiquemos d(f,g) < d(f,h) + d(h,g)
Considerem as fungdes, f, ge h € (X, R),

f(x) < h(z) < g(z),

vejamos a figura 3.8.

Figura 3.8: Ilustracdo
Logo,

[f(z) —g(x)] = |f(z)+h(x) - hz) - g(2)]
= |f(2) = h(z) + h(z) — g(z)]
< |f(@) = h(@)[ + [h(z) = g(z)]. (3.25)

onde 3.25 temos pelo Coroldrio 2.4.1.

Assim com o Corolario 2.5.1 temos:

d(f.g) = sup{|f(z) — h(x) + h(z) — g(z)|;2 € X}
< sup{|f(z) — h(z)[;z € X}
+ sup{|h(z) — g(z)|;z € X}
= d(f,9) +d(h,9).
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Portanto,

d(f,g) < d(f,h)+d(h,g).

Logo A(X, R) é um espago métrico. O

Podemos afirmar que esta métrica € induzida pela norma do espago em questdo para quais-

quer f, g € B(X,R).

Para isto vamos verificar que também € um espaco normado, vejamos.

Temos

para (nl),

Nfll=0<|f(2)|=0,VeeX <= f(z) =0,V eX < f=0.

Para (n2) e (n3) utilizaremos o Coroldrio 2.5.1. Vejamos (n2),

lafll = sup{|af(z)|;z € X}

= sup{le| |f(z)];z € X}
= sup(|e] [f])

= laf sup|f]

= |af sup{[f(2)[;z € X}
= lal[I11I

Agora para (n3), considere f, g € f(X, R), entdo, para qualquer x € X:

Assim,

I1f + gl

sup{|f(z) + g(z)|;z € X}

sup{|f(z)[ + |g(z)]; = € X}

sup(|f| +19])

sup | f| + sup[g]|

sup{|f(z)[; = € X} + sup{[g(z)[;z € X}
A1+ Mgl

1+ gll < [If1] +[lgll
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Portanto, temos que 5(X, R) é um espago vetorial normado.
Afirma-se assim, que 5(X, R) é um espaco métrico, onde a métrica é induzida pela norma

do espago para quaisquer f, g € (X, R).

3.7 Espaco de funcoes continuas definidas num intervalo fe-
chado

Para um intervalo fechado [a, b] € R indiquemos por o([a, b]) o conjunto das func¢des
reais continuas definidas em [a, b]. Como no exemplo anterior vamos mostrar que o conjunto

o([a, b]) é um espaco métrico, para isto basta definir a sua métrica da seguinte forma:

b
it 9)= [ 15w - gla)lde. (3.26)
Propriedade 3.7.1. A distdncia d(f, g) define um espago métrico.

Demonstragdo. De fato:
(i) Verifiquemos que d(f,g) =0se f = g.

De fato, .
dugw=/|ﬂw—g@wmza

para isto considere, f = g, isto é,

entao,

Assim temos que:

b
d(f.g) = /|ﬂm—mwwx
b

:/de
ab
IO/d:L‘

= 0(b—a)

= 0.

Portanto, d(f,g) = 0 com f = g.
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(ii) Verifiquemos que d(f,g) > 0, se f # g.
Se f #gcom f, g € o([a, b)), entdo

{f(z) # g(z)| = € [a, O]}

sobre um conjunto A C [a, b] de intervalos.

Logo, |f(z) — g(x)| > 0 sobre A.

/ If(x |dx>/b0dx.

d(f, 9) >0, Vf, g € o([a, b))

Integrando,

Portanto,

(iii) Verifiquemos que que d(f, g) = d(g, f).

A(f, g) = / (@) - g(a)|de = / l9(z) — f(@)|dz = d(g, f).

(iv) Verifiquemos que d(f, g) < d(f, h) +d(h, g)
Como

[f(x) = g(@)] = |(f(z) = h(x)) + (h(z) - g(x))|
< [f(z) = h(2)| + [h(z) = g(2)],

temos, ao integrar:
[ 1@ = gtalide < [ 1f@) - hia)id+ [ o) - gla)ldo

d(f, g) < d(f, h) +d(h, g).

isto €,
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Com relagdo a adicao de func¢des e a multiplicagdo de funcdes por um escalar (nimero real),
definida naturalmente como no exemplo anterior, o[a, b] é um espaco vetorial sobre R. E a
funcao

b
e 1Al = / f(@)lda (3.27)

¢ uma norma sobre esse espaco uma vez que ||f|| € R, para qualquer f € o([a, b]), assim,
vamos demonstrar que o([a, b]) é um espago vetorial normado.

De fato. Vejamos (n1);

|fl|=0 <= |f(z)|=0, V€ |a, b] (pois |f(z)| define uma func¢do continua)
— f(x)=0,Vzé€a, b

— f=0,

isto é, verifica-se assim a primeira condi¢do para ser um espago normado, vamos agora verificar

(n2);

b
laf]| = / o f (2)|dz

b
= Jof / (@) |de
= Jol [IfI)

basta agora verificar a desigualdade, a condigdo (n3)

b
I +all = /r<f+g><x>rdx
b
- / f(2) + g(a)\de
b b
< [ i@z + [ gz
= 1A+ 1lg]
isto é,
1f +all < 11£1 +1lgll

Portanto oa, b] é um espago normado.
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3.8 Um subespaco de 5([a, b]; R)

Sabemos que o conjunto 5([a, b]; R) das fungdes f : [a, b] — R limitadas é um espago
vetorial normado €, portanto, um espago métrico.

Como porém o([a, b]) (conjunto das fungdes reais continuas definidas num intervalo fe-
chado [a, b]) € um subconjunto de ([a, b]; R) visto que toda fungdo continua g : [a, b] — R
¢ limitada, entdo o([a, b]) também é um subespago métrico em rela¢do a métrica definida como

na equacdo 3.24 com X = [a, b| para quaisquer f, g € o([a, b)), isto é,
d(f, g) = sup{|f(z) — g(z)];z € [a, O]}.

3.9 Delta de Kronecker

Tomemos o conjunto de pontos P = {zy,xs,...,2,}. Definamos sobre este conjunto a

funcdo d : P x P — R da seguinte forma:
d(l’ul’j) =1- 51']'7 (328)

onde ¢;; € o Delta de Kronecker, definido como 9;; = 0 se ¢ # j, 0;; = 1.

Propriedade 3.9.1. A distdncia d(z;, x;) é uma métrica.

Demonstracdo. (i) Verifiquemos que d(z,y) = 0se x = y.
Para: = j, temos

pois,

(ii) Verifiquemos que d(z,y) > 0se x # y.

Se i # j, temos
d(ﬂfi,ﬂfj) > 0,
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De fato, para ¢ # j, temos

assim

Logo,

d([Ei,I’j) =1>0.

(iii) Verifiquemos que d(z,y) = d(y, ).

Com 7 = j, temos que,
d(l’i, l‘j) = 0,

também que

d(l‘j, fL’z) = 0,

assim
d(l’i, .Tj) = d($j, .CEZ)
Com i # j, temos

d([[‘i, l’j) = 1.

também que

d($j, .771) =1

?

Portanto,

d(xi, 7)) = d(zj, ;).

(iv) Verifiquemos que d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).
Temos:

d(gji’ xj) < d(Ih JZZ) + d(xzv :Bj)'
De fato,

@ i=j
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@.l) i,j # 2
d((L’i,ZEj> = 1—51321—1:0
d(iﬁi,l'z) = 1—5”:1—0:1
d(xz,a:j) = 1_5z]:1_0:1

istoé, 0 <1-+1.

(a2) i, j==z
d(xi,xj) = 1—(51]:1—120
d(l’i,l'z) = 1_51,2:1_1:0
d(IZ,l'j) = 1—5ZJ =1—-1=0.

istoé, 0 <0+ 0.

(b) © # j e j = z assim também ¢ # z.

d(ﬂ?i,l’j) = 1_6”:1_0:1

d(l’z,{[‘j) = 1—52321—1:0
istoé, 1 <1+0.

© 1#], j#z i # =
d(ﬁi,ltj) = 1—52']':1—021
d(IZ,CL’j) = 1_623' =1-0=1.

istoé, 1 <1+ 1.

Portanto, verifica-se assim que IP é um Espaco Métrico. [

3.10 A Distancia de Canberra

Trata-se de outra métrica de calculo simples, no qual encontra a métrica pela diferenca da

dimensao pela soma das coordenadas. E muito interessante o seu uso quando os dados estdo
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proximos da origem, quando o conjunto possui diversas caracteristicas e € comumente utilizada

em taxonomia na drea bioldgica. Assim temos:

lz; — v
3.29
d(xy) meyz (529)

Propriedade 3.10.1. A distancia d(z, y) de Canberra é uma métrica.

Demonstracdo. Considerem x = (x1,- -+ ,z,) ey = (Y1, ,Yn), SCZUE qUE:
(i) Verifiquemos d(z,y) = 0se x = y.
De fato, temos que = = y, isto &,

(@1, @) = (Y1, Yn),
assim,
L1 =Y, " s Tn = Yn,
logo temos que,
21 —ya| = 0, [an —ynl = 0,
isto é,
|z, —y;| =0, Vi=1,---,n

Sabemos também que para x = y, temos:
21| + [y1] = k1 >0

|T2| + |y2| = k2 >0

assim segue que,

|Tn| + [yn| = kn >0,
assim a soma dos k; com ¢ = 1,--- ,n € positiva, isto €,
ki+ky+---+k,=kcomk e R.
Logo,

|xZ i 0
=—-=0. 3.30
Z ol ] k0 (3-30)
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(ii) Verifiquemos d(x,y) > 0se x # y.
De fato, como = # y temos,

(‘Tlv"' 7:1371) 7£ (ylv"' ayn)’

isto é, existeum j € {1,--- ,m} tal que z; # y;, com z; — y; # 0, tem-se |z;

também |z; — y;| > 0.

Logo,
|371 z - < ’xi_yi| ) |xj_yj‘
d(z, y) = + # 0,
Z |zi| + [yl Z |zi| + (il |25] + ly;]
Z;ﬁj
pois,
lz; — -0
|25 + [
Portanto,

Nz —wil
x
) Z il + uil

(iii) Verifiquemos d(z,y) = d(y, z).
De fato, temos que
s — il = |yi — x|, Vie {1,-- ,n}

e ainda que,

|z + |yl = |@i| + |wi], Vie{L,--- ,n}.

Logo, das igualdades 3.34 e 3.35, tem-se:

\xi—yil |y¢ |
= Vie{l,--  n},
il + lysl  Jyil + il

Portanto,
|xz z |yz - xz
Z || + yil Z il + ol
(iv) Verifiquemos d(z,y) < d(z,z) + d(y, 2).
Considerem z, y, z > 0;

@rz=y==z
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Nao hd muito o que fazer, pois realmente quando » = y = z, temos de imediato

d(z, y) =d(z, z) +d(z, y) (3.37)

pois pela equacao 3.30 temos,

b)) z<z<y

Temos,

Considere,

logo,

dai segue que:

[z, y, 2)

sabemos que,

(y —

d(z, y) =0, d(z, z) =0, d(z, y) = 0.

[z =yl _ lr—2 | ly—=

< . (3.38)
ERTEE T
e —z| Jy—=z Jz—y
Ly, 2) = _ , 3.39
f@y 2= 1 Ty Tal ey (3.39)
f(ZL‘, v, Z): (Z—.I‘) + (y—Z) _ (y—x)

(x4+2) Wtz (r+y)’

(z—2)y+2)+y—2)r+2) (y—2)

(x4 2)(y +2) (z+y)
_ Zy+z2—my—xz+ya:—|—yz—zw—22_ (y — z)
(z+2)(y + 2) (z+y)
2wtz (y — o)
(x+2)(y+2) (r+y)
22(y—z) (y—=z)
(z+2)(y+2) (z+y)

:(y—@(@+5a+zf_@iw) 2
- o ()
= @—x)Qx”+W—Wy—% )7

r+2)(y+2)(x+vy)

) >0, (x+2)>0, (y+2)>0e(zx+y) >0,
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basta agora verificar se 7z + zy — xy — 22 > 0, temos;
vz tzy—ay—c& = z(z—2z2)+y(z—1)
= —z2(z—x)+ylz—2x)
= (z—2)(y—2)>0;

pois, (z —x) >0e (y — 2) > 0.

Logo, f(x, y, z) > 0, analogamente temos,

f($i7 Yi, ZZ) >07 Vie {17 7”}-

Portanto, vale a somatoria

- . |z — 2 |?Ji — 2| \z; — il
Liy Yis ZZ - Z 07
;ﬂ ’ =2 (Iwzl + |2 Iyz-| + |2l

pary || + |yl
isto &,
- |7 — 2 lyi — il |z — yi ) |~’L“1 |?/z — 2|
+
; (\xi! +lal o wl + lzl T+ Tyl Z || + \zz Z yil + |2
Logo,
|'Z"L ’L |yl ’L |x7,
Z |$Z| + |Zz Z |yz| + |Zz Z |Iz| + |yz
Portanto,
|xz z |xz - Zz |yz - Zz
Z || + |yl Z |zi| + |2 Z lyi| + |zi|
() z<z<y

Z |

(3.40)

Nz —wil
x| + |yil

Queremos mostrar que vale a desigualdade 3.38, para isto considere a equacdo 3.39, temos:

(=2 =2 (z-y)
f(x, Y, Z)_<x+z>+<y+z) (a:+y)’

dai segue que

=2yttt -2tz (y—=z
fl y, 2) = (x4 2)(y + 2) (z+y)

ry+axz—yzr— 22 +ay+yzr—zz—2> (y—2x)

(z+2)(y +2) (z+y)

2zy — 222 (-2
(z+2)(y+2) (z+y)
(2zy —22%)(z +y) — (wy + 2z +yz + 2%)(y

— 1)

(z+2)(y+2)(z +y)
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da 3.41 temos que
(x+2)(y+ 2)(z+y) >0,
pois,
(x4+2)>0, (y+2)>0e(x+y) >0,
basta agora verificar que,
(2zy — 22°)(z +y) — (2y + 22 + yz + 2°)(y — ) > 0.
Considere,
N = 2zy — 223 (x +y) — (2y + 22 +yz + 25 (y — 2),
temos:
N = 22%y 4 2ay® — 222° — 2y2° — ay® — ayz — vz — y2t + 22y + 2?2 + ayz + 12
= 32%y +ay® — x2* — 3y2® — vz + 2Pz
= 3y(2® — )+ y*(r — 2) + xz(x — 2) > 0. (3.42)
A equacgdo 3.42 é verificada pois como x, y, z > 0, temos:
(2 —2%)>0e(xr—2) >0

como também,

3yexz > 0.

Dai, f(x, y, z) > 0.
Logo, por 3.40 temos:

- - |z — 2 i — il \z; — il
f(x’b Yi, ZZ) = ( + - Z 07
; 2 il + 1zl fwl + 1zl @] + luil

=1

segue que,

’131 — Z |yz —Z |.T1 v .
Z (i, Yir 2) Z\xH—]Zl Zlyzmzz Z!%H\yzl_’

=1

logo temos,
|~T1 z ’xz z |yz - Zz
Z i + |yl — Z || + |2 Z |yil + |2i]
Portanto,

d(z, y) <d(z, z) + d(y, 2).
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dr<y<z

Analogamente aos itens anteriores, temos:

f<x7y’z):(i Z+Z -

dai segue;
_ -yt + -yt (-2
flr w2 = @+ A+ 2) @)
_ zy+z2—xy—xz+xz+z2—ya:—yz_(y—x)
(z+2)(y + 2) (z +y)

(22— 2y)  (y—2)

(z+2)y+2) (v+vy)

@22 —2ay) (@ +y) — (ey+azt+yz+22)(y — )
- o+ 2y + )@ +y) B

da 3.43 temos;
(+2)(y+2)(x+y) >0,

pois,

(x+2)>0, (y+2)>0,e(x+y) >0,

basta agora verificar,
(2% = 22y)(z +y) — (2y + vz +yz + 2°)(y — ) > 0
Considere,
N = (222 — 2zy)(z +y) — (zy + 22 + yz + 2°)(y — ),
temos,

N = 222 4 2y2* — 22%y — 22y® — xy® — xyz — y°2 — y2t + 2%y + 2%z + xyz + x2°
= 3xz? 4y — 2Py — 3xy? — P + 222

= 3u(2® —y*) +yz(z —y) +2°(2 —y) (3.44)
A equacdo 3.44 € verificada, pois como z, y, z > 0, temos

(> —y*)>0e(z—y) >0
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como também,

3rxeyz > 0.

Dai, f(z, y, z) > 0, o que de fato por 3.40 temos
|~Tz z ’mz z |yz - zz
S S e T D e
Portanto,

d(z, y) <d(z, z) +d(y, 2).

3.11 A Distancia Bray-Curtis

A distancia Bray-Curtis é também chamada distancia Sorensen. Ela utiliza o método de
normalizacdo e é usualmente aplicada em botanica, ecologia e ci€éncias ambientais, onde os
valores das coordenadas sdo sempre ndao negativos.

Essa fun¢do de distincia analisa o espaco como uma grade, de maneira similar a distncia

entre blocos de cidades (¢!). Ela é definida como

Z?:1 |$z - yi|

7 , 3.45
S (] + l) (5.43)

d(z, y) =

ou de maneira equivalente

> i T — il
dz, y) = === = ) (3.46)
( ) Zizl |zi] + Zi:1 Y3

A funcdo de distancia Bray-Curtis possui a propriedade de que se todas coordenadas sdo
positivas, seu valor estd no intervalo de zero a um. Caso um par de coordenadas comparadas
possuem valor zero, defini-se o valor para a distancia.

A similaridade total acorre quando d(x, y) = 0, e a dissimilaridade total ocorre quando
d(z, y) =

A demonstrag¢do de que é uma métrica é similar a da distancia de Canberra, visto anterior-

mente.
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3.12 Meétrica Divina

Teorema 3.12.1. (Métrica Divina) A aplicacdo,
K:[0, 1[x][0, 1[— R
definida por

K(z, y) = min {|z —y[,1 — [z — y|}

é uma métrica sobre M = [0, 1].

Demonstragcdo. Segundo [19].

Temos de imediato as propriedades i) e i7). Vejamos.

0<zr <1 0<zr <1
= =>-—l<zrz—y<l=lz—y| <Ll
0<y<l1 1< —y<

Sendo assim mostramos que K(z, y) > 1.

Agora suponhamos,

Ja vimos que

’SE—y’<1’

isto €

l—|z—y|l>0.

Entdo se K(x, y) = 0, s6 pode ser porque |z — y| = 0, isto é, x = y.

Reciprocamente, se x = y, resulta,
K(z, y) = min{|z —y|,1 — |z — y|} = min{|0], 1 — |0|} = 0.

Vejamos agora se verifica (ii).

Temos

K(z, y) =min{|z —y|,1 — |z —y|} =min{|ly — 2|, 1 — |y — 2|} = K(y, 7).

Basta verificar (iv).
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Devemos provar que

Isto é,

Vamos separar o nosso problema em oito possibilidades, conforme a figura abaixo:

Temos:

K(z, y) < K(z, z) + K(z, y).

+ min{[z —y|,1 -]z -y}

min {Jz —y,1 — [z —y[} < min{le -z, 1— o -2}

k(z,y) k(z,z) k(z.y)
|z—y| |z —z| |z—y| (P1)
1-|z—y| | |[z—2| |z—y| (P2)
|z—y| 1—|xz—2z] |z—y| (P3)
1-jz—y| § 1-|z—2] | [z—Y (P4)
lz—y| |z—2| 1-|z—y| J(P5)
1-|z—y| | |z—2| 1-|z—y| [(P6)
|z—y| 1-|z—z| | 1-|z—y| J(PT)
1-|z—y| | 1-|z—2| | 1-|z—y| J(P8)
Figura 3.9: Possibilidades
lz—y|<1-|z—y| & |z—y|< 5
1-|z—y|<|lz—y| & lz—y| > 5
 ERRREEEEEEEEEEE :
|e—2|<1—|z—2| & |g—2| < %
1—|z—2|<|z—2| © |z—2| > %

lz—y|<1—|z—y| & |z—y| <L

1—|z—y|<|z—y| & |z—y| >

Figura 3.10: Resultante
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Entdo:

(P1) Neste caso a desigualdade 3.47 reduz-se a
[z —y| <o — 2]+ [z -y

a qual € trivialmente satisfeita por tratar-se da desigualdade triangular para nimeros reais.

(P2) Neste caso a desigualdade 3.47 reduz-se a
l—|z—y| <|z—2z2|+|z—2x|
Vamos mostrar a desigualdade equivalente
[z —yl+lz—zl+|z—y[=1 (3.48)

Observe que na possibilidade (P2) se verifica [z — y| > 1 ().
Inicialmente vamos mostrar que podemos ter
1
[z =2+ ]z -yl <5
2
De fato, se isto fosse possivel teremos (utilizando a disegualdade 2.4)
1
o=yl <o =2+ |z -yl < 5
contradizendo (*). Sendo assim s6 pode ser

1
=2l + |-yl <

0 que, juntamente com (), nos fornece a desigualdade 3.48.

(P3) Neste caso a desigualdade 3.47 reduz-se a
2=zl <1T—|o—z[+]|z -yl
Vamos mostrar a desigualdade equivalente
lz —z|+ |z —2|—|z—2| <1 (3.49)
Pois bem, pela desigualdade 2.4 podemos escrever
-z <fr—yl+ly—z[ oo -z -]z -yl < v -y
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somando |z — y| a ambos os membros desta dltima desigualdade, obtemos
[z =yl +le =z =z -yl <|r—yl+lz -yl |-yl +]r -2 [z —y[ < 2w -y[ < L

Na ultima desigualdade usamos o fato de que na possibilidade (P3) se verifica |z — y| < 3

(P4) Neste caso a desigualdade 3.47 reduz-se a
I—lz—yl<1—|o—z+]|z-y|
Esta desigualdade € equivalente a seguinte
v =z <z —yl+y - 2]

a qual € sempre verdadeira por tratar-se da desigualdade triangular para ndmeros reis.

(PS) Neste caso a desigualdade 3.47 reduz-se a
[z =yl <o —2l+1-]z—y|
Vamos mostrar a desigualdade equivalente
[z —yl+z—yl -]z -2 <1 (3.50)
Pois bem, pela desigualdade triangular podemos escrever
oyl <lz—altlr—yle= -yl - [z -z < o -y
somando Ix- yl a ambos os membros desta ultima desigualdade, obtemos
=yl +lz—yl—lr—2 <z —yl+le—yl =l —yl+ ]z -yl - o -2 < 20w —y[ < L.

Na dltima desigualdade usamos o fato de que na possibilidade (P5) se verifica |x — y| < %

(P6) Neste caso a desigualdade 3.47 reduz-se a
I—|z—yl<|z—zl+1-]|z -y
Esta desigualdade € equivalente a seguinte
|z =yl <[z =2+ [z -y

a qual € sempre verdadeira por tratar-se da desigualdade triangular para ndimeros reais.
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(P7) Neste caso a desigualdade 3.47 reduz-se a
e —y|<1l—|z—2z[+1—]z—yl

Vamos mostrar a desigualdade equivalente

[z —yl+ |z —zl+ ]z -yl <2 (3.51)
Na possibilidade (P7) se verifica:
() [z -yl <3
() |v—z2[ >3
(iii) [ —y| > 3.
Se dividirmos o intervalo [0, 1] a0 meio; por (i7) vemos que x e z ndo podem figurar na

mesma metade do intervalo. Por (iii) acontece 0 mesmo com respeito a z e y. Devemos ter a

seguinte configuracao:

9
9=

9«
—0

0
Figura 3.11: Configuragdo
A partir de 3.51 podemos escrever

[y, 2) = |e =yl + o —2[ + ]2 —y|.

Vamos mostrar que o maior valor que esta funcdo pode assumir ndo excede 2. Tendo em

conta a Figura 3.11 temos que,
[r—yl=2—y [v—zl=z2-2 |z—yl=2-y

Nao faz mal supor z a direita de y. Logo, f(x, vy, z) = 2(z — y), entdo,

{

Daqui inferimos que

y _
X

A A
—_ N

<—y<0=0<2z—y<1=0<2(z—y) <2 (3.52)

o= O
IA IN
DO | —

flx,y, z2) =z —y|l+]z—2[+]z -yl =2(2 —y) <2,
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donde concluimos que a desigualdade 3.51 serd sempre verdadeira.

(P8) Neste caso a desigualdade 3.47 reduz-se a
l—jz—y|<l—|z—z+1—]z—1y| (3.53)

Esta alternativa (possibilidade) sé pode ocorrer se simultaneamente,

1

. st

() |z m_2
1

. > 1
(i) |z —z| > 5
('ll) | | > 1
iii) |z — —.
=3

Vamos mostrar que, dados trés pontos x, y, € z arbitrarios, estas trés possibilidade jamais
ocorrem simultaneamente e, por conseguinte, a possibilidade 3.53 nao pode ocorrer (pode ser
ignorada, descartada).

Com efeito, dados trés pontos z, vy, e z arbitrdrios existem as seguintes possibilidades:

(@) z=y==z
b) z=y#=z
(©z=z2#y
dy=z#uz
(€) z #y# =

As possibilidades (a) e (b) contradizem (i), a possibilidade (d) contradiz (7ii). Portanto,
s6 nos resta considerar a possibilidade (e), em que os trés pontos sdo distintos. Ora, como é
impossivel situarmos (ou escolhermos) trés pontos distintos, no intervalo [0, 1[, satisfazendo

(1), (i) e (i7i) simultaneamente segue que 3.53 jamais ocorre.
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Capitulo 4

Pesquisas de interesse nos Espacos
Meétricos

4.1 Consideracoes Iniciais

Dados complexos, tais como imagens, videos, séries temporais € outros, trazem uma de-
manda inerente por recursos de recuperacao de dados que os Sistemas de Gerenciamento de
Bancos de Dados (SGBDs) tradicionalmente nao provém. Isto se deve, principalmente, ao fato
de que a maioria dos dominios de dados complexos ndo definem uma relagdo de ordem total
entre elementos. Assim, os operadores de comparagdo relacionais (“<”, “<”, “>" e “>") ndo
podem ser usados e os operadores “=""e “=£” s@o0 praticamente intteis. Para dados complexos é
mais natural realizar consultas por similaridade, definindo relacdes de similaridade entre pa-
res de elementos, que consideram as caracteristicas particulares de cada dominio de aplicagdo.
Estas consultas retornam os elementos do conjunto de dados que atendem a certos critérios de
similaridade em relagdo a um ou mais elementos de referéncia, também chamados elementos
de consulta.

A maioria das alternativas desenvolvidas incluir suporte a consultas por similaridade em
SGBDs sdo fracamente acopladas ao motor dos gerenciadores, o que limita o aproveitamento
dos recursos oferecidos nativamente pelos SGBDs. Uma alternativa mais eficiente consiste em
embutir as funcionalidades necessdrias a recuperacdo por similaridade em um subsistema espe-
cializado acessivel ao processador de consultas do SGBD. Este subsistema especializado capa-
cita o SGBD a executar consultas por similaridade integradas as demais operagdes fornecidas.
Outra alternativa consiste em estender a linguagem SQL para incluir operacdes por similaridade

e implementar mecanismos que suportem as extensdes propostas.



4.2 Avaliacao de Similaridade

A avaliacdo de similaridade compreende uma sequéncia de tarefas computacionais que re-
sultam em um valor que quantifica o quao similares dois dados complexos sdo. Dados comple-
xos em geral podem ser modelados por meio de conjuntos de atributos que sumarizam o seu
conteddo. Esses conjuntos de atributos sdo denominados na literatura como vetores de carac-
teristicas. A similaridade entre dois vetores de caracteristicas € calculada por meio de uma
funcdo matemdtica. Em geral, a avaliagdo de similaridade utiliza funcées de distancia, que
calculam a dissimilaridade entre dois vetores de caracteristicas. Ou seja, quanto menor a dis-
tancia, maior a similaridade entre os objetos comparados, sendo que uma distancia igual a zero
significa identidade ou total similaridade. Existe uma grande variedade de distancias relatadas
na literatura [9], sendo que as mais utilizadas sdo as fun¢des da familia Minkowski (7).

Ha autores que defendem a ideia de que a mente humana define um espaco de similari-
dade, onde os conceitos sdo organizados segundo suas relacdes de similaridade [4]. Seguindo
esta ideia, cada par (9; d), onde S é um dominio definido por um vetor de caracteristicas e
d é uma funcdo de distancia definida sobre este dominio, é definido como uma instancia do
espaco de similaridade e o conjunto de todas instincias de espaco de similaridade possiveis
formam uma abstracao do espaco de similaridade humano [15]. Nesta abstracao do espaco
de similaridade, a captura da interpretacdo humana é modelada pela escolha de uma instan-
cia do espaco de similaridade que defina da maneira mais préxima possivel a interpretacdo do
usudrio. Esta “instincia ideal” € referenciada na literatura como espaco (de similaridade) se-
mantico [22]. Uma instancia do espaco de similaridade é formada por um dominio definido
por um vetor de caracteristicas (apds todos os procedimentos de pré-processamento, extracao
e pos-processamento) e uma funcdo de distancia (definida pela fungdo de cdlculo e por todos
os valores de parametros utilizados). Portanto, qualquer modificacdo realizada em um destes
componentes gera uma nova instancia do espacgo de similaridade.

A extracio de caracteristicas é o passo elementar de processamento de dados complexos
e multimidia para definir o componente vetor de caracteristicas, pois para muitos desses tipos
de dados, a sua representagdo original € limitada para descrever o seu conteudo. Por exem-
plo, imagens sdo normalmente representadas por seus padrdes de cor, textura e forma, cujas

caracteristicas podem ser extraidas da imagem como um todo (escopo global) ou de regides
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segmentadas da imagem (escopo local) [18]. O processo de selecao de caracteristicas consiste
em obter um subconjunto do vetor de caracteristicas original, incluindo as caracteristicas que
sdo relevantes para discriminar os objetos. Em geral, os métodos de sele¢do de caracteristicas
sdo fortemente baseados em estatistica e em algoritmos de aprendizado de maquina [7].

A transformacao de caracteristicas tem por objetivo criar novas dimensdes no espago de
caracteristicas, combinando e transformando as dimensdes definidas pelas caracteristicas ori-
ginais. Os métodos de transformacdo mais utilizados sdo a anélise de componentes principais
(Principal Component Analysis - PCA) e a andlise discriminante linear (Linear Discriminant
Analysis - LDA) [10]. Todas essas tarefas constroem ou modificam o vetor de caracteristicas,
definindo o dominio do conjunto de dados. De forma semelhante, a funcao de distancia pode
ser modificada aplicando-se técnicas de ponderacdo, visando produzir instancias do espaco de
similaridade que sejam mais proximas da expectativa do usudrio. A ponderacao de caracte-
risticas atribui um peso especifico para cada dimensao do vetor de caracteristicas, para destacar
ou reduzir a influéncia de cada uma delas de forma a aprimorar a qualidade da avaliacdo de
similaridade [12]. A ponderacao de distancias parciais é aplicada quando um dado complexo
¢ representado por vdrios vetores de caracteristicas distintos e a avaliagdo de dissimilaridade
agrega as dissimilaridades parciais entre pares de vetores de caracteristicas em uma dissimila-
ridade global, visando encontrar pesos para as distancias parciais de forma que nenhuma delas

seja subestimada ou superestimada na avaliacdo global de similaridade [17].

4.3 Consultas por Similaridade

Os SGBDs oferecem recursos eficazes para realizar buscas sobre os dados usando relacdes
de igualdade e de ordem total existentes nos dados armazenados (tais como ndmeros e textos
curtos). Porém, para dados multimidia e outros dados complexos, as buscas por igualdade
ou por ordem ndo se aplicam, ou simplesmente, sdo de pouca serventia. Para esses tipos de
dados € mais relevante fazer uso de consultas por similaridade, que consistem em procurar por
elementos em um conjunto que, segundo algum critério de similaridade, sejam mais “parecidos”
ou mais “distintos” com/de um determinado elemento. Existem dois tipos basicos de consultas
por similaridade: a consulta por abrangéncia e a consulta aos k-vizinhos mais préximos [3],

definidas a seguir.
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4.3.1 Consulta por Abrangéncia

As consultas por abrangéncia (Range Query) consiste na busca de objetos que sejam simi-
lares a um dado objeto de referéncia em até um determinado grau. Isto é, dado um conjunto de
objetos $ = {s1, -, s, }, pertencentes ao dominio D, uma funcdo de distancia d, um objeto de
consulta s, e uma distdncia maxima r,, o resultado de uma busca por abrangéncia € tal como

descrito na Equagao 4.1.
Range(sq,1q,d,5) = A = {ala € $,d(sy,a) <1y} 4.1)

A Figura 4.1, apresenta uma consulta por abrangéncia utilizando trés medidas de similari-
dade: (', (* e (> (vistas no Capitulo 3.3), com distincia méxima r, em um espago bidimensi-

onal.

Figura 4.1: Consulta por abrangéncia com trés medidas de similaridade diferentes (¢!, (? e ()

4.3.2 Consulta aos k£ Vizinhos Mais Proximos

As consultas aos &k Vizinhos Mais Proximos - Nearest Neighbor ou NN - (kNN)
consistem em retornar os k£ objetos mais similares, ou mais proximos ao objeto de referéncia.
Formalmente, seja D um dominio, entdo dado um conjunto de objetos $ = {s1,--- ,s,} C D
e uma fung¢do de distancia d, uma consulta kNN sobre um objeto referéncia s, tal que s, € S
deve encontrar e retornar os k objetos de $ com menor distancia d(s,, s;), onde s; € 5. O

conjunto resultante de uma consulta £ /N NV pode ser denotado pela Equacao 4.2 [25].
ENN(sq, k,d,S) ={T CS,|T| =kAVs; €S —T:d(sq, ) <d(sq,5;)} (4.2)

A Figura 4.2 ilustra uma consunta pelos k vizinhos mais préximos a um objeto s, em um

espaco bidimensional, onde k = 3.
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Figura 4.2: Consulta pelos trés vizinhos mais proximos ao objeto s, utilizando a funcdo de
distancia euclidiana (2.

4.4 A utilizacao de Espacos Métricos

Quando os objetos do dominio considerado sdao vetores de coordenadas numéricas definidas
em um espaco m-dimensional e a funcdo de distancia € métrica, tem-se um caso particular do
espaco métrico denominado espago vetorial normado, como visto anteriormente (Secdo 3.4).
Portanto, pode-se dizer que espagos métricos englobam espacos vetoriais quando a funcao de
distancia € métrica, sendo este 0 nosso caso.

O conceito de espaco métrico € bastante util, podendo ser usado em bancos de dados com-
plexos para indexagdo e para anélise visual de dados. Um banco de dados pode se beneficiar do

mapeamento de dados complexos de duas maneiras:

e um espaco métrico permite que dados adimensionais ou multidimensionais sejam indexa-

dos por Métodos de Acesso Métricos (MAMs) respondendo a consultas por similaridade
[21];

e dados convencionais possuem relacdo de ordem, assim, eles podem ser representados
visualmente. Da maneira, dados adimensionais podem ter uma representacdo visual ba-
seada em um espaco multidimensional de caracteristicas, e respectivas distancias entre

si.
4.4.1 Meétodos de Acesso Métrico

Dados complexos ndo permitem a utilizacdo de de estruturas de indexagao convencionais.
Isso se deve ao fato de que imagens sio dados de alta dimensionalidade e ndo possuem relacao
de ordem total. Definir um espago métrico sobre o dominio de dados faz com que esses da-

dos adquiram propriedades algébricas, permitindo assim a indexag@o através de uma estrutura
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apropriada. Essas estruturas, baseadas no espaco métrico e suas propriedades sdo denominados
Métodos de Acesso Métrico — MAM (Metric Access Method) [5]. A utilizacdo de MAM re-
quer que seja definido um espago métrico, relacionando os objetos apenas por suas relacdes de
similaridade.

Em um MAM, os objetos sdo dispostos considerando-se uma relacdo de semelhanca entre
estes, permitindo assim que sejam realizadas consultas por similaridade. A fim de minimizar
o nimero de comparagdes durante consultas, essas estruturas sao, na maioria dos casos, imple-
mentadas utilizando drvores [6], permitindo o armazenamento de paginas em disco. A imple-
mentacao utilizando arvores inicialmente escolhe alguns objetos e os utiliza para determinar a
posicdo dos outros objetos, fazendo a indexa¢do do conjunto de dados.

Na literatura € possivel encontrar duas abordagens para MAM em darvores. As primeiras
propostas sdo estaticas, necessitando previamente de todos os dados do conjunto para a indexa-
cdo. As propostas estaticas ndo sdo de grande interesse para SGBDs, uma vez que ndo permitem
a insercdo e remocao de elementos posteriormente a indexagdo. Existem também as abordagens
dinamicas, que permitem a insercao e remoc¢ao de dados posterior a indexagao.

As principais propostas para a abordagem dindmica podem se encontradas em [9] com a M-
Tree e em [22] com Slim-Tree. A M-Tree foi a primeira proposta a implementar uma estrutura
dindmica, onde pode-se inserir e remover elementos em qualquer momento na estrutura da
arvore. A Slim-Tree € considerada uma evolugdo, por tratar de maneira mais aperfeicoada
a inser¢do de objetos e a manuten¢do da arvore, e por medir o grau de sobreposi¢do entre

subdrvores e ainda minimizar essas sobreposicoes.

4.5 A analise de similaridade métrica em dados complexos

Como visto, sabe-se que precisamos ao analisarmos figuras por consultas de similaridade,
de um conjunto de dados que contém objetos ao qual deseja-se de uma certa forma analisar
de maneira a encontrar os objetos com um grau de semelhanca bastante alto, ou o objeto mais
distinto, de certa forma, queremos dizer que nao pode ser descartada a possibilidade de ndo
encontrarmos a figura, ou objeto desejado de forma idéntica a figura base, ou o que podemos
também chamar de figura de referéncia, isto é podemos obter resultados com caracteristicas
semelhantes, porém sendo um objeto distinto ao referencial. Vejamos assim alguns casos em

que nao se foi possivel adquirir resultados exatos mas sim semelhantes:
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Figura 4.3: Inferéncia de funcio a partir de similaridade

O que nem sempre dar muito certo. Vejamos a figura 4.4.

Figura 4.4: Erro

Podemos encontrar vdrias utilizagdes de tecnologias que dependem de tais procedimentos,
como por exemplo a Biometria, que é muito util em vérios setores da sociedade mundial, como
na utilizacdo de impressdes digitais, reconhecimento de voz, geometria da mao, reconhecimento

da face, leitura de [ris/Retina e assim por diante.

4.5.1 Autenticacio Biométrica

O mecanismo de autenticacdo por biometria tem dois modos: registro e verificacdo. Para o
uso inicial da biometria, cada usudrio deve ser registrado pelo administrador do sistema. Este,
verifica se cada individuo registrado € um usudrio autorizado. O processo de registro consiste no
armazenamento de uma caracteristica bioldgica do individuo (fisica ou comportamental) para

ser usada, posteriormente, na verificacao da identidade do usuadrio.
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Uma vez que o usudrio esté registrado, os dispositivos biométricos sao usados na verificagao
da identidade do usudrio. Quando o usudrio necessitar ser autenticado, sua caracteristica fisica
¢ capturada pelo sensor. A informacdo analégica do sensor € entdo convertida para sua repre-
sentacdo digital. A seguir, esta representacdo digital € comparada com o modelo biométrico
armazenado. A representacdo digital usada na verificacdo é chamada de amostra (live scan). A
amostra, tipicamente, ndo confere exatamente com o modelo armazenado. Como geralmente ha
alguma variacao na medida, estes sistemas ndo podem exigir uma comparagdo exata entre 0 mo-
delo original armazenado e a amostra corrente. Ao invés disso, a amostra corrente € considerada
valida se estiver dentro de um certo intervalo estatistico de valores.

A autenticac@o por biometria pode ser realiza através da identificacdo ou da verificagdo de
usudrios. Muitos dispositivos usam a verificacdo, mas alguns usam a identificagao.

A identificacdo biométrica € um processo um-para-muitos, onde uma amostra é submetida
ao sistema, que a compara com todos os modelos de base de dados, a fim de verificar se esta
coincide com qualquer um dos modelos e, em caso positivo, determina a identidade do usudrio
a quem aquele modelo pertence.

A verificagdo biométrica é um processo um-para-um, onde o sistema verifica a identidade
de um usudrio comparando a amostra com um modelo especifico. Através de uma identificacao
fornecida, o sistema localiza o modelo desejado e o compara com a amostra apresentada. Se
houver coincidéncia entre a amostra € 0 modelo armazenado, o sistema confirma que o usudrio
realmente possui a identidade afirmada. Por exemplo, um usudrio ird digitar o seu nome e
entdo se adquire uma amostra para a verificacdo. O algoritmo de comparag@o usard apenas o
modelo armazenado aquele nome. Verificagdes biométricas sdo, tipicamente, mais rapidas do
que a identificagdo porque elas nio precisam comparar a amostra com todo o banco de dados

de modelos.
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Figura 4.5: Modelo de Autenticagdo Biométrica

4.5.2 Métodos de Autenticacio biométricos

Como os sistemas biométricos se baseiam em caracteristicas intrinsecas do ser humano,
podem ser empregados como métodos de autenticacdo rapida e com alto nivel de precisao.
Té&m, como uma de suas principais vantagens, o fato de ser intransferivel, nao poder ser perdido
e nem roubado.

Na escolha de um sistema de autenticagdo biométrico, o desempenho deve ser levado em
conta. Este pode ser categorizado por duas medidas: a taxa de falsa aceitacdo (FAR - False
Acceptance Rate) e a taxa de falsa rejeicao (FRR - False Rejection Rate). A FAR representa a
percentagem de usudrios ndo-autorizados que sdo incorretamente identificados como usudrios
validos e a FRR, representa a percentagem de usudrios autorizados que sdo incorretamente

rejeitados.
Impressoes Digitais

Na verificagdo de uma impressao, muitos sistemas analisam a posi¢ao de detalhes chama-
dos de minutiae, tais como terminacdes e bifurcacdes dos sulcos. Sistemas modernos também
verificam outras caracteristicas para identificacio Unica, tais como arcos e voltas que aparecem

no dedo.
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Figura 4.6: Minutiae - posi¢des de detalhes

Nos dispositivos de impressao digital, o leitor deve minimizar a rotagdo da imagem. Ele
deve compensar uma ligeira variacdo na imagem armazenada. Existem, também, problemas
quando o usudrio tem pequenos ferimentos no dedo, sujeira ou ressecamento da pele. Uma
frequente limpeza pode reduzir a percentagem de falsas rejeicoes.

Existem trés tipos de leitores de digitais:

e Opticos: O dedo é colocado sobre uma plataforma de vidro e uma imagem do dedo é

capturada. Estes dispositivos tornaram-se pequenos € baratos;

e Ultra-som: O dedo € colocado sobre uma plataforma de vidro e uma varredura de ultra-

som ¢é efetuada;
e Baseados em chip: O usudrio coloca seu dedo direto em um chip de silicio.

Sistemas de identificac@o de digitais utilizam somente os leitores dpticos. Sistemas de veri-
ficacdo (executam verificacdo um-pra-um) utilizam todos os trés.
Na Figura 4.7 mostrada abaixo, veremos alguns dispositivos de leitura usados para a captura

das impressoes digitais:

() (b) (©)

Figura 4.7: (a) Leitor USB, (b) Escaner, (c) Biomouse.
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Reconhecimento de Voz

Para analisar o som produzido pelas cordas vocais, a biometria considera a frequéncia e o
tamanho das ondas sonoras, que por si s6 jd garantem uma probabilidade de 80% de acerto.
O restante € verificado com a andlise de timbre e entonagdo. Nos sistemas mais sofisticados,
¢ pedido ao usudrio que grave algumas respostas a perguntas especificas, como por exemplo
quantas cores formam o arco-iris, ou mesmo questdes de cunho pessoal. Para garantir uma
identificagdo segura, o software faz uma dessas perguntas de forma aleatdria e consegue analisar
inclusive o tempo que o usudrio gasta para respondé-la.

A tecnologia de reconhecimento de voz € fécil de usar e ndo requer grandes esfor¢os na
educagdo do usudrio. Entretanto, deve-se cuidar para garantir que o usudrio fale em um tempo
apropriado e em voz clara.

Uma vez que as pessoas formam seus padrdes de fala através da combinacdo de fatores
fisicos e comportamentais, a imitacao € impossivel. Entretanto, existem problemas com as
condicdes do ambiente onde se encontram os sensores, uma vez que € dificil filtrar o ruido de
fundo. Outros problemas incluem a variacdo da voz devido as condi¢des fisicas do usudrio,
como gripes e resfriados, estados emocionais, como o estresse, € duplicacdo através de um
gravador. A imitacdo, porém, ndo é um problema como se poderia pensar, porque os aspectos

da voz medida pelos sistemas ndo sdo os mesmos que os seres humanos costumam perceber.

Geometria da Mao

A geometria da mdo tem sido usada em aplicagdes desde o comeco de 1970. Ela baseia-se
no fato de que virtualmente nao existem duas pessoas com maos idénticas e de que o formato da
mao ndo sofre mudancas significativas apos certa idade. Existem diversas vantagens no uso da
forma tridimensional da mao da pessoa como um dispositivo de identificagdo. Primeiramente,
¢ razoavelmente rdpida. Leva menos que 2 segundos para capturar a imagem de uma mao e
produzir a andlise resultante. Secundariamente, requer pouco espaco de armazenamento. E
também requerido pouco esfor¢o ou atencdao do usudrio durante a verificagdo, e 0s usudrios
autorizados sdo raramente rejeitados.

As dimensdes da mao, tal como tamanho do dedo, largura e drea sdo as principais caracte-
risticas usadas nas andlises. Para a captura, o usudrio posiciona sua mao no leitor, alinhando os

dedos, e uma camara posicionada acima da mao captura a imagem. Medidas tridimensionais de
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pontos selecionados sdo tomadas e o sistema extrai destas medidas um identificador matematico
unico na criagdo do modelo. Um tipico modelo requer cerca de nove bytes de armazenamento.

Um dos problemas de sistemas que utilizam a geometria da mao € causado pela rotacio da
mao quando colocada no leitor. Isto se resolve usando pinos de posicionamento dos dedos. O
sistema também deve levar em conta os diferentes tamanhos das maos em diferentes usuarios, e
seu desempenho ndo deve ser prejudicado por sujeira e cortes na mao da pessoa. A Figura 4.8

abaixo apresenta um leitor de geometria da mao.

1

Figura 4.8: Leitor de Geometria da Mao

Reconhecimento da Face

O uso de reconhecimento de face € o método mais natural de identificagdo biométrica. O uso
das caracteristicas da face para identificagdo automdtica € uma tarefa dificil porque a aparéncia
facial tende a mudar a todo tempo. As variacdes podem ser causadas por diferentes expressoes
faciais, mudancgas no estilo do cabelo, posi¢do da cabeca, angulo da camara, condi¢des de luz,
etc. Apesar das dificuldades envolvidas, o reconhecimento facial ja foi abordado de diversas
maneiras, variando de sistemas de reconhecimento de padrdes por redes neurais até varreduras
infravermelhas de pontos estratégicos, pois registra varios pontos delimitadores do rosto e de-
fine as proporg¢des entre olhos, nariz, queixo, macas do rosto e orelhas, que sdo tnicos a cada
pessoa. E, ao contrédrio do que muitos imaginam, os programas de reconhecimento podem iden-
tificar corretamente uma pessoa mesmo que ela tenha mudado o corte do cabelo, ou acrescente

acessorios como chapéu, 6culos, barba ou bigode.
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Enroll Face E3|

Figura 4.9: Leitura Facial

Leitura de Iris/Retina

De todas as tecnologias biométricas, as mais seguras utilizam o olho humano como parame-
tro. A mais precisa € a andlise da retina. Por ser formada por uma milimétrica rede de vasos
sanguineos, a retina constréi um padrdo tnico para cada ser humano que nao pode ser alterado
nem por doengas graves, como o glaucoma. A tecnologia de captura dessa imagem, entretanto,
¢ muito cara e dificil de ser realizada, pois € necessario que o usudrio olhe fixamente para um
ponto infravermelho até que a cAmera focalize os padrdoes. A operagdo demora menos de 5

segundo, mas ndo € nada confortivel.

Figura 4.10: Analisador de Retina

Iris é o anel colorido que circunda a pupila do olho. Cada fris possui uma estrutura Ginica que
forma um padrdo complexo e pode ser usada para identificar um individuo. O sistema funciona
a partir de um sensor luminoso, que trabalha como um escaner, ou por uma camera embutida
num equipamento médio. Ao colocar o olho proximo desse aparelho, o usudrio tem seu globo
ocular “dividido” pelo computador, que separa a iris em quadrantes e a converte numa espécie

de cédigo de barras. O tamanho da pupila também € medido, pois qualquer dilatacdo anormal
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pode distorcer a leitura da iris. A barra de cédigo, entdo, é comparada a imagem ja codificada
no banco de dados. O sistema acomoda usudrios de lentes de contato sem dificuldades, embora
o sensor deva ser montado ou ajustado de modo a ser satisfatério para usudrios de diferentes

alturas, incluindo aqueles em cadeiras de roda.

Figura 4.11: Aparelho de reconhecimento de iris
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Consideracoes Finais

Neste Trabalho de Conclusdo de Curso temos abordado noc¢des bdsicas de Espacos Métricos, tal
quais suas aplicagdes em métodos que utilizam recuperacdo de conteido, assim como as mé-
tricas das mais diversas. Espacos métricos € um tema muito importante nos principais estudos
que envolvem a matematica pura, a definicdo de espacos métricos reune os dois ingredientes
basicos da analise funcional; um conceito de convergéncia e uma no¢do geométrica, esta dltima
ainda em uma forma muito simples. Os Espacos Métricos ainda possuem uma grande drea des-
conhecida que vem sendo estudada, acredita-se que estes estudos ajudardo nas melhorias das
aplicacdes dos mesmos em vérias dreas.

Apresentamos a defini¢do de espacos métricos, e ainda de métrica onde demonstramos de
forma clara as propriedades para cada distancia citada neste trabalho. Focalizamos métricas
usuais, como as da familia /¥ que tem grande utilidade nos ramos das consultas por similaridade,
em estudos com objetos complexos, e ainda métricas quem vem ganhando o seu lugar conforme
os estudos em dreas especificas, como a métrica de Canberra utilizada na taxonomia.

A teoria dos espacos métricos oferece uma gama de propriedades adicionais que podem
auxiliar a melhorar as consultas por similaridade com os Métodos de Acesso Métrico (MAM)

existentes, possibilitando a constru¢cdo de novos MAM mais eficientes.
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