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Resumo

Neste Trabalho de Conclusao de Curso abordamos os métodos direto e iterativo para a solucao
de sistemas lineares e métodos de aproximacao de func¢oes. Entre os métodos diretos usados
neste trabalho estdo: a eliminagao de Gauss e a Fatoragao de Cholesky. A eliminagao de
Gauss ¢é bastante conhecida, porque reduz o sistema original, a priori dificil de resolver, em um
sistema triangular superior equivalente, neste tltimo esta a solucao imediata. A fatoracao de
Cholesky é um método em que dada a uma matriz A, esta ¢ decomposta na forma A = LL,
onde L é uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal estritamente positivos e L
sua transposta. Entre os métodos iterativos estao, o método de Gauss-Jacobi que apresenta
uma solucao aproximada de determinado sistema linear. O método de Gauss-Seidel apresenta
também uma solugao aproximada, mas com uma convergéncia mais rapida do que a de Gauss-
Jacobi para a solugao exata de um determinado sistema. Sendo que esse dois tltimos apresentam
um sequéncia infinita de iteracoes, tendo um critério de parada, para auxiliar na finalizacao
do problema. Em aproximagoes de fungoes existe a interpolacao e o método dos minimos
quadrados. Ou seja, interpolacao é o processo de estimar os valores de uma funcao f para
valores de z diferentes de xg, 21, -, x, conhecendo-se apenas os valores de f(z) nos pontos
Xo,x1, -+, T,. Geralmente neste caso a técnica a ser utilizada é a de ajustar fun¢oes polinomiais
aos dados (zg, fo), -, (%, fn) de uma maneira adequada. Tendo como objetivo principal a
utilizagao de métodos numeéricos para a solucao de problemas cientificos de um modo geral, mais
especificamente a solugao da E.D.P pertinente ao problema de Cobb-Douglas, dois americanos
que na década de vinte do Século X X, propuseram um modelo matemético para a previsao
da economia americana, para um periodo de vinte e quatro anos, utilizando dados oficiais dos
boletins econémicos americanos. Pesquisou-se em vérias obras do género, sendo que algumas
apresentam a E.D.P de Cobb-Dougras e a sua solu¢ao algébrica, que é uma fungao de duas
variaveis reais, P(L, K), onde P é a produgao anual, L a varidvel mao de obra e K é a variavel
capital investido. Obtemos os parametros alpha e b da fungao de Cobb-Douglas, pelo método
dos minimos quadrados.

Palavras chaves Sistemas lineares. Métodos diretos. Metodos iterativos. Interpolagao. Método
dos minimos quadrados.



Abstract

In this work Completion of course approach the direct and iterative methods for solving linear
systems and methods for function approximation. Among the direct methods used in this work
are: Gaussian elimination and factorization of Cholesky. The Gaussian elimination is well
known, reduces the original system, a priori difficult to solve, in an equivalent upper triangular
system, this latter immediate solution. The factorization Cholesky is a method in which given
matrix A, that is decomposed in the form A = LLT, where L is a lower triangular matrix
with positive diagonal elements strictly Lt and its transpose. Among the iterative methods are
the Gauss-Jacobi which provides an approximate solution of a given linear system. The Gauss-
Seidel also provides an approximate solution, but with a faster convergence of the Gauss-Jacobi
exact solution for a particular system. Since these two latter present one infinite sequence of
iterations, having a stopping criterion to aid in the completion of the problem. In approaches
exist interpolation functions and the method of least squares. That is, interpolation is the

process of estimating the values of a function f for different values of x x¢, x4, - - -, X,, knowing
only the values of f(z) at the points z¢, z1, - - -, X,. Generally this case the technique to be used
is the polynomial fit to the data (zo, fo),- -, (Xy, fn) in a suitable manner. Its main goal is

the use of numerical methods for the solution of scientific problems in general, more specifically
the solution of EDP relevant to the problem of Cobb-Douglas, two Americans in the twenties
of the twentieth century, proposed a mathematical model to the forecast of the U.S. economy,
for a period of twenty-four, using official data from U.S. economic reports. Was investigated in
several works of the genre, some of them with EDP Cobb-Dougras and its algebraic solution,
which is a function of two real variables, P(L, K), where P is the annual production, L the
variable labor and K is the variable capital invested. We obtain the parameters alpha and b
the Cobb-Douglas function, the method of least squares.

Key words: Linear systems. Direct methods. Iterative methods. Interpolation. Method of
least squares.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Este trabalho vem abordar resolugoes de sistemas de equagoes lineares, que aparecem fre-
quentemente em matematica aplicada, economia e engenharia ao modelar certos fendmenos.
Por exemplo, em programacao linear, geralmente é discutido como maximizar o lucro quando
existem certas restri¢oes relacionadas a dificuldade, disponibilidade de tempo, ou outras condi-
¢oes. Estas restrigoes podem ser colocadas na forma de um sistema de equacgoes lineares. Deste
modo, um sistema de equagoes lineares (ou sistema linear) é uma colegao de equagoes lineares

envolvendo o mesmo conjunto de variaveis.

A solugao de um sistema linear é uma n-upla de valores s = (s, So, ...., $,,) que simultane-
amente satisfazem todas as equacoes do sistema. O resultado para os sistemas de Equagoes
Algébricas Lineares é obtida a partir de técnicas dos métodos diretos e métodos iterativos.
Os métodos diretos se caracterizam por uma sequéncia de operagoes (quantidade definida de
operagoes), depois da qual se obtém a solugao do sistema. Os Métodos Iterativos s@o caracteri-
zados pela busca da solugao de um sistema linear através de etapas. Para cada etapa o método
fornece uma aproximacao para a solucao do sistema. Quando o nimero de etapas tende a

infinito a sequéncia de aproximg¢oes tende para a solucao exata.

No presente trabalho iremos trabalhar com os métodos diretos de Eliminacao de Gauss,
Decomposicao LU, Decomposicao de Cholesky e os métodos interativos que sao: Método de
Gauss-Jacobi e o0 Método de Gauss-Seidel e as verificagoes de convergéncias dos métodos inte-

rativos. O trabalho esta dividido da seguinte forma: nos Capitulos 1 e 2.

No capitulo 2 apresentaremos a aproximagcao de uma funcao de uma variavel real por outras
fungoes mais simples, de modo que operacoes em geral sejam realizadas com mais facilidade.
Esta aproximagao possui varias aplicacoes na resolucao de problemas complexos, como integra-

¢oes de fungoes, equagoes diferenciais, sistemas nao lineares etc.

Esta situagdo pode ocorrer quando trabalhamos com uma fungao f(z) e esta apresenta um
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grau de dificuldade, por exemplo, para avaliar em pontos, derivar ou ainda integrar, ou mesmo
quando conhecemos esta fun¢ao em um ntmero finito de pontos de um intervalo [a,b], sem o

conhecimento de sua forma analitica, geralmente obitida em experimentos.

Algumas fungoes sao usadas neste tipo de aproximacao, como polinémios, func¢oes expo-
nenciais, trigonomeétricas etc. Faremos a aproximagao de uma fungao f(z) inicialmente usando
interacao polinomial, com as féormulas de Lagrange e de Newton. Seguido da aproximacao
pelo métodos dos minimos quadrados, a qual é mais aconselhével quando se quer obter um
valor aproximado de uma fun¢ao em algum ponto fora do intervalo de tabelamento ou ainda
quando os valores tabelados sao resultados de algum experimento fisico ou de alguma pesquisa

que poderao conter erros inerentes que, em geral, nao sao previsiveis.

12



Capitulo 2

RESOLUCAO NUMERICA DE
SISTEMAS LINEARES

2.1 Métodos diretos

De acordo com a obra de [1], consideremos Az = b um sistema de equagoes lineares onde matriz
. , . . - _ t -
dos coeficientes ¢ A = (a;j) 1,7 =1,---,nb=(b;)' i=1,---,n e det(A) #0.
Um método ou exato para calcular o vetor solu¢ao T = [z, 22, -, x,]" é caracterizado por
fornecer exata para o sistema dado, nao fossem os erros provenientes do processsamento do

algoritmo em um equipamento computacional.

2.1.1 Sistema triangular inferior

Considere Lr =bcom L = (I;;) i,j=1,---,n,b=(b)i=1---nex=(z;) j=1---,n,
um sistema de equagao lineares onde a matriz dos coeficientes é triangular inferior, isto é, os

seus coeficientes (I;;) = 0 sempre que i < jecom l;; #0i=1,--- n.

Podemos escrever:

Ly =b
lorxy +laows = by (2.1)
lnlxl +ln2$2 4+ ... +lnnxn = bn

Para construir o algoritmo que calcula a solugao do sistema destacamos a linha genérica (i),

isto é:

lanxy + Ligwo + sz + - - + ljyx; = b; (2.2)

Podemos, entao, escrever:

13



z; = (b; — lj + lipwo + liszs + - - + lii—1wi-1) [an (2.3)

ou,

(bl — Zzi lijl‘j)
= (2.4)

lii

xI; =

Temos assim, o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2.1

by
T = —
Ty
Parai=2,---,n, faca
i1
<bl — Z lﬁl’j)
j=1
xT; =

lit

Exemplo 2.1.1 Calcule a solu¢ao do sequinte sistema de equagoes lineares:

2 00 T 2
1 40 o | = | =3
1 11 T3 0
Usando o algoritmo 2.1 temos:
b1 2
T = — = —
T2
by — 1 -3 —
Lo = Pl 21 L1 _ 3 1(1) _ _1
l22 4
T3 = bg — lgl.fl?l — lggl'g _ 0 — 1(1) — 1(—1) _ 0

Portanto, temos a solugao do sistema:
T=(1,-1,0)"

2.1.2 Sistema triangular superior

Considere Uz =y com U = (uy;) i,j=1,---,n,y=(y;)'i=1.---,nex=(x;) j=1,--,n,
um sistema de equagao lineares onde a matriz dos coeficientes é triangular superior, isto €, os

14



seus coeficientes (u;;) = 0 sempre que i > j e com u;; #0i=1,---,n.

Podemos, entao, escrever:

U1T1 +UTe + -+ FURT, = b1
+U29To + -+ FUT, = bz

(2.5)
FUpnTn = bn

Para a construcao do algoritmo que calcula a solucao do sistema, destacamos a linha genérica

(i), isto é,

Wiy + Ly 11 + WiigaTigo + -+ + Uy = by (2.6)

ou, na forma compacta,

n
bi — E uijxj

Jj=(i+1)

Ugs
Algoritmo 2.2

Ty = —
uuu

Parai= (n—1),(n—2),---,1 faca

n

bi_ Z U5 T 5
)

j=(i+1

T; =
Usg

Exemplo 2.1.2 Calcule a solu¢ao do sequinte sistema de equagoes lineares:

0 T 4
—1 . i) - 2
3 T3 0
Usando o algoritmo 2.2 temos:
b
T3 = —3 = O
U33
by — 2—(—1
= 2T U28Ts (=D() _ ]
U922 2
. by — Uy,2T2 — U1 3T3
I = =1
Uil
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Portanto, temos a solucao do sistema:

z=(1,1,0)

Observagao 2.1 Sabemos que o Esforco Computacional E. de um algoritmo é a quantidade
de operagoes elementares necessdrias para calcular a solugao do problema para o qual foi de-

senvolvido.

No caso da solugao de um sistema triangular ssuperior ou inferior de ordem (n), o es-
for¢o computacional dos algoritmos (2.1) e (2.2) é E. = n*® operagoes elementares sendo (n)

n.(n—1 n.(n—1)

operagoes de divisao, — s operagoes de adigdo (ou subtragio) e 5 operagoes de

multiplicacao.

Assim, por exemplo, na resolu¢ao de um sistema de equacao lineares de ordem n = 10,
cuja matriz dos coeficientes € triangular superior ou inferior, estao envolvidas 10 operagoes de
divisao, 45 operacoes de multiplicacao e outras 45 operagoes de adi¢ao ou subtracao, sugerindo

um esforco computacional de 100 operagoes elementares.

Ezxperiéncias computacionais demontram que o tempo computacional envolvido nessas ope-

ragoes € pequeno, tornando os sistemas triangulares bastante atrativos.

2.1.3 Breve historia de Gauss

Figura 2.1: Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
Fonte: [7]

Gauss ¢ considerado um dos maiores matemaéticos da historia. Nasceu em 1777 em Brunswick,
Alemanha, e desde cedo mostrou grande habilidade para a matemética. Sao muitas as suas
contribui¢oes nos campos da teoria dos nimeros, dos nimeros complexos, da geometria e da
algebra. A sua tese de doutoramento foi a primeira demonstracao do teorema fundamental da
algebra. No dominio da astronomia, Gauss interessou-se pelo estudo das orbitas planetérias e

pela determinagao da forma da Terra, e foi diretor do observatério astronémico da Universidade
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de Gottingen. Desenvolveu um método para calcular, com grande precisao, os parametros de
uma Orbita planetaria a partir de apenas trés observacgoes da posicao do planeta. A partir de
1831, e em conjunto com o fisico Wilhelm Weber, desenvolveu o estudo tedrico e experimental do
eletromagnetismo. A contribuicao de Gauss para a determinacao do campo magnético terrestre

¢ reconhecida na unidade de campo magnético que leva o seu nome. ([3], 1996, p.343-352).

2.1.4 Meétodo da Eliminacao de Gauss

Entre os métodos diretos, destacam-se os métodos de eliminacao que evitam o célculo direto da
matriz inversa de A e além disto, nao apresentam problemas com o tempo de execugao como a

regra de Cramer.

O método da Eliminagao de Gauss consiste em transformar o sistema linear original num
sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes triangulares superior, pois estes sao de re-
solugao imediata. Dizemos que dois sistemas lineares sao equivalentes quando possuem mesma

solugao.
Descrigao do método da eliminagao de Gauss

Conforme dissemos anteriormente, o método consiste em transformar convenientemente o
sistema linear original para obter um sistema linear equivalente com a matriz dos coeficientes

triangular superior.

Convenientemente, o sistema linear dado, é manipulado de forma a se obter um sistema equi-

valente, para isso faremos o uso do Teorema 2.1, cuja demonstrac¢ao pode ser encontrada em [4].

Teorema 2.1 Seja Ax = b um sistema linear. Aplicando sobre as equacgoes deste sistema uma

sequéncia de operacoes elementares escolhidas entre:

1. trocar duas equagoes;
2. multiplicar uma equag¢ao por uma constante nao nula;

3. adicionar um mailtiplo de uma equagao a uma outra equagao;

obtemos um novo sistema Ax = b e os sistemas Ar =b e Ax = b sao equivalentes.

Descreveremos a seguir como o método da eliminacao de Gauss usa este teorema para tri-

angularizar a matriz A. Vamos supor que det(A) # 0.

A eliminacao é efetuada por colunas e chamaremos de etapa k do processo a fase em que se

elimina a variavel z;, das equacoes k+ 1, k+2, -+, n.

17



Usaremos a notacao afj para denotar o coeficiente da linha ¢ e coluna j no final da k-ésima

etapa, bem como b serd o i-ésimo elemento do vetor constante no final da etapa k.

Considerando que o det(A) # 0, é sempre possivel reescrever o sistema linear de forma que

o elemento da posi¢ao ay; seja diferente de zero, usando apenas a operacao elementar (i):

0) (0) (0)

aj; Qg - ay, | by
0)  (0) 0) | 7.(0)
Seja AOJpO) — | 2 P2 T o |02
8 o o]

©0) = aij, bEO) = bz € aﬁ) 7é 0.

onde a;

Etapa 1:

A eliminacao da variavel x; das equagoes i = 2, - - -, n é feita da sequinte forma: da equagao

i subtraimos a 1° equacao multiplicada por m;;. Observamos que, para que essa eliminacao
(0)
il

seja efetuada, a tnica escolha possivel é m;; = NOL 1=2, -+, n.
Ay
) )
Os elementos m;; = %, 1 =2, ---, n sao os multiplicadores ¢ o elemento agl) é o deno-
Ay
minado pivo da 12 etapa.
Ao final desta etapa teremos a matriz:
1 1 1 1
aff ay) a0y
o @] M
Seja A0 = | 0 = B
0 ol . afl|b
onde
aﬁ) = ag(;-) paraj=1,---n
b — 40
e
az(.;) :ag-])—m“ag(;) parat=2,---,nej=1,---n
bgl) = b§°) — milbgo) parai =2, -, n

18



Etapa 2:

Deve-se ter pelo menos um elemento ag) #0, parai = 2, ---, n, caso contrério, det(AW) =

0, o que implica que det(A) = 0; mas det(A) # 0, por hipotese. Entdo, é sempre possivel

. .~ . N 1 . ~
reescrever a matriz A1), sem alterar a posicao da linha 1, de forma que o pivo, aé}, seja nao

nulo.
o
Os multiplicadores desta etapa serao os elementos m;, = ﬁ) parai =2, ---, n.
o)
A variavel z, é eliminada das equagoes ¢ = 3, -+, n da seguinte forma: da equacao i sub-

traimos a segunda equagao multiplicada por m;s.

Ao final, teremos a matriz A |b2 :

- , ) , .
2 2 2 9
d@ 4@ .. 4@ | ?
Seja A@p@ =] 0 0 a%) aéi) b§2)
0 0 a%) agz bg)
onde B J
al(?) :aggl‘) parai=12ej=i+1--- n
bz@) = bE” para i = 1,2
e
OJZ('JQ») :a%)_miga,%) parai:& e nejZQ, ceen
bl@) - bgl) _ mnbél) parai =3, - m

Seguindo raciocinio anilogo, procede-se até a etapa (n — 1) e a matriz, ao final desta etapa,

sera:
B n—1 n—1 n—I1 n—1 n—1)
afi ™V aly Y aly Y el Y
R
A= |pn=1 = |0 G G B
0 0 0 - am e

e o sistema linear A® Yz = b(»~D & triangular superior e equivalente ao sistema linear

19



original.

O método de eliminagao de Gauss (resolve sistemas lineares com grau de precisao maxima).

Definicao 2.1 Vetor Residual
Conside o sistema Ax = b, onde A € nao singular. Supondo que T € uma solucao do
sistema, definimos entao o vetor residual da solug¢ao aproximada relativa ao sistema Ax = b

comor =ATx — b

Exemplo 2.1.3 Achar a solugao do sistema linear:

$1+3$2—I3:3
21’1+7$2+$3:10
31’1—4ZE2+2ZE3:1

Ly: 1 3 -1 T 3
Solucao 2.1.1 [, : 2 7 1 |z | =] 10
L3 : 3 —4 2 T3 1

12 etapa: eliminar os elementos da 1° coluna abaizo da diagonal principal.

Piwb: ay;; =1 € o elemento da diagonal principal da coluna que iremos anular.

Li: [1 3 —-1/|3

Lo: |2 7 1110

Ls: |3 -4 2|1
2

m21:I:2; m31:I:3

to=(2 7 1fw)-2-(13 -1]3)=(01 3]4)

Ly=(3 —42[1)-3-(13 -1]3)=(0 13 5| -8)

Li: [1 3 -1|3
Ly: |0 1 3|4
Ly: [0 —13 5 -8

22 etapa: anular os elementos da 1° coluna abaizo da diagonal principal.
Pivd:  ag =1 € o elemento da diagonal principal da coluna que iremos anular.

mpp = ——=-13;  14=(0 —13 5[ -8 )=(-13)}-(0 1 3|4 )=(0 0 44]a)
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L1 : 1 3 —1 3

L. 01 3 |4

Ly 0 0 44 |44
Determina-se imediatamente xs3; substitui-se a incognita xs na sequnda equagao, para
determinar o valor de xo; para encontrar o valor de xq, substitui-se xo € x3 na primeira

equacao.

441’3:44 I’gz].
leg+323=4 22+3(1)=4 ax9=1

lrg+ 32y —lzg=3 x4+ 3(1) —1(1) = r3 =1
1
A tnica solugao do sistema € € =| 1 |. Geralmente, escreve-se o vetor transposto de x:
1
T
z=111].
1 3 -1 1 3
Residuo:= Ax - b= 2 7 1 (. |1 |—=l10|=]|0|=r
3 —4 2 1 1

Conclui-se que o vetor residuo é nulo.

2.1.5 Estratégia de pivoteamento (pivotamento)

a) Parcial

Esta estratégia consiste em:

1. no inicio da etapa k da fase de eliminagao, escolher para pivo o elemento de maior modulo

. k—1 .
entre os coeficientes: az(.k ) com i = k,E+1,---,n;

2. trocar as linhas k e ¢ se for necessario.

Exemplo 2.1.4 Aplicar a estratégia de pivotamento parcial a matriz ampliada abaixo:

2 5 =3 412
0 3 -2 5|1
AD P = Trocar a 2% linha com a 3% linha
0 -7 1 8|7
0 4 3 1|4
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2 5 -3 4]2
A0 — 0 -7 1 8|7
0 3 -2 5|1
0 4 3 1|4

b) Completa

Nesta estratégia, no inicio da etapa k é escolhido para pivd o elemento de maior moédulo,

entre todos os elementos que ainda atuam no processo de eliminagao:
méx\ag-“*l)\ = affifl)\ = pivd = \ay;*l)] Vi, j>k

Observamos que, no exemplo 2.1.4, fosse adotada esta estratégia, o pivd da etapa 2 seria

a:(;l) = 8, 0 que acarretaria a troca das colunas 2 e 4, em seguida, das linhas 2 e 3, donde:

2 4 -3 5 |2
AD[BD) — 08 —2 —7|1
05 1 3|7
01 3 4|4

Esta estratégia nao é muito empregada, pois envolve uma comparacao extensa entre os
(k=1)
ij

evidente que todo este processo acarreta em um esforco computacional maior que a estratégia

elementos a i, 7 > k e troca de linhas e colunas, conforme vimos no exemplo anterior; é

de pivoteamento parcial.

2.1.6 Decomposicao LU

A matriz triangular superior (U) é aquela decorrente do método de eliminac¢ao de Gauss. E a
matriz triangular inferior unitaria (L) é aquela em que cada elemento [;; = m;; para i > j, em

que m;; sao os multiplicadores usados no processo citado neste paragrafo.
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Como obter as matrizes L e U

1 0 O ail G2 Q13
L= | my 1 0 e U= 0 aby ah,
ms; Mgz 1 0 0 aj

Aplica-se 0 método LU para matrizes:

Amwn * Xnzm = bnxm
U-X=Y
L-Y=0b

Teorema 2.2 Dada uma matriz quadrada A de ordem n, seja A a matriz constituida das
primeiras k linhas e colunas de A. Suponha que det(Ay) # 0 para k =1,2,---, (n —1). Entao,
eziste uma unica matriz triangular inferior L = (my;), com m;; =1 e 1 < i < n e uma unica

matriz triangular superior U = (u;;) tais que LU = A. Ainda mais det(A) = ujiuag - - Upy,.

Exemplo 2.1.5 . Encontre a solucao do sistema linear abaizo usando a decomposi¢cao LU:

$1—3$2+21’3:1
21’1+ZE2 —ZE3:4
3l’1—$2+4$3:9

Solucgao: Primeiramente faz-se a decomposicao LU da matriz coeficiente do sistema dado:

L : 1 -3 211
Lo: |2 1 —14
Lgi 3 —1 4 9

12 Etapa: calcular os multiplicadores mao; = 2 € mg; = 3 e 0 pivo a;; = 1. Depois

determinar as linhas L) = Ly — moy - Ly e Ly = Ly — ma3; - Ly. Entao, o sistema sera:

Lll 1 -3 2 1
Ly: |0 7 =52
Ly: [0 8 —2]6

22 Etapa: calcular o multiplicador msgs = = e 0 pivo ay; = 1. Em seguida determinar a

linha LY = L), — masy - L, e o sistema sera:
3 3 3 2
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Ly: 1 -3 2|1
Los | 007 § %
L 0O 0 —|—
3 7107

A matriz triangular inferior (L) sera formada pelos multiplicadores map, ms3; € mss € os ele-
mentos da diagonal principal a unidade (1); a matriz triangular superior (U) sera a matriz

coeficiente escalonada. Entao:

100 1 -3 2
L— |2 10 e U= |0 7 =5
8 26

3 -1 00 =

7 7

Verificacao facilmente que o produto das matrizes L e U, o resultado serda a matriz A.

1 0 0 1 -3 2 1 -3 2
LU=|210].1]0 7 =5|=192 1 —-1|=A
8 26
3 - 1 0 0 — 3 -1 4
7 7

Esta é a matriz coeficiente do sistema estudado.

U-X=Y
A partir da segunda equagao do sistema { L.v—p determina-se o vetor coluna
T
Y = [ Y1,Y2, Y3 ] :
1.0 Y1 1
2 E13 v | =
3 -1
7 Ys
dai,
1
26
Y1 =1, ys =2, y3:7.Entéo,L: 2
26
L 7
- o . . U-X=Y :
Substitui-se o vetor Y na primeira equacao do sistema I , determina-se o vetor

T
coluna X = [ T1, L9, T3 } :

1 -3 2 .
26 26
0 0 2 2
7 3 7
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dai,

2
r1 =2, o =1, x3=1. Entao, X = | 1 | é a tnica solugao do sistema dado.
1
2-3+2=1
Verificacao: 44+1—-1=4
6—-14+4=9

2.1.7 Breve historia de Cholesky

Figura 2.2: André-Louis Cholesky, 1875-1918.
Fonte: [9]

André-Louis Cholesky nasceu em Montguyon na regiao Maritima Charentes da Franga ao
norte de Bordeaux. Foi oficial do exército francés. O método de Cholesky foi muito usado
para solucionar problemas de estratégias militares. Cholesky morreu de ferimentos recebidos
no campo de batalha em 31 de Agosto 1918, 5:00 da manha no Norte da Franga. O método
recebeu pouca atencao apés a sua publicagao em 1924, mas Jack Todd incluiu em seus cursos
de analise no Kings College, em Londres, durante a Segunda Guerra Mundial. Em 1948, o
método foi analisada num artigo de Fox , Huskey e Wilkinson , enquanto no mesmo ano Turing

publicou um artigo sobre a estabilidade do processo.

2.1.8 Decomposicao de Cholesky: LL”

A decomposi¢ao de Cholesky procura decompor uma matriz A na forma A = L - L' , onde L
¢ uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal principal estritamente positivos.

Para tanto, exige-se muito mais da matriz A.
Definicao 2.2 Uma matriz A é dita definida positiva se é simétrica e se, v Av >0, V v # 0.

Teorema 2.3 (Fatoragcao de Cholesky) Seja A uma matriz, se A for simétrica e positiva,

entdo existe uma tnica matriz L com elementos diagonais positivos tais que A = L - LT,

O método de Cholesky é definido para a resolugao de sistemas lineares (n X n) cuja matriz

do sistema é simétrica e definida positiva (ver livro de Ruggiero, M.A.G.) A decomposigao feita
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a seguir consideram estas hipoteses.

Seja:
ai; Gz o Qg lly 0 -+ 0 Iy loy -+ Ly
dp1 Qg2 ~°+ dgn | log log -+ 0 0 logg -+ Ly
Apl Apy -+ Gy It Lo -+ Lo 0 0 - I,

Aplicando a defini¢ao de produto de matrizes obtemos:
a) Elementos diagonais

12
apn =y

agy = l3; + 13,
ann:li1+l%2++l72m

Assim:

b) Elementos nao diagonais

b.1) 19 coluna

ag = loy - ln1

as; = l31 -l
Ap1 = lp1 - 111

b.2) 29 coluna

asy = lg1 - log + 132 - 22

gy = lgq - log + lyo - o2

An2 = lp1 - Loy + Lo - log
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b.3) Para j-ésima coluna, teriamos:

Gjyrg = iy -l - Lo+ Al - 1

Wjy2 = livan U+ Lo - Lo+ 4 oy - Uy

Anj = ln1 - U1 +lna Lo+ -+ 1y -

Assim
1
(lllzﬂa Z:2737 y 1
I
(II) j—1
(aij - Z Lig - ljk)
lij = =1 , 2<ji<
k Lij

Utilizadas numa ordem conveniente as formulas (I) e (II) determinam os [;.

Uma ordem conveniente pode ser:

l117121,l317 Tt 7ln1; l227 132, Ty, ln2; lnn

Observagao 2.2 1.) Vimos na decomposicao LU, que det(A) = uqy - Ugg + * * Upy, uma vez que

os elementos diagonais de L eram unitdrios.
A = LL' Portanto: det(A) = (det(L))* = (Iyy - log - -+ - - lon)?

2.) Uma vez calculado L, a solugdo de Ax = b fica reduzida a solug¢do do par de sistemas

triangulares: Ly = b Lz =y

2.2 Métodos iterativos

Um método para calcular a solugao tnica de um sistema Ar = b, A = (a;;) comi,j=1,---,ne
det(A) # 0 é denominado iterativo quando fornece uma sequéncia de solugoes aproximadas, em
que cada solucao aproximada ¢é obtida da anterior pela aplicacao de um mesmo procedimentos.
De modo geral, a construgao do método iterativo considera a tranformacgao do sistema original
Ax = b para a forma equivalente + = Cz + d e, posteriormente, a partir desta nova forma
e de uma solucdo aproximada inicial (9, determinamos a sequéncia de solucdes aproximadas

considerando o processo iterativo:

2D — 0 4 g k=0,1,2,---,n onde:

C — matriz iterativa (n x n) e d — vetor (n x 1)
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Assim, partindo-se de uma aproximacao inicial z(°) para solucdo exata Z do sistema Az = b,
determinamos a sequéncia de vetores (), 22 23 ... que se pretende, seja convergente para

a solucgao z, isto &,

lim 2 = z

k—o0

Critério de parada:

O processo iterativo é repetido até que o vetor z*) esteja suficientemente préximo do vetor
(k-1)
x )

mazx }X(”) - X("_1)|
mazx | X )]
sistema. Assim, dada uma precisao €, o vetor z*) sera escolhido como Z, solucio aproximada

Medindo a distancia d*) = < €, com X™ uma solucdo aproximada do

da solucéo exata, se d¥) < e.

Um outro crittério de parada é estipular um nimero méaximo de iteragao (n = k).

2.2.1 Breve histoéria de Jacobi

Figura 2.3: Carl Gustav Jakob Jacobi, 1804-1851.
Fonte: [10]

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 - 1851) nasceu na Alemanha. Obteve boa instrugdo na
Universidade de Berlim, concentrando-se em Filosofia e Matemética & qual acabou por dedicar-
se inteiramente. Era professor nato e gostava de transmitir suas idéias. Na mesma época que
Gauss e Abel, Jacobi desenvolveu a teoria sobre as fungoes eliticas. Tendo conhecimento de que
Abel havia entregue a Cauchy alguns artigos sobre o assunto, Jacobi escreveu ao mestre francés
perguntando por eles na esperanga de obter informagoes que confirmassem sua descoberta.
Cauchy, entretanto, tinha perdido os escritos de Abel.

Até essa época, a teoria dos determinantes aparecia nos trabalhos de alguns matematicos
como Leibniz, Cramer e Lagrange, mas com idéias esporadicas. O desenvolvimento continuo
dessa teoria teve lugar somente no século X7X e seu principal colaborador foi Jacobi, além de
Cauchy, construindo algoritmos, dando regras praticas com grande preocupacao pelas notacoes

de determinantes e em 1829 usou pela primeira vez os "jacobianos", determinantes especiais
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analogos para funcoes de varias variaveis, do quociente diferencial de funcao de uma variavel.

Através deles conseguiu provar o teorema dos quatro quadrados de Fermat-Lagrange e também

com a utilizacao dos jacobianos conseguiu saber quando uma cole¢ao de fungoes é independente.

Os artigos de Jacobi, bem como os de Abel e Dirichlet apareceram freqiientemente no Journal

de Crelle.

2.2.2 Meétodo de Gauss-Jacobi

Utilizando-se da forma algébrica, o método de Gauss-Jacobi transforma o sistema linear Ax = b

em z = C'r + d é a seguinte:

Considere o sistema linear original:

1171 + a12%2 + A13T3 - - - A1 Ty = by

(2171 + A2%2 + A23%3 -+ - A2 Ty, = bo

Ap1 X1 + Ap2X2 + Ap3x3 * * * AppTy =

e supondo a; # 0,7 =1, ---, n, isolamos zy, xs, x3,---x, em cada equagao:
( 1
Ty = —"- (bl — Q12T2 — Q133 — Clhﬂn)
a1
To = — - (bz — G211 — Q23T3 — * - — Cl2n~’17n)
a22
1
Tp = : (bn — Ap1T1 — Ap2Ty — **° — an,nflxnfl)
\ Ann
X=CX+d
i 0 Q12 13 A1n 7 by
aiy aiy ail an
Q21 ao3 Q2n b
c=| -2 o -2 2
22 22 A22 99
a a a
_Znl o Yn2 “nd 0 b,
L a‘?’LTL a/'I’LTL aTL?’L - L ann i

O método de Gauss-Jacobi consiste em, dado (9, aproximacao inicial, obter (! - - -
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através da relacdo recursiva z*+1) = Cz®) 4 4

( 1
:A’”l) =— (b1 — a1237§k) - alﬂék) - alnx%k))
ai
1
xékﬂ) = — (bQ - azlltgk) - a23$§k) - a2n'r’$zk)) (2‘12)
22
1
i = G (b — anﬂgk) - anl‘gk) - an,n—ll’@ﬁ
\ nn

Exemplo 2.2.1 Resolver o sistema linear.

10z + 229 + 23 =7
1+ 519 + T3 = —8 (213)
221 + 329 + 1023 = 6

0,96
pelo método de Gauss-Jacobi com X© = | —1,96 | e e=0,05.
0,94
Solugéo 2.2.1 10 - T 2wy — R S (U RN (0
¢ao 2.2. T +200+x3=7 = 1001 =7—-219 — 235 = xl—lo (7 — 2z, z3’)
m _ 1
= 1z = o (7—2.(—1,96) — 0,94) = 0,978

1 +Dr9+r3=—-8 = bro=-8—1; —23 = Iy= -(—8—x§0)—x§0))

O] =

= ) =1.(-8-10,96—0,94) = —1,98

1 (0) (0)
201 + 319 + 1023 =6 = 10253 =6 — 22, — 320 = x3:1—0-(6—2$1 —3xs ")

1

0,978 0,978 0,96 0,018
XO=1]_-108]|;, XOU-XO=1|_-198|—|-1,9 |=] —0,12
0, 966 0, 966 0,94 0,026

maz | XM — XO)] 0,12
max | XD 1,98

= 0,06060606 - -- > €

1 1
2P = 5 (7= 200 — 2y = 2P = 15 (7= 2.(~1,98) — 0,966) = 0,9994
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1 1
2P = £ (-8 2V -2y = 2P = = (~8-0,978 - 0,966) = —1,9888
1 1
2 = 5 6= 22 — 32y = ) = 15 (6-2.(0,978) = 3.(~1,98)) = 0,9984
0,9994 0,9994 0,978 0,0214
X@ =1 -1,0888 |[; X@ XU =1 1088 | —| —1,98 | = | —0,0088
0,9984 0,9984 0,966 0,0324

maz | X® — XW| 0,0324

=0,01629123 - -- < e.

maz | X®@|  1,9888
0,9994
Portanto, X®® = | —1,9888 | € solucio aprovimada do sistema linear, usando o métoddo
0,9984
0,96
de Gauss-jacobi, com aprozimacdo inicial X© = | —1,96 e €=20,05.
0,94

2.2.3 Breve historia de Seidel

Figura 2.4: Philipp Ludwig von Seidel (1821-1896)
Fonte:[11]

Mae Philipp von Seidel foi Julie Reinhold. Seu pai, Justus Christian Felix Seidel, trabalhava
para os correios alemaes e seu trabalho implicou o movimento com frequéncia. Isso significava
que Philipp participou de varias escolas diferentes durante sua educagao. Completou sua for-
macao escolar em Hof. Embora Seidel tenha completado seus estudos escolares, no outono de
1839 ele nao entrara na universidade, mas imediatamente recebeu treinamento particular em
matemaética, antes de iniciar sua carreira universitaria. Ele foi treinado por LC Schniirlein que

era um professor de matematica.
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2.2.4 Método de Gauss-Seidel

Utilizando-se da forma algébrica, o método de Gauss-Seidel transforma o sistema linear Ax = b
na forma equivalente x = C'x + d por separagao da diagonal. Este método se assemelha ao

método Gauss-Jacobi

O processo iterativo consiste em, sendo z(*) uma aproximacao inicial, calcular 2™, 2 ... z® ...
por:
(k) 1 (k) (k) (k)
Ty = — (b —appwy’ — a3y’ — - apx,)’)
an
k41 1 k41 k
2 = = (by — a2t — gl — a2 ®)
a22
(2.14)
k1 1 ket k1
xé o - (bs —a31x§ i —(Zggl'g o < agpz®)
ass
1
k+1 k41 k+1 k41
o = — (b — ™ — apal™ — a2
\ Ann
Portanto, no processo iterativo de Gauss-Seidel, no momento de se calcular xékH) usando
todos os valores xgkﬂ), ey x‘gkjl) que ja foram calculados e os valores .Ig-lj_)l, e x%k) restante.

Observagao 2.3 O método de Gauss-Seidel € um método aperfeicoamento Gauss-Jacobi, como

forma de diminuir o tempo de resolugao.

Exemplo 2.2.2 Resolver o sistema linear

15$1+ZL‘2+$3 =35
3561 + 3$2 + 6%3 =0

1
pelo método de Gauss-Seidel com X0 = 0,75 e €=0,05

—0,875

Solugao 2.2.2 5x1 + 29 +23=5 = Hr;1=5—129 — 13 = xgl) =—-(b— xéo) — xgo))

O] =

(1)

= 2V =2.(5-0,75— (—0,875)) = 1,025

| =

3r1+4rs+23=6 = 4dro=6-—311 — 23 = 2 = -(6—3x§1)—x§0))

o |
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(1) _

|

= xy;’ =—-(6—-3.(1,025) — (—0,875)) = 0,95
1

3x1+ 3224+ 623 =0 = 623 =—32r; —3z2 = xél) =5 (—ngl) — Bxgl))

1
= V) = G (—3.(1,025) — 3.(0,95)) = —0, 9875

1,025 1,025 1 0,025
x(0) — 0,95 - XWX = 0,95 — 0,75 = | 0,200

—0,9875 —0, 9875 —0,875 0,1125

max | XM — X O] 10,0200
mazx | XD)| -~ 1,025

= 0,195 > .

Portanto, deve-se continuar a reiteracao.

1 1
e CE a2y = 2= = (5= (~0,95) — (~0,9875)) = 1,0075

1 1
2P = 7 (6 32 — V) = 2P = 7 (6—3(1,0075) — (~0,9875)) = 0,99125

1 1
2V = o (=32 = 32?) = 2V = ¢ (=3.(1,0075) - 3.(0,99125)) = ~0,999375

1,0075 1,0075 1,025 0,0175
X@ =1 099125 |; X@-XO=1 0,99125 | — 0,95 = | —0,04125
—0,999375 —0,999375 —0,9875 0,011875

maz | XM — XO|  0,04125

— 0,0409429 < «.

maz | XD 1,0075
1,0075
Portanto, X = 0,99125 € solugao aproximada do sistema linear, usando o método
—0,999375
1
de Gauss-Seidel, com aprozimacao inicial X©) = 0,75 e €=20,05.
—0,875
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2.2.5 Verificacao de convergéncia de métodos iterativos

(Z?:l;j;ék |ay; ’)

| @k |
Se o = maxay, < 1 com 1 < k < n, entio o método de Gauss-Jacobi gera uma sequéncia x*)

Teorema 2.4 (Critério das linhas). Seja o sistema linear Ax = b e seja ay, =

convergente para a solugao do sistema doda, independentemente da escolha da aprorimacao

nacial.

O Critério das linhas estudado no método de Gauss-Jacobi pode ser aplicado no estudo da

convergéncia do método de Gauss-Seidel.

Meétodo de Gauss-Jacobi

G12 + G13
o = ——
a1
Q21 + Q23 - : 3
g = ——— S€ ez < 1 entao o sistema é convergente.
a22
a1 + asz
a3 — ————
ass

Exemplo 10. Verificar se o sistema do Exemplo (2.13) é convergente.

2+1 1+1 2+3
(05} 10 0,3, (0%)] 5 O, ] (0% 10 075

Como ., = a3 < 1, entao o sistema é convergente.

Meétodos de Gauss-Seidel

a2+ a3
B =——
an
a1.f1 + as3 . . )

By = — se Bmaezr < 1 entao o sistema é convergente.
22

By = az1-B1 + as.fa

s =

33

Exemplo 11. Verificar se o sistema do do Exemplo (2.15) é convergente.

141 3-(0,4) +1 3-(0,4)+3- (0,55

5 4 6

= 0,475

Como fBae = B3 < 1, entao o sistema é convergente.
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2.3 Aplicacoes

2.3.1 Comparacao do método de eliminagao de Gauss e Fatoracao de

Cholesck
Mostraremos uma aplicagao do método de eliminagao de Gauss na solugao de um problema de

elétrica, bastante abordado em cursos de graduacao de ciéncias exatas e tecnologicas.

Aplicando eliminacao de Gauss

Aplicacao 2.1 Num determinado circuito eléctrico, as correntes iy,io € i3 passam através das

impedancias Zy, Zy e Z3 , confome mostrado na Figura 2.5 e sao dadas por:

=3V 2 i
m Lo e L

Ll i
TRi Fakin
n4 ] .
S e P s
K1 )

Figura 2.5: Circuito Elétrico.
Fonte: [14], 2012, p.

11+ +i3=0

21ty — Zals =€1 — €2

Zaty — Z3iz = ey — €3

Se 21:10,22:8,23:3, 61—62:65 662—63:120.'

a) Calcule os valores das correntes iy,iy € i3.

b) Calcule o determinante da matriz.

Solugao 2.3.1 a) Primeiramente faremos um mudan¢a de varidvel: i — x.

Substituindo as constantes obtém-se:

r1 +2x9 + T3 = 0
1032'1 — 8.1'2 =65
8x1 — 3x3 =120
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Na forma matricial o sistema fica:

Axr =b
1 1 1 1 0
10 -8 0 Ty | = 65
§ 0 -3 T3 120
1° Etapa: a3 =1 (pivd) — mo = ? =10 = % =8

=10 —s ofes)-10-(1 1 1[o)=(0 -18 ~10]65)
Lg:<8 0 —3\120)—8-(1 1 1\()):(0 -8 —11\120)

Depois da primeira etapa a matriz ampliada fica:

1 1 1 0
0 —18 —10| 65
0 -8 —11]120
8

29 FEtapa: ay = —18 (pivo) Mgo = 5

8 59 | 820
L” frg ( — — > _ — . ( — — > = - -
3 0 -8 —11 ‘ 120 13 0 —18 —10 ‘ 65 00 5 5
Depois da sequnda etapa a matriz fica:

1 1 1 0
0 —-18 —10| 65

59 | 820
00 =yl
Assim, obteve-se o sequinte sistema, agora triangular superior, que se resolve por substitui-
cao inversa, ou seja, do fim para o inicio. Por exemplo, x5 = —13,898305; x5 = 4,110169 e
r1 =9,788136

1 +x2 +w23=0
—18x5 — 1023 = 65

59 820
9 9
Logo os wvalores das diferentes correntes corresponde a i1 = 9,788136;i, = 4,110169 e

i3 = —13,898305
b) Calculo do determinante da matriz:

det(A) = det(u) - (=1)" = [];—; .., (wir) - (=1)° (t € o miimero de troca de linhas )
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A matriz U € a matriz triangular superior obtida no processo de eliminacao de Gauss:

1 1 1
U=1]0 —18 -10
59
0 0 ——
9
Assim, det(A) = uyy - ugy - usz - (=1)F =1-(—18) - (_%9) (=1)° =118

Aplicando a Fatoracao de Cholesck

11 0
Aplicagao 2.2 A=|1 2 -1
0 -1 3

a.) Verificar se a matriz A pode ser decomposta em L.L'
b.) Decompor a matriz A em L.L'

c.) Calcular o determinante de A.
2

d.) Resolver o sistema Ax =b onde b= | 1

5

Solugao 2.3.2 a) A é simétrica. Devemos verificar se € positiva definida. Temos:

det(A;) =1>0
det(Ag) =1>0
det(As) = det(A) =2 >0

Logo a matriz A pode ser decomposta em L.L
b)

lin = Vailr = 1

a2

log = — =1
21 lll
by = 72 =1
lll
9 1
lo = (a2 — 13;)? =1
— [37.1
gy = a32 31-021 1

l22

N|=

V2

lss = (ass — 13, — 13,)
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Portanto: 1 2 -1 =

c)
d@t(A) = (lu . l22 . l33)2 =2

d) Devemos resolver dois sistemas:

d.1) Ly=1»>
1 0 Yo ==
0 -1 V2 Ys 5
Portanto:
Y1 =2

yit+y2=1, yp=-1

— V25 =T ys=2V2

d.2)

Lt.x:y
11 0 T 2
01 =1 ]| 2y | = —1
00 V2 T3 2/2

Portanto:

V23 =2v2; 13=2



2.3.2 Comparagao entre os métodos de Gaus-Jacobi e Gauss-Seidel

Aplicagao 2.3 Uma fabrica de tintas pretende utilizar as sobras de tinta de 4 tipos diferentes
de tonalidades de tinta verde para criar uma tonalidade de verde mais popular. Uma unidade
de medida (u.m.) da nova tinta serd composta por xiu.m. de tinta tipo 1, xou.m. de tinta tipo
2, xgu.m. de tinta tipo 3 e xyu.m. de tinta tipo 4. Cada u.m. de tinta nova é composta por 4

pigmentos que estao relacionados pelo sequinte sistema de equagoes lineares:

Os coeficientes da matriz representam a percentagem de pigmento em cada uma das 4 di-
ferentes tonalidades de tinta verde, por exemplo, a tinta com a nova tonalidade deverd conter
0,31 de pigmento 3, sabendo que a tinta tipo 1 contem 0,16, a tinta tipo 2 contem 0,2, a tinta

tipo 3 contem 0,6 e a tinta tipo 4 contem 0,72 do mesmo pigmento.

80z, + 30z3 + 10x4 = 40
+80z9 + 1023 4+ 1024 = 27

1621 + 2029 4 6023 + 7224 = 31

44 + 8xy =2

a) Analisando apenas as condigoes suficientes de convergéncias, verifique se o método de

Gauss-Seidel converge, quando aplicado a este sistema.

b) Resolva o sistema de equagoes usando o método iterativo de Gauss-Seidel, utilizando para
aprozimagao inicial o ponto [0.5,0.2,0.2,0]" e utilizando para critério de paragem e = 0.25 ou

Nmaz = 2.
Aplicando o método de Gauss-Jacobi

Solugao 2.3.3 a) Analisando a convergéncia através do critério das linhas.

a2 +az+ay  0+30+10 1
Qaq 11 80 2
a1 + a3 +az  0+10+10 1
_ _ =-=025<1

Qo (2 80 4

16 +204+72 108

CY?’:6l31—|-0032‘|'0034: +20+ =__—=18>1
s 60 60

Como ag > 1 (nada se pode concluir da convergéncia de Gauss-Jacobi)
A andlise da condicdo suficiente de convergéncia, nada permite concluir quanto a conver-

géncia do método de Gauss-Jacobi.

b)
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80x + 30z3 + 10x4 = 40
+80z9 + 1023 + 10x4 = 27
1621 + 2029 + 603 + 7224 = 31

L 4[)31 + 81’4 =2
([ 1 0 0
o = o (40— 302 — 102{")
1 1 0 0
o) = (27— 102 — 102! ))
1
o) = = (31— 162" — 200" — 720”)

Aprozimacao inicial X© = [0.5,0.2,0.2,0]"
(oL (40 — 30.(0.5) — 10.(0)) = 0.4250
V=g (0. .(0)) = 0.
1
2V = qg (27— 10.(02) — 10.(0)) = 0.3125
1
2V = o5 (31— 16.(0.5) — 20.(0.2) — 72.(0)) = 0.3167

) -

(2—4.(0.5)) =0

ool

\

XM =10.4250,0.3125,0.3167, 0]7

0.4250 0.5 —0.0750
) x©) 0.3125 | ] 0.2 _ 0.1125
0.3167 0.2 0.1167

0 0 0

maz | XV — XO 01167
maz | XM 0425

= 0.2746 > €. (Falso!)

Continuando as iteragées, com XV = [0.4250,0.3125,0.3167, 0]
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1
2\ = < (40 = 30.(0.3125) — 10.(0)) = 0.3828
1
2 = 5o (27— 10.(0:3125) — 10.(0)) = 0.2084
1
2 = 55 (31 — 16.(0.4250) — 20.(0.3125) — 72.(0)) = 0.2002

) =

(2 — 4.(0.4250)) = 0.0375

7
ool

X® =0.3828,0.2984,0.2992, 0.0375]"

0.3828 0.4250 —0.0422
ey _ | 02984 | | 03125 | | —0.0141

0.2992 0.3167 —0.0175

0.0375 0 0.0375

max | X® — X ~0.0422
maz | XM 0.4250

= 0.0993 < €. (Verdadeiro!)

A estimativa do erro relativo € inferior a (0.25), e o processo iterativo termina. A aproxi-
magao & solugao encontrada é: x7 = 0.3828; x5 = 0.2984; 5 = 0.2992 e zj = 0.0375 u.m. de

cada um dos tipos de tinta
Aplicando o método de Gauss-Seidel

Solugao 2.3.4 a) Analisando a convergéncia através do critério das linhas.

19 + Q13 + Q14 0+30+4 10 1

_ — =-=05<1
b aii 80 2
, 0.(0.5)+10+10 1
52:a2151+az3+a24: (0.5) +10 + =-=02<1
(o 80 4
Bs = azi-B1 + asp.fPa + azy — 16.(0.5) +20.(0.25) + 72 = H =1.415>1
(s 60 12

Como B3 > 1 (nada se pode concluir quanto & convergéncia)
A andlise da condi¢ao suficiente de convergéncia, nada permite concluir quanto a conver-

géncia do método de Gauss-Seidel.

b)

41



80x + 30z3 + 10x4 = 40
+80z9 + 1023 + 10x4 = 27
1621 + 2029 + 603 + 7224 = 31

L 4[)31 + 81’4 =2
([ 1 0 0
o = o (40— 302 — 102{")
1 1 0 0
o) = (27— 102 — 102! ))
1
o) = = (31— 162" — 200" — 720”)

Aprozimacao inicial X© = [0.5,0.2,0.2,0]"

( 1
2\ = 55 (40 = 30.(0.5) — 10.(0)) = 0.4250

1
2V = qg (27— 10.(02) — 10.(0)) = 0.3125

1
2 = o (31— 16.(0.4250) — 20.(0.3125) — 72.(0)) = 0.2992

) _

(2 — 4.(0.4250)) = 0.0375

ool

(
Ly
\

XM =10.4250,0.3125, 0.2992, 0.0375]7

0.4250 0.5 —0.0750
YO _ x0) — 0.3125 | | 0.2 _ 0.1125
0.2992 0.2 0.0992
0.0375 0 0.0375

maz | XV — XO] 01125
maz | XM 0425

= 0.2647 > €. (Falso!)
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1
o) = = (40— 302" — 10217)

(27 — 1028 — 1ox§1))

(31 ~ 162 — 202 — 72:55}))

1

2P = < (40 = 30.(0.2992) — 10.(0.0375)) = 0.3831
1

P <o (27— 10.(0.2992) — 10.(0.0375)) = 0.2954

1
2P = o5 (31— 16.(0.3831) — 20.(0.2954) — 72.(0.0375)) = 0.2710

o2 =

1
g (2 4.(0.3831)) = 0.0585

X® =0.3831,0.2954,0.2710, 0.0585]"

0.3831 0.425 —0.0419
ey | 02954 || 03125 | | —0.0171
0.2710 0.2992 —0.0282
0.0585 0.0375 0.021
maz | X@ — XU —0.0419
pu— pu— ) /
maz X0 03831 0.1094 < e. (Verdadeiro!)

A estimativa do erro relativo € inferior a (0.25), e o processo iterativo termina. A aproxi-
magao & solugao encontrada é: x7 = 0.3831; x5 = 0.2954; =5 = 0.2710 e =) = 0.0585 u.m. de

cada um dos tipos de tinta

Comparacao entre os métodos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel

Podemos entao, comparar as aproximagoes obtidas pelos métodos, utilizando a norma do

méaximo (norma infinito) do vetor residuo associado a cada uma das aproximagoes.

C) I SR C)
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40 80 0 30 10 0.3828 0.025

1 @ 27 0 80 10 10 0.2984 —10.239
T = — . =
31 16 20 60 72 0.2992 —1.7448
2 4 0 0 8 0.0375 0.1688

Calculando a norma do maximo temos Hr(2) Hoo = max|rq| = 10.239

40 80 0 30 10 0.3831 0.6370
5 1) _ 201 | 0 80 10 10 ‘ 0.2954 _ 0.0730
31 16 20 60 72 0.2710 —1.5096
2 4 0 0 8 0.0585 —0.0004

Calculando a norma do méximo temos ||r® Hoo = mazx|re| = 1.5096

3. Comparando as normas do vetor residuo, podemos concluir que a melhor aproximagao ao

finalizar duas iteracoes é a obtida pelo método de Gauss-Seidel para este exemplo.

44



Capitulo 3

APROXIMACAO DE FUNCOES

3.1 Interpolacao

3.1.1 Interpolacao polinomial

Considere uma fungao f(z) definida em zg,x1, -+, x,, (n + 1) pontos distintos de um intervalo

[a,b], e denotemos y; = f(x;) i =0,1,---,n conforme a representacao na Figura 3.1

Y _ f(x)

g =a Xy t, =b x

Figura 3.1: Grafico da fungoes f(z)

Interpolar esta fungao f(x) definida em xg, z1, - - -, x,,, (n+1) pontos distintos de um intervalo
[a, b] consiste em aproximar esta fun¢do por um ponlinémio ¢g(z) de grau menor ou igual a n,
tal que coincide com a funcao nestes pontos, isto é, g(x;) = f(z;) =y; i =0,1,---, n.

Apresentamos a seguir o teorema que garante a existéncia e a unicidade do polinémio que

desejamos determinar.

Teorema 3.1 FEzxisténcia e Unicidade
Seja f(x) definida em xg, 21, -+, x,, (n + 1) pontos distintos de um intervalo [a,b], en-

tao existe um unico polinémio P(x) de grau menor ou igual a n tal que P(z) = f(z;) = v

i=0,1,---,n.

45



Demonstragao 3.1 Considere o polinémio de grau n, P(x) = a, X" +a, 1 X" '+ -+a; X +ag
tal que P(x;) = f(z) =y; i =0,1,---,n.

Desta forma, temos:

—1
Al + ap1xy -+ a1z + ap = Yo

-1
Ty + Qp 1)+ Farr +ag =y

a4 ap x4 g, + ag = Yy

Podemos observar que temos um sistema de equagoes lineares Az = b, onde x = (an, Gp_1, ", o),

b= (Yo,y1, ", Yn) € a matriz A é dada por:

R |
1
" al ooz 1
1 Lo 1
A pr—
[ kR S |
n n n

O det(A), chamado de determinante de Vandermonde, é dado por:

det(A) = []ic;(wi — x5)

Como os pontos x; 1 = 0,1,---,n sdo distintos, seque que det(A) # 0, o que significa que o
sistema linear possui uma unica solugao e, portanto, os coeficientes ag, ay,- - -, a, do polindémio
sGo unicos calculados pela resolugao deste sistema. Em resumo, o polinémio P(x) eziste e é

unico.

Defini¢ao 3.1 Denominamos polinémio interpolador de uma fun¢ao f(z) definida em xg, z1, - -+, Xy,
1) pontos distintos de um intervalo [a,b], ao polindmio g(x) de grau menor ou igual a n, que

coincide com a fungdo nos pontos x; i =1,---.n, isto €, g(x;) = f(x;)) =y, i=1,---,n.

Representamos graficamente, conforme figura 2.2:

L]
fix

P(x)

Figura 3.2: Gréfico das fungdes f(z) e g(x) em seus pontos de intersecgao.

Embora o polinémio interpolador g(z) coincida com a fung¢do nos pontos de interpolagao

xo,T1,: ", Ty, espera-se que P(T) = f(T) para T # z; i = 0,--+,n, ou seja, estimamos f(x)

pelo polindmio interpolador e cometemos um erro nesta aproximacao, dado por:
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E(T) = f(7) — 9(7)

Podemos representar graficamente, conforme Figura 2.3:

o |

v(x)
rix)
flxa)

Jixg)
p(x)

&) -

fixq)

Il
Y
=|
[l
o

Figura 3.3: Gréafico do erro da aproximagao das fungoes f(x) e g(x) .

Apresentamos, a seguir, uma expressao geral para o erro cometido quando aproximamos

uma fun¢ao f(z) por um polinémio interpolador g(z).

Teorema 3.2 Seja f(x) uma fungao definida em xqg, 1, - -+, T, (n+ 1) pontos distintos de um
intervalo [a,b] e (n + 1) vezes diferencidvel. Se P(z) interpolar f(z) nestes pontos, entio o

erro cometido E(x) é dado por:

Onde

Demonstracao 3.2 Cosidere © € [xg, z1].

i) Sex =x;1=0,1,---,n, entao Y(x;) =0 e, portanto, temos f(x;) = P(x;) e a expressao

dada para o erro € vdlida.

i) Se x # x5, i =0,1,---,n, construimos uma fun¢ao auxiliar:

f(z) — P(z)

d(s) = f(s) — P(s) — g(x)(s), s € [wg, zn] com g(x) = )

Caso s = x = x;, entao:

d(xi) = f(x:) — P(w;) — g(w)(2;) = 0

Caso s = x # x;, entdo:
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Assim, ¢(s) anula-se em pelo menos (n+2) pontos de [z, x,], isto €, nos pontos x,xg, Ty, -+, Ty.

Desta forma, pelo teorema de Rolle do cdlculo diferencial e integral, temos que:

@' (s) possui pelo menos (n+1) raizes em [zo, x1].

¢"(S) possui pelo menos n raizes em [xg, x,]

¢ (s) possui pelo menos 1 raiz em [xq, 2.
Seja & uma raiz de "V (s), isto €, "V (€) = 0. Derivando ¢(s) (n + 1) vezes, temos:

o (s) = fH () — 0 — g(x)(n +1)!

HI(E) = F(E) — gla)(n+ 1) =0
Portanto,
AGRI)
9(x) = (n+1)!

e conforme a defini¢ao da fungao g(z), seque que

f() = Plx) _ (g
o@) (it

ou, ainda,

Fr(E)

Portanto, o erro cometido € dado pela expressao proposta:

Y(z) !f(n+1)<§) £ € [, 7]

E(x):f(l‘)—P(l’):m

Limitante superior para o erro: Na expressao do erro do Teorema 2.2, o parametro &
nao é conhecido no intervalo [zg, z,] e, portanto, ndo é possivel calcular o valor numérico de
fHD(€). Desta forma, apresentamos uma estimativa para o erro como segue:

Temos:

Podemos escrever:
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¥ ()]

()]
(n+1)! M

[Ele)] = (n+1)!

| F (9] <

)i |
(n+1)!

Observacao 3.1 Podemos calcular uma estimativa para o erro somente tivermos a exrpressao
analitica da funcao f(x), pois, de acordo com a formula do limitante superior para o erro,

devemos dispor da (n + 1)-ésima derivada dessa fungao.

Nos casos em que tivermos apenas a funcao tabelada em um niumero finito de pontos, sabe-

mos que estamos cometendo um erro no ponto a ser avaliado, mas nao € possivel estimd-lo.

3.1.2 Foérmula interpoladora de Lagrange

Seja f(x) definida em xg,z1,---,2, (n+ 1) pontos distintos de um intervalo [a, b] e yi = f(z;)
i=0,---,n.
Considere o polinémio na formas:

n

P(z) = yolo(z) + yila(x) + -+ yils(x) + - - - + ynln(7) = Zyklk(x)
=0

Mostremos que P(x) é um polinémio interpolador, isto é, P(x) =y; i =0, -+, n.
Desta Forma, temos:

P(x;) = yolo(z) + yila(z) + -+ +yili(@i) + -+ yaln(z) =y, i=0,---,n.

Para que P(z) =y; i = 0,---,n, é suficiente que:

l(x;) =0  para i#k; Il(z;)=1 para i=k

Para que o polinémio P(z) satisfaca esta propriedade, podemos considerar:

(r —xo)(x — 1) (T — Tp—1) (T — Tpgr) - -+ (T — )

lk(z) = (xp — zo)(xh, — 1) -+ (2, — Tp_1) (T — Tpgr) -+ - (T — )

Ou, ainda,

- xr — ZL’j
j=0#k R

Assim, temos a formula de Lagrange para o polindémio interpolador:
P(x) = yili(w)
k=0

3
Exemplo 3.1.1 Considere a funcgao f(x) = 21 i :1:; definida nos pontos conforme, Tabela 3.1:
x
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Tabela 3.1: Tabela com 3 pontos do Exemplo 3.1.1.

T 0.1 02 | 04
F(z) | 2.82 | 2.67 | 2.43
Fonte: [1], p. 134.

Determine o polinémio interpolador de f(x), usando a férmula de Lagrange, avalie f(0.25)
e um limitante superior para o erro.
Neste caso, temos P(z) = yolo(z) + y1l1(z) + yola(z) de grau 2.
construgao dos l(x):

bo() = (z—z1)(x—22)  (x—-02)(x—04)  2>—-0.62+038
O = o — ) (w0 —22)  (01-02)(02—04) 0.03

() = (x—zo)(x—22)  (z—01)(x—04)  2°—0.5z+0.04
() = G ) —m) ~ (02010204 ~ =002

Iy (z) = (7 — o) (2 — 1) _ (x —0.1)(x — 0.2) _ 22 — 0.3z 4 0.02
(I2 - ZEO)(Q]Q — I‘) (04 — 01)(04 _ 02) 0.06

Assim,

2 -
P(z) = (2.82) [ z 066(3);; 0.08 } + (267 { v 0.5(;1;0; 0.04

2 _
22 — 0.3z + 0.02 ] — 2% 1874 2.99

2.43
(243) 0.06

Portanto, temos:
P(r) =22 —1.82 +2.99 e f(0.25) = P(0.25) = 2.6025

Limitante superior para o erro: A partir da formula do limite superior para o erro:

|E(x)] < (=)l M, com M= max |f")(z)|,z € [xg, x,] para n = 2 temos:

(n+1)!
(x — x)(x — 1) (T — x2) 1 £(3)
|E(z)| < o M, com M = méx|f®)(z),z € [0.1,0.4]|
—12
Como f®)(z) = TEL ¢ uma funcao decrescente em modulo no intervalo 0.1, 0.4], temos
T
que:

| f®(2)| assume o valor maximo em x = 0.1, ou scja:
max |f(3)(m)‘ = 8.1962

Assim, temos um limitante para o erro no ponto interpolador x=0.25, como segue:

(0.25 — 0.1)(0.25 — 0.2)(0.25 — 0.4)

|B(0.25)] < -

(8.1962) = 0.0015
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3.1.3 Foérmula interpoladora de Lagrange para pontos equidistantes

Considere uma fungao f(x), definida em xg, x1,, -+, z, (n+1) pontos distintos de um intervalo
[a,b], tais que ;11 —2x; =hi=0,---,n—1 (pontos equidistantes).

Neste caso, é possivel fazer uma mudancga de variavel conveniente e obter o polindémio interpola-
dor usando a férmula de Lagrange de maneira mais simples, isto ¢, com algumas simplificagoes
nos calculos.

Consideramos a seguinte mudanca de variavel:

0 .
ou ainda z = xg + uh

u =

h

Desta forma, temos a seguinte correspondéncia dos valores da variavel x com a nova variavel

u, conforme Figura3.4.

Figura 3.4: correspondéncia dos valores da variavel x com a nova variavel u

Podemos observar na Figura 2.4 a correspondéncia dos pontos tabelados na variavel x, com
os pontos da varidvel u. Os pontos xg, x1,- -, Z,, com espacamento h, possuem uma corres-

pondéncia tnica com os pontos 0,1, ---,n, com A = 1, o que torna os calculos bem mais simples.

Nesta situacao de variavel temos as seguintes propriedades:

Demonstracao 3.3 Sabemos que x = x¢g + uh e que x, = xo + rh, desta forma, temos:
a) (x —x,) =29+ uh —x9 —rh=(u—1)h
b) (v, —x5) =29 +1h — 20 — 8h = (r — s)h

Aplicando as propriedades a) e b) na expressao lx(z), dada por:

(x —mo)(x —a1) - (& — wp1) (@ — Tpsr) - (& — )
(zr — o) (@ — @1) -+ (T — Tp—1) (T — Tpy) - -+ (T — Tn)

temos na varidvel u a sequinte expressao pa l(u) :
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() = (u—0)h(u—1)h-(u—(k—1)h(u—(k+1))h---(u—n)h

g (k—0)h(k—1)h---(k— (k—1)h(k — (k+1)h---(k —n)h
_(w=0)u—-1--(u—(k=1)(u—(k+1))---(u—n)
(k=0)(k=1)-- (k= (k=1)(k—(k+1))---(k—n)

Portanto,

Assim, podemos escrever o polindmio interpolador, formula de Lagrange, para pontos equi-

distantes na varidvel u da sequinte forma:
P(z) = yele(u)
k=0

Note que lx(u) nao depende dos pontos de interagao originais e, portanto, sio os mesmos

para qualquer cdlculo de polindémios interpoladores de grau < n.

Limate superior para o erro para os pontos equidistantes: Para pontos equidistantes,

um limaitante superior para o erro € dado, baseado no sequinte resultado:

Teorema 3.3 Seja f(x) uma funcao definida e (n+ 1) vezes diferencidvel num intervalo [a, b].
Sejam xg, 1, -+, Ty, (n+ 1) pontos distintos e equidistantes deste intervalo. Se P(x) interpola

f(z) nestes pontos, entdo o limitante superior para o erro € dado por:

hn+1
[B@)] = /() = P)l < go—7y
onde,
M = mdz | f*(x)]  x € [0, 2]

Exemplo 3.1.2 Considere a fungaof(z) = cos(x), tabelada nos pontos como seque:

Tabela 3.2: Tabela com pontos equidistantes 3.1.2.

T; 0.2 0.4 0.6
f(z;) | 0.9801 | 0.9211 | 0.8253
Fonte: [1], p. 137.

Determine o polinomio interpolador usando a formula de Lagrange, estime f(0.3) e um

limitante superior para o erro.

Resolugao 3.1.1 Neste caso, consideremos um polindomio de grau < 2.
P(u) = yolo(u) + y1li(u) + yala(u)
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P(u) = (0.9801) { W 1 +(0.9211) { v _12“ ] +(0.8253) { “22—“ ] =

= —0.0184u? — 0.0406 + 0.9801
Portanto, temos o polindémio interpolador:
P(u) = —0.0184u? — 0.0406 + 0.9801

Para avaliar f(0.3), temos de fazer a mudanca de variavel, isto é, determinar o correspon-

dente valor de u para x = 0.3:

(r—x0) 03-02

0.5
h 0.2

u =

Assim, f(0.3) = P(0.5) = 0.9552 Limitante superior para o erro:

hn+1 h3
|E(z)| < mM = 5M
onde
M=méx|f®)(z)| = sen(0.6) = 0.5646
Assim,
£(0.3)] < <Oé)3(o.5646> — 0.0004

3.1.4 Breve Historia de Newton

Figura 3.5: Isaac Newton (1643-1727)
Fonte: [12]
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Isaac Newton nasceu em Londres, no ano de 1643, e viveu até o ano de 1727. Cientista,
quimico, fisico, mecanico e matematico, trabalharam junto com Leibniz na elaboracao do célculo
infinitesimal. Durante sua trajetoria, ele descobriu varias leis da fisica, entre elas, a lei da
gravidade. Este cientista inglés, que foi um dos principais precursores do Iluminismo, criou o
binémio de Newton, e, fez ainda, outras descobertas importantes para a ciéncia. Quatro de suas
principais descobertas foram realizadas em sua casa, isto ocorreu no ano de 1665, periodo em
que a Universidade de Cambridge foi obrigada a fechar suas portas por causa da peste que se
alastrava por toda a Europa. Na fazenda onde morava, o jovem e brilhante estudante realizou
descobertas que mudaram o rumo da ciéncia: o teorema binomial, o calculo, a lei da gravitacao
e a natureza das cores.

Dentre muitas de suas realizacoes escreveu e publicou obras que contribuiram significativamente
com a matematica e com a fisica. Além disso, escreveu também sobre quimica, alquimia,

cronologia e teologia

3.1.5 Foérmula interpoladora de Newton

Apresentamos, a seguir, a féormula interpoladora de Newton, a qual é construida a partir do
conhecimento das diferencgas divididas como segue:

Diferencgas divididas
Seja f(z) uma fungao continua, (n + 1) vezes diferenciavel e definida em zg, z1, -+, z,, (n + 1)

pontos distintos de um intervalo [a, b].

Definicao 3.2
Diferenca dividida de ordem zero
Definimos diferenca dividida de ordem zero de uma fungao f(z) definida nos pontos x; i =

0,1,---,n por:

flzi) = f(z;)) i=0,1,---,n

As diferencas divididas de ordens superiores sao didividas recursivamente, como segue:

Definicao 3.3

Diferenca dividida de ordem n

Definimos diferenga dividida de ordem n de uma fungao f(x) definida nos pontos x4 = 0,1,---,n
por:
f[$07x17 e 7xn] = f[xlny, - ,.flfn] — f[xo’xh e 7xn71]
(Tn — 20)

Podemos tabelar de forma conveniente as diferencas divididas, notando que as diferencas
de oredem 1 sao calculadas a partir das diferengas de ordem zero, as diferencas de ordem 2, a

partir das diferencas de ordem 1 e, assim sucessivamente, como seque:
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Tabela 3.3: Diferencas divididas de ordem n3.3.

z | Ordem 0  Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 e Ordem n
T flzo]
flwo, z1]
T fla] flzo, z1, x2]
flxy, x2] flzo, 1, 22, 23]
T2 flza] flxy, z2, 23]
f[.fL'Q,CL'g] f[zla'r2a$3am4]
x3 | flos] [lw2, 23, 24] 5 flzo, x1, 22, -, 2]
f[:U?n :U4] :
T4 f[fL'4] f[$n—3a Tn—2,Ln—1, -Txn]
f[mn—Qy Tn—1, xn]
: : f[xnfla xn]

Fonte: [15], p. 221.
Exemplo 3.1.3 Construir a tabela de diferancas divididas da fun¢ao f(x) = 1/x definida sobre
0s pontos xo = 1,21 = 2,09 = 4,23 = 5.

Construcao das diferancas divididas:

Diferencas divididas de ordem zero:

flzo] = f(zo) =1
fled] = f(z1) =1/2
flaz] = fla2) =1/4
flas] = flzs) =1/5
diferencas divididas de ordem 1:
=Sl (220 o fe) i) (Q/A-12)
S I A e L R
flwg, ws] = 1) @1 ~1/20

Diferengas divididas de ordem 2:

flea, @] — flwo,m]  1/8
(3 — o) (3)

flza, x3] — flx1, 2] _ —1/20+1/8
($3—I’1) 3

flzo, 1, 20] = 1/8

flr1, w9, 23] = = 12/160

Diferengas divididas de ordem 3:

f[xo,xl,xg,xg,] _ f[.ﬁﬂl,l'Q,iL'g] — f[l'o,l’l,l'g] _ (12//160 — 1/8) _ —2/160
(z3 — o) 4
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Tabela 3.4: Diferencas divididas do exemplo anterior

z | Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3
1 1

-1/2
2 1/2 1/8

-1/8 —2/160
4 1/4 12/160

—1/20
5 1/5

Fonte: [1], p. 143.

Os célculos podem ser convenientementes arranjados no tabelamento das diferencas dividi-

das, conforme segue:

Teorema 3.4 Seja uma fungio continua, (n+ 1) vezes diferencidvel no intervalo [a,b]. Sejam

T, X1, -+, Tp(n + 1) pontos distintos de [a,b]. Entao temos:

f[x07x17"',$n]zz _ f(z;)
=0 H (zj — 1)

k=0,k#j

Corolario 2.1 flzg,z1,- -, %, = flxjo, %1, -, Tjn], onde jo,J1, -, Jn € qualquer permu-
tacao de 0,1,---,n.

Desta forma, podemos escrever as diferencas divididas em qualquer ordem, como segue:

flzo, x1] = flz1, 20

flzo, x1, 2] = flan, w0, 22] = ...
Segue desses resultados o seguinte corolério:
Corolario 2.2

f[x079:17'"7$j—17$j—17"'7xn] _f[$07$1a"'7$k—17$k+17'"73771] j;ék
(zk — ;) ’

f[x(),l'g,"'7.rn] =

Baseando-se nos resultados obtidos das diferencas divididas, podemos agora determinar uma
nova férmula interpoladora, denominada férmula de Newton.
Considere uma fungao f(x) continua definida em zg, 1, -+, 2, (n+1) pontos distintos de um
intervalo |a,b].

Determinamos os pontos zg e x, temos:

flzl = flwo]

(x — x0)

f[x07 JJ] =

y L # To
Portanto,

f(x) = fxo) + (x — o) flwo, 2]
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Da mesma forma, considerando os poontos g,z e x, temos:

f[iUO, l’] - f[%ﬂl]

(x — 1)

T F T

flwo, z1, 2] =
Substuindo f[z, z] na expressao anterior, temos:

f(z) = flwo] + (¥ — 20) 0, 21] + (T — 0) (T — 1) f[70, 71, 7]
Assim, sucessivamente, temos:

f[%,ﬂé‘h"',xn—l,x] - f[%,l’h"‘axn]

flro, 1, -, xp, 2] = @) T F Xy,
f(x) = flzo] + (x — x0) flwo, 1] + (v — @0)(x — 1) fl0, X1, T2] + -+ - + (T — T) (T — 71)
(@ =) flro, T, xn] + (2 —x0) (2 —20) -+ (= @) flao, 21,0+, T, X

Desta forma, podemos escrever:

onde

P(x) = flxo] + (x — x0).flwo, 1] + (¥ — x0).(x — 21). [0, ¥1, T2] + - +

(x —x0).(x —x1) -+ (& — xp1).flwo, 1, - -+, T
R(z) = (x — xg).(x — 1) - - - (x — xy,). flwo, 1, - -+, Ty, 7]
Teorema 3.5 Seja f(x) uma fungio continua e definida em xg, 1, -+, To(n + 1) pontos dis-

tintos de um intervalo [a,b]. O polinémio de grau # n baseado nas diferencas divididas, dado

por:
Po(z) = flzo] + (7 — 20). f[20, 21] + (2 — 20).(7 — 21). f20, 71, T2+
+-+(r—xo)(x— 1) (= 2pq).flmo, 1, - -, )
interpola f(x) nos pontos xg,x1, -+, Tp.

Demonstracao 3.4 Inicialmente notamos que P,(x) € um polinémio de grau # n, uma vez

que o termo de maior grau € obtido pelo produto de monémios: (x — xg).(x — x1) -+ (x — x4,).

Mostramos, agora, por indu¢do finita sobre n, que P,(x;) = f(x;) comi=0,1,--- n.

Paran =1, temos dois pontos xy € x:

Pi(z) = f(xo) + (v — x0). f[wo, 21]
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Subtituindo x = x¢ € x = x1, entdo:

Pi(x0) = f(xo) + (zo — @0). f [0, 21] = f(0)

f(z1) = f(z0)

Pi(z1) = f(xo) + (21 — @0). flwo, 21] = f(20) + (21 — 20). = f(z1)
(21 — 20)
o que mostra que Py(x) interpola f(z) em x =9 e x = 1.
Suponha vdlido para (n—1), isto é,P,_1(x;) = f(x;) comi=0,1,--+ ,n—1, mostremos que

também vale para n.
Seque da defini¢ao de P,(x) que:
Px)=P,_1(z)+ (x —xo)(x — 1) - (x — ) - (T — 1) flTo, @1, -+, X0
Assim, parai=0,1,---,n— 1 temos:

Pn(l'z) = Pn—l(xi) + (ZL‘Z — l’o)(l’l — l’l) cee (ZL‘Z — l‘l) ... (ZL‘Z — l’n_l).f[l‘o, Ty, ,In]
= Ppa(w:) = (i)

A dltima iguadade seque da hipdtese de inducao.

Resta demonstrar que,

Po(x) = f(z0) + (zn — 20). f70, 1] + (20 — T0).(T0 — 21). f[W0, 71, T2+

o (1 = w0) (T — 1) (T — Too)-flTo, 21,0, T

Para x = x,, temos que R(x,) = (v, — xo).(xy, — 1) -+ (Tp — xpn). fl20, 21,y Ty xp] =0

Desta forma, podemos escrever:

f(xn) = f(xo) + (xn - IO)-f[CUOa Il] + (xn - xO)-(In - xl)-f[x[),xhlé]‘i‘

e (= w0) (T — 1) (T — Too)-flTo, 21,0, T

Assim, temos:

Po(zn) = f(x,)

Portanto, para todo i = 0,1,---,n temos que P(x;) = f(x;), o que demonstra que P(x)

dado é um polinémio interpolador da fun¢ao f(z).
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Teorema 3.6 Seja f(x) uma fungao continua e suficientemente diferencidvel no intervalo |a, b

e definida em xg, 1, -+, x,(n + 1) pontos deste intervalo. Entao, para x € [a,b] e x # x; com
1=0,1,---,n, temos que:
n+1
flro, @1, T, 2] = {n +(1£))! com & € [a, b]

- - )

Demonstracao 3.5 Do teorema 3.2, f(x) — P(x) = (v — xo)(x — x1) - -+ (x — mn)m
n !

Porém,

f(x) = P(z)=R(z) = (x — x0)(x — x1) - - - (x — ). f[wo, X1, + -, T, ]

Portanto, para r # x;, temos:

n+1
flro,z1, 2, 2] = (j;zT(l{))' com & € [a, b]
Assim, dados (n+ 1) pontos distintos xg,x1,- -+, T, em um intervalo [a,b] e (n+ 1) valores
de f(x) nos pontos z;, com i = 0,1,--- n, o polinémio interpolador, formula de Newton, é

construindo sequindo 0s passos:

1. Parai=0,1,---,n, faca flx;] = f(x;) (diferenca de ordem zero)
2. Parar=1,2,---,n, faca:

3. Parai=0,1,---.,n—r, faca:
AN

flro, z1, -, xn, 2] = T com & € [a, b]

4. O polinémio interpolador é dado por:

P(z) = f(zo) + Z {ﬁ(w — ;). flzo, @1, -+ ,Ij+1]}

i=1 ;=0

Exemplo 3.1.4 Considere a fungio f(x) = e* + sin(z) tabelada como seque:

Tabela 3.5: Tabela com pontos equidistantes 3.1.4

z; | 0| 05 | 10
Flz) | 1] 212 | 355
Fonte: [1], p. 147.

Determine o polindémio interpolador usando a formula de Newton; avalie f(0.7) e um limi-

tante superior para o erro.
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Solucgao 3.1.1 Neste caso, temos um polindémio interpolador de grau < 2 dado por:
P(z) = flzo] + (x — xo). flxo, z1] + (x — x0).(x — 21). f|x0, 21, 2]

Tabela das diferencas divididas:

Tabela 3.6: Diferencas divididas do exemplo 3.1.4

z | Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2
1 1
2.24
2 2.12 0.62
2.86
4 3.55

Fonte: [1], p. 143.
Assim, temos:
P(x) =1+ (z—0).(2.24) + (x — 0).(z — 0.5).(0.62) = 0.622? + 1.93z + 1

e, portanto,

f(0.7) =2 P(0.7) = 2.6548
Para avaliar um limitante superior para o erro, usamos:

()

(n+1)!

|E(z)| < mdz| ") ()| com x € [wo, 2,

Assim, para n = 2, temos:

(x — zo)(x — 1) (x — 22)

3!

|E(z)] <

maz| f®) (z)| com z € [0,1]

Como a fungdo f®(z) = e —cos(z), € uma fungdo crescente em mddulo no intervalo [0, 1],

seque que:
madz| f®) (z)| = 2.1780, em z = 1

Assim, temos um limitante para o erro no ponto interpolador x = 0.7 dado por:

(0.7 = 0)(0.7 — 0.5)(0.7 — 1)
6!

|E(0.7)] < (2.1780) = 0.0152

60



3.2 Meétodo dos minimos quadrados

O estudo do topico interpolador polinomial neste capitulo, fornece uma maneira de aproxi-
marmos uma fungao por um polindémio, com a caracteristica que este coincida com o valor da
fungao em alguns pontos, isto é, P(z) = f(x;) i = 0,1, ..., n, e dizemos que P(z) interpola a

fungao f(x) nos pontos g, x1, ..., T,. Assim, P(x) é uma aproximagao para a func¢ao f(z).

Apresentamos, nesta se¢ao, uma forma alternativa para aproximar uma fungao f(z) usando
o método dos minimos quadrados, o qual consiste em, conhecidos os valores de f(z) em n pon-
tos, determinar uma funcdo g(z) que melhor se aproxime de f(z), Esta melhor aproximagao
seréa definida a seguir, e a fungao g(x) pode ser combinagao de fungoes polinomiais, exponenciais

logaritimicas, trigonométricas etc.

3.2.1 Caso discreto

Inicialmente, consideramos o caso em que a fungao f(z) é definida em um conjunto discreto,
isto é, a funcao é conhecida em m pontos, geramente obtidos em experimentos, conforme a

Tabela 3.7:

Tabela 3.7: Tabela com m pontos .

X I xI9 tee Tm

f@) | flz) flao) - f(zm)
Fonte: [1], p. 158.

Graficamente, temos a disposi¢ao dos pontos obtidos no experimento na figura 3.6:

[Tt s

X; X X3 | i L. al | X,

Figura 3.6: Distribui¢cao dos m pontos no plano cartesiano.
Fonte: [1], p. 158

Observando a disposi¢ao dos pontos (x;, f(x;)) i=1, ..., m na Figura 3.6, vemos que g(x)

possui o comportamento de uma reta, isto ¢, um polinémio de grau 1:
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9(x) = a191(x) + azgso(x) = a1 + ay

com gi(x) =z e go(x) = 1. Assim, escolhemos uma familia de fungoes as quais dependem dos

parametros a; € as.

O problema agora consiste em determinar os parametros a; e a; de modo que a fungao
g(x) se ajuste melhor aos dados da tabela. Para falar em "melhor ajuste", temos de ter um
critério para a escolha dos parametros a, e as, isto é, ter uma medida para o erro cometido

nesta aproximacao.

Defini¢ao 3.4 Definimos e(x1) = f(x;) — g(x;) como o erro ou o desvio cometido numa apro-

zimagao de uma funcao f(x) por uma funcao g(x), nos pontos z; i =1,--- m.

Desta forma, desejamos determinar uma fungdo g(z) de modo que nos pontos z; para

i = 1,---,m os desvios sejam "pequenos". Neste caso, é tentador desejar que a soma dos
m

erros seja minima, isto ¢, que E e(z;) seja minima. Entretanto, este fato ndo traduz que g(z)
i=1
seja uma "boa"aproximacao para a funcdo f(z), como podemos observar na figura 3.7, em

que a funcdo g(x) que melhor se aproxima de f(x) é a reta 1, que passa pelos pontos dados e
2

Z e(z;) = 0.

i=1
2

No entanto, quando tomamos a reta ro , temos também que g e(z;) = 0 e esta reta nao é uma
i=1
"boa"aproximagao para a fungao f(x), embora a soma dos erros seja zero, o que nao significa

que os erros sejam nulos, pois somamos grandezas numéricas com sinais opostos, podemos notar

que e(x1)>0 e e(z)<0 para a reta ro.

A
£(x)

(x1.£(x1))

(x1,f(x2))

o /

Figura 3.7: Representacao das retas ry e rs.
Fonte: [1], p. 159

Um critério para obter e(x;) ¢ = 1,---,m pequenos em todos os pontos da tabela seria
m

considerar a soma g le(z;)| minima, porém este critério acarreta dificuldades de resolugao,

i=1
pois a func¢ao valor absoluto nao é diferenciével na origem.
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Uma maneira para contornar esses problemas consiste em considerar uma medida para o

erro da seguinte forma:

m m

minimizar Z e(z;)*> = minimizar Z (f(x;) — 9(%‘))2

i=1 i=1
Assim, considerando o exemplo da Figura 2.1, desejamos encontrar uma fungao g(z) =
a1z + as que melhor se aproxime da fungao f(x), de forma que E(ai,az) = Z (e(;))? seja

i=1
minimo. Do céalculo diferencial, se a fun¢ao E(aq, as) possui um ponto de minimo, entao suas

derivadas parciais devem ser nulas, isto é,

0B, 0E
aal_ 8a2_

Derivando E(aq,as) com relagdo a variavel ”"a;”, temos:

oF
8(11 aal 1

(%1 (Z(aw +ay — f(mi))2) — Z 2(a1z1 + as — f(x:))z; =

Ms

=2 [alzx?jLaQin] =2 [Z:ﬁzf(xl)] =

Assim, temos:

)
(Z xf) a + (Z %,) ag = szf(%)

Derivando E(ay,as) com relagao a variavel ay, temos:

8ia2 = 8ia2 (Z(e(mz))2> = (%2 (Z(aﬂi +ag — f(xz))2>

i=1

Assim, temos:

ii)

=1



Portanto, os parametros a; e a; que minimizaram o erro E(aq, as) necessidade satisfazem o

seguinte sistema de equagoes lineares:

<Z %2) ay + (Z Jiz) az = Z(xzf(%))

i=1

(Z xl> ay +mag = Zf(xl)

O sistema de equagoes obtido é chamado de sistema de equagoes normais, o qual pode ser
resolvido por qualquer método visto anteriormente.
Particularmente, o método de Cholesky pode ser aplicado, pois o sistema de equagoes normais
possui a matriz A do sistema simétrica e definida positiva.
Prova-se que a solucao do sistema de equagoe normais nos parametros a; e as, de fato minimizam

a soma dos quadrados dos erros.

3.3 Aplicacao

3.3.1 Breve histéria de Charles Wiggins Cobb e Paul Douglas

SEM
REGISTRO
FOTOGRAFICO

(a) Charles Wiggins  (b) Paul Douglas
Cobb (1875-1949)

Fonte:|6]

Segundo a [8], Charles Wiggins Cobb (1875-1949) foi um mateméatico e economista ameri-
cano. Ele publicou muitos trabalhos sobre ambos os assuntos, no entanto, ele é mais famoso
por desenvolver a fungao de producao de Cobb-Douglas em economia. Ele trabalhou neste
projeto com o economista Paul H. Douglas que as palestras na Faculdade Amherst , em Mas-
sachusetts. Em 1928, Charles Cobb e Paul Douglas publicou um estudo no qual modelou o
crescimento da economia americana durante o periodo de 1899 - 1922. Eles consideraram uma
visao simplificada da economia em que a saida de producao é determinado pela quantidade de
trabalho envolvido e da quantidade de capital investido. Embora existam muitos outros fatores
que afetam o desempenho econdémico, o modelo provou ser notavelmente precisas. Ele também
é autor de varios livros e panfletos em seu tempo, incluindo, "O desenvolvimento assintotica
para uma determinada fungao integrante da ordem zero", em 1913, enquanto trabalhava para

atingir seu doutorado em Matemética.
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3.3.2 Determinagao dos parametros a e b da funcao de Cobb - Dou-

glas, através do método dos minimos quadrados

Em 1928, Charlles Cobb e Paul Douglas publicaram um estudo no qual modelavam o
crescimento da economia norte americana durante o periodo de 1899 a 1922. Eles consideraram
uma visao simplificada na qual a producao é determinada pela quantidade de capital investido
e mao de obra empregada. Apesar de existirem muitos outros fatores afetando o desempenho
da economia, o modelo mostrou-se bastante preciso. A func¢ao exponencial encontrada para
modelar a producao era

P(L,K)=bL*K'"™™ (3.1)

onde P ¢é a producao total (valor monetario dos bens produzidos no ano), L , a quantidade
de trabalho (nimero total de pessoas-horas, trabalhadas em um ano) e K a quantidade de
capital investido (valor monetario das maquinas, equipamentos e prédios). A Equagao 3.1 é
solugdo da EDP 3.2. (ver em: [18], 2011, p.816-817).

OP dL N oP dK
oL dt 0K dt

Desse modo, vamos primeiramente linearizar a Equacao 3.1 para determinar os parametros

—p (3.2)

a e b, através do método dos minimos quadrados de Gauss.

O objetivo principal é verificar se o modelo de Cobb-Douglas foi satisfatorio para a previsao

da economia americana no periodo mencionado anteriormente.

A resolugdo da Equagao 3.2 encontra-se em [18]. Para se determinar os parametros men-
cionados, aplicou-se o método dos minimos quadrados, de acordo com [2], sendo que em seus
estudos, os autores deste paper, demonstraram a linearizagao da funcao exponencial, o confec-

cionamento e tabulagao da figura 3.8.
A seguir, a linearizacao da funcao de Cobb - Douglas.

Primeiramente, dividiu-se a Equagao 3.1 por K:

P Le

aplica-se o logaritmo natural em ambos os membros da Equacgao 3.3, temos

In (g) —In (b- %) (3.4)

no segundo membro da Equacao 3.4, utiliza - se da propriedade da multiplicacao de loga-

ritmos,
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ln(%)zﬁﬂHJn(%)a (3.5)

e em seguida, a propriedade de poténcia de logaritmos na Equagao 3.5

m<§>:hw+aln<%). (3.6)

Observe que a Equagao 3.6 esté linearizada e pode ser escrita como

Y =a+ax (3.7)

onde o intercepto com o eixo dos Y, da Equacao 3.7 corresponde a

as = In (b) (3.8)

e o coeficiente procurado «

a; = a. (3.9)

De imediato, a Equagao 3.8 fornece de imediato o parametro b que se esta procurando:

b=e™. (3.10)

Mas, para sabermos o valor numérico dos parametros « e b, deve-se primeiramente aplicar
o método dos minimos quadrados de Gauss (ver [2] e [5]), para se conhecer os valores de as e ay,
chamados respectivamente de inclinagao (coeficiente angular) e intercepto da reta. Um sistema
linear facilita a determinagao desses coeficientes, utilizando - se da figura 3.8, os valores de L e
K.
Para facilitar a resolugao do sistema linear 3.11, os dados foram organizados na Figura 3.8 a

seguir:

Para determinar os interceptos as e ay, utiliza - se o sistema linear, com duas equagoes e

duas incognitas as e aq, a seguir:

masg + aq Z T = zm: Yi
i=1

G2Z$z+alz$ szyz
i=1

Da ultima linha da Figura 3.8, cujos valores sao somatorios de suas respectivas colunas,
24

substitui - se no sistema linear da Equacao 3.11, os seguintes valores: n = 24, Z x; = —9.2245
i=1

(3.11)

24 24 24
Y g = —6.69955, ) a7 =5,46198156 e » _ x;y; = 4, 002048:

i=1 i=1
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Ano P L K LK Ln{L/K) P/IK Ln{P/K) [Ln{L/K)]*2 X"y

1899 100 100 100 1 0 L 1 0 0 0

1900 101 105 107 0.981308 -0.018868 "0,943925 -0,05771 0,00035602 0,001089
1901 112 110 114 0.964912 -0.035718 "0.982456 -0,0177 0.00127578 0.000632
1902 122 117 122 0,959016 -0.041847 " 1 0 0,00175118 0

1903 124 122 131 0,931298 -0.071176 "0.946565 -0.05492 0,00506606 0.003909
1904 122 121 138 0,876812 -0,131463 "0,884058 -0,12323 0,01728256 0,016201
1905 143 125 149 0.838926 -0.175633 "0,959732 -0.0411 0.0308468 0,007219
1906 152 134 163 0,822086 -0,19591 7"0,932515 -0,06987 0,03838089 0,013688
1907 151 140 176 0,795455 -0.228842 "0,857955 -0.1532 0.05236847 0.035059
1908 126 123 185 0.664865 -0.408171 "0,681081 -0,38407 0,16660395 0,156768
1909 155 143 198 0.722222 -0,325422 "0,782828 -0,24484 0.10589974 0.079677
1910 159 147 208 0.706731 -0.347105 "0,764423 -0,26863 0,12048222 0,093244
1911 153 148 216 0.685185 -0,378066 "0,708333 -0.34484 0,142934 0,130373
1912 177 155 226 0.685841 -0,37711 70,783186 -0.24439 0.14221186 0,09216
1913 184 156 236 0.661017 -0.413976 "0, 779661 -0,2489 0.17137596 0,103037
1914 169 152 244 0,622951 -0,473288 "0,692623 -0.36727 0,22400125 0,173824
1915 189 156 266 0,586466 -0,53364 "0,710526 -0,34175 0,28477197 0,182371
1916 225 183 298 0.614094 -0.487607 "0,755034 -0.28099 0.23776091 0.137014
1917 227 198 335 0,591045 -0,525864 "0,677612 -0,38918 0,27653242 0,204656
1918 223 201 366 0.54918 -0.599328 " 0.60929 -0.49546 0.35919456 0.296944
1919 218 196 387 0.50646 -0,68031 "0,563307 -0,57393 0,46282174 0,39045
1920 231 194 407 0476658 -0.740955 "0,567568 -0.5664 0.54901435 0.419674
1921 179 146 417 0.35012 -1,04948 70429257 -0,8457 1,10140743 0,887545
1922 240 161 431 0.37355 -0.984704 "0.556845 -0.58547 0.96964143 0.576514
- 3982 3533 5620 16,9662 -9,2245 18,56878 -6,69955 5.46198156 4.002048

Figura 3.8: Dados utilizados na determinagao das incognitas as e a; do sistema linear, Equacao

Fonte:[18]

3.11

24 - ay + ap (—9.2245) =
as (—9.2245) + a; (5.46198156) = 4.002048

—6.69955

cuja solucao as ~ 0.006902618755 e a; ~ 0.7442384666.

(3.12)

Substituindo - se esses valores nas Equagoes 3.9 e 3.10, respectivamente, determina - se

a =~ 0.744238466 ¢ b = 1.006926496, que arredondando - se para duas casas decimais, cuja

funca@o se encontra em [18|.

Agora que se conhece os valores de o e b , substitui-se na Equagao 3.1:

P(L,K)=1.01L"" K%

(3.13)

A funcao linearizada de Cobb-Douglas, obtida substituindo - se os valores de ay e a; na

Equagao 3.7. Entao,

Y = 0.006902618755 + 0.7442384666 - =

(3.14)

O modelo proposto por Cobb-Douglas esta satisfatorio para os dados da economia americana

durante os 24 anos estudados, pois se for usado o modelo obtido na fun¢ao com os parametros

a e b da Equacao 3.13, pode-se calcular a producao nos anos de 1910 e 1920, obtendo-se os

valores aproximados da segunda coluna da Figura 3.1, a saber:

P (147,208) = 1,01 - 1477 . 208%2° ~ 161, 9
P (194,407) = 1,01 - 194%7 . 407%% ~ 235,8
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que estdo muito proximos dos valores dados de acordo com [18]. Apresentaremos os graficos das
fungoes escritas nas Equagoes 3.13 (FIGURA 3.9) e 3.14 (FIGURA 3.10), a seguir:

1O0TK0.2571"075

Figura 3.9: Grafico da funcao de Cobb-Douglas, conforme Equagao3.13

0.75%+ 0,007

06825 1

0375 1

025 7

0125 1

Figura 3.10: Grafico da funcao linearizada de Cobb-Douglas, conforme Equagao 3.14
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho de conclusao de curso, aplicamos métodos numéricos em sistemas lineares. Fize-
mos uso dos métodos de eliminagao de Gauss e a fatoragao de Cholesky e obtivemos resultados
satisfatorios para os dois métodos. E importante lembrar que os dois métodos citados neste
trabalho sao bastante eficazes em sistemas lineares maiores. Ja para os dois métodos iterativos
notou-se que o método de Gauss-Seidel teve melhor eficicia para a aproximacao da solugao
exata do sistema estudado do que o método de Gauss-Jacobi. O método de Gauss-Seidel difere
do Jacobi, em que cada iteracao k sdo utilizados todos os valores da aproximacao x* que foram

acabados de calcular na mesma iteragao, ou seja, no calculo de cada componente 2¥ no método

de Gauss-Seidel usam-se os valores z¥, %, .-+ ¥ | previamente calculados na mesma iteracio
e os valores x|, 2%}, -+ 2F~1 calculados na iteracdo anterior. Para o critério de convergéncia

utilizado nada podemos concluir, pois os dois métodos foram reprovados no teste de convergén-
cia, ou seja, nada podemos dizer sobre qual aproximacao converge para a solucao exata. Em
aproximacao de fungoes mostramos, primeiramente, algumas formas de interpolacao, através de
um polinémio interpolador P(x) que se aproximava e “tocava’ nos pontos z,, do intervalo [a, b],
podemos ver isso em teoria musical, quando fazemos soar uma nota esta gera uma frequéncia, se
tocarmos uma outra nota com tom préximo a esta nota podemos obter o que podemos chamar
de polinémio interpolador, pois se aproxima muito bem do grafico da primeira nota dada. Com
a formula interpolatoria de Lagrange pudemos perceber uma aproximacao que nos forneceu um
erro pequeno, mas alertamos que o exemplo dado obtinha poucos pontos, por isso é indicado
verificar a utilizacao de outros métodos também. Com a féormula de Newton utilizamos a forma
das diferencas divididas, esta que necessita de valores encontrados anteriormente para se chegar
até a ‘n-ézima” diferenca, o que nao torna o calculo mais complicado. Através dos minimos
quadrados tivemos bons resultados aplicando-o no problema proposto, de Cobb-Douglas, ja que
se tratava de uma coleta de dados e o método dos minimos quadrados é recomendado para este
tipo de experimento, em que se tem os valores da fungao f(z). E mesmo utilizando poucos

dados, o método se mostrou bastante eficaz e satisfatorio.
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