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Resumo

Neste trabalho temos por objetivo a abordagem dos conceitos basicos de tensores,
por ser um tema bastante amplo e rico em aplicagoes, tanto na Matematica, Fisica e
Engenharia, nos restringimos a abordagem de tensores de primeira e segunda ordem, uma
suscinta apresentacao dos de terceira e quarta ordem, sem muito detalhes.

Estes conceitos nos leva a diversas aplicagoes como ja mencionado, e entre tantas, no
presente trabalho é abordado tensores voltado a Teoria da Elasticidade, ramo da Fisica que
estuda o comportamento de certos materiais sofrerem deformacoes, ao serem submetidos
a uma determinada forca, e retornando a sua forma original quando tal forca é removida.

Palavras chave: Célculo tensorial, Mecanica dos sélidos, Analise tensorial.



Abstract

In this paper we aim to address the basics of tensor, because the subject was quite
broad and rich applications, both in Mathematics, Physics and Engineering, we restrict
ourselves to tensor approach of first and second order, a succinct presentation of the third
and fourth order, without much detail.

These concepts leads to various applications as already mentioned, and among many of
the present work is addressed tensioners facing the Theory of Elasticity, branch of physics
that studies the behavior of certain materials undergo deformations when subjected to a
given force, and returning its original shape when that force is removed.
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Introducao

Contexto Historico

Os conceitos de andlise tensorial surgiram a partir do trabalho de Carl Friederich
Gauss em geometria diferencial, e sua formulacao foi muito influenciada pela teoria das
formas algébricas e invariantes desenvolvidas durante a metade do século XIX. O termo
"tensor”em si foi introduzido em 1846 por William Rowan Hamilton para descrever algo
diferente do que é entendido hoje por um tensor. O uso contemporaneo foi trazido por
Waldemar Voigt em 1898.

O calculo tensorial foi desenvolvido por volta de 1890 por Gregorio Ricci-Curbastro
sob o titulo de Célculo Diferencial Absoluto, e originalmente apresentato por Ricci em
1892. Tornou-se acessivel a muitos matematicos pela publicagao de Ricci e Tullio Levi-
Civita’s em 1900 com o texto classico Méthodes de Calcul Differential Absoluet Leurs
Applications(Método de Calculo Diferencial Absoluto e suas Aplicagoes).

No século XX, o assunto passou a ser conhecido como analise de tensor e obteve
ampla aceitacao, com introducao da teoria da Relatividade Geral de Einstein por volta
de 1915. A Relatividade Geral é formulada completamente na linguagem de tensores,
Einstein tinha aprendido sobre eles com grande dificuldade, a partir do gedbmetra Marcel
Grassmann. Levi-Civita’s em seguida iniciou uma correspondéncia com Einstein para
correcao de erros, Einstein tinha feito em seu uso da analise tensorial. A correspondéncia
durou de 1915-1917, e caracterizou-se pelo respeito mituo entre os dois:

” Admiro a elegancia do seu método de calculo, que deve ser bom para andar através
destes campos montado em verdadeiros cavalos da matematica, enquanto nés temos de
fazer o nosso caminho arduamente a pé”.

-Albert Einstein, os matematicos italianos da relatividade.

Tensores também sao muito tteis em outros campos, como a Mecanica do Continuo,
Eletromagnetismo e a Teoria da Relatividade. Alguns exemplos bem conhecidos de tenso-
res em geometria diferencial sao as formas quadraticas dos tensores métricos e do tensor
de curvatura de Riemann. A &algebra exterior de Hermann Grassmann, a partir de mea-
dos do século XIX, é em si uma teoria tensorial, e altamente geométrica, mas foi algum

tempo antes que ele foi visto, com a teoria das funcgoes diferenciais, que naturalmente



foi unificado com o céleulo tensorial. O trabalho de Elie Joseph Cartan feito diferencial
constituiu um dos tipos basicos de tensores usados na matematica.

No conceito atual, podemos traduzir que tensores sao entidades geométricas introduzi-
das na Matemadtica e na Fisica para generalizar o conceito de escalares, vetores e matrizes.
Assim como escalares, vetores e matrizes, um tensor é uma forma de representacao asso-
ciada a um conjunto de operagoes, tais como a soma e o produto.

Muitas grandezs fisicas sao melhor representadas como a correspondéncia entre um
conjunto de vetores e outro. Por exemplo, a Tensao(mecénica) ou estresse figura(1) toma
uma diregao(vetor) como entrada e produz o estresse sobre a superficie normal a este
vetor como saida e, assim, expressa a relacao entre estes dois vetores.

De forma mais formal tensores sao a generalizacao de vetor, funcional linear, trans-
formagao linear, forma bilinear e, de modo geral, aplicacoes n-lineares que levam n; vetores

a ny vetores.

Figura 1: Tensao
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Capitulo 1

Definicoes Prévias

1.1 Espacos Vetoriais
A maioria das definicoes foram tiradas ou inspiradas do livro Algebra linear|2].

Definicao 1.1.1 Considere um conjunto E # @, onde os elementos de FE sao chama-
dos vetores, e um corpo de escalares K, consideraremos K = R. Munido das sequin-
tes operacoes, a adi¢do que a cada par de vetores u, v faz corresponder um novo vetor
u+v € E, chamado a soma de u e v, e a multiplicagcao por um numero real, que a cada
a € R e a cada vetor v € E faz corresponder um novo vetor av, chamado o produto de o

por v, tais que atendam as sequintes condigoes:
1. Comutatividade: u+v = v+u;
2. Associatividade: (u+v)+ w=u+ (v+w) e (af)v = a(Lv),

3. Vetor nulo: existe um vetor 0 € E, chamado vetor nulo, ou vetor zero, tal que

v+40 = 0+v = v para todo v € E;

4. Inverso aditivo: para cada vetor v € E existe um vetor -v € E, chamado o inverso

aditivo, ou o simétrico de v, tal que -v+v = v+(-v) = 0;

5. Distributividade: (a+ f)v = av+ v e a(u+v) = au+ av;

[

. Multiplicacao por 1: 1-v = v.

E chamado de espago vetorial sobre o corpo R.



Exemplo 1.1.1 Seja E = R? e u = (uy,us,u3), v = (vy1,v9,03) vetores de R®, munido

das sequintes operacoes:

+: ExXE—FE

(w, v) — u+v=(u; + v1,us + Vg, ug + v3)

Rx E—F

(k, u) — k-u= (k- -u,k-usk-ug)

Tornam R um espaco vetorial sobre R.

Exemplo 1.1.2 Seja E = M3(R) e u, v € M3(R);

Uyp Uiz U3
U= 1 us Uz Uog

Uzl U32 U33

V11 V12 Vi3
V= v vga U3

V31 Us2 Uss

Munido das sequintes operacoes:

+: ExE—FE

(u, v) — u+v

15



RxE—F

(k, u)—k-u

Fazem de M3(R) um espago vetorial.

As consequéncias imediatas desta defini¢ao sao:

1. Se w+u = w+v entao u = v. Em particular, wH+u = w implicau=0e w+u =20

implica w = -u;

2. Dados0 e Rev € E tem-se 0-v =0 € E. Analogamente, dados « e Re 0 € F

vale a- 0 = 0;

3. Sea#0ev#0entao a-v #0.

1.2 Subespacos Vetoriais

Definicao 1.2.1 Considere E um espago vetorial. Diz-se que F C E é um subespaco

vetorial( ou simplesmente subespago) de E, quando satisfaz as sequintes condigoes:

1. 0€ Fy
2. Seu, veEF entao u+v e F;
3. Se v e F entao, para todo o € R, av € F.

Exemplo 1.2.1 O conjunto das matrizes simétricas de ordem m com coeficientes reais é

um subespago vetorial de M,,(R).

1.3 Bases

Definicao 1.3.1 Considere E um espaco vetorial. Dis-se que um conjunto X C E é
linearmente independente(L.1) quando nenhum vetor v € X é combinagdo linear de outros

elementos de X .

16



Teorema 1.3.1 Seja X um conjunto L.I no espaco vetorial E. Se cayv1+ -+ Q¥ = 0
com vy, ...,vy, € X entao a; = - - - = ay, = 0. Reciprocamente, se a unica combina¢ao

linear nula de vetores de X € aquela cujos coeficientes sao todos iguais a zero, entdo X €

um conjunto L.1[2].

Demostragao:

Suponha por absurdo que

101 + -+ AUy, =0

com vy, ...,v, € X, e nem todos os a; = 0. Isto é, existe pelo menos um vetor que se

exprime como combinacao linear dos demais.

Digamos oy # 0.

Logo,
am
v + +—vy =
Qg
%) (877
V)= ——Vg— = —Up =0
an aq

Dai v; se exprime como combinacao linear dos demais, com nem todos os a; = 0,

absurdo pois X é L.L.

Reciprocamente se X nao fosse L.I, entao teriamos que algum dos seus vetores seria

combinagao linear dos demais.

Isto é,

v=ov + -+ apv, =0

l-v—avy— - —apV, =0

17



Onde terfamos uma combinacao linear nula de vetores em X, na qual pelo menos o

primeiro coeficiente nao é nulo, absurdo.

Portanto X é L.I.

Teorema 1.3.2 Sejam vy, ..., v,, vetores nao nulos do espaco vetorial E. Se nenhum deles

¢ combinagao linear dos anteriores entao o conjunto X = vy, ...,v,, € L.L

Demonstracao:

Suponha que exista uma combinacao linear dos vetores vy, ..., v,, € suponhamos que

a,v, fosse a ultima parcela nao nula. Isto é,

avy + -+ v = 0,

com «, # 0. Dal terfamos

logo v, seria uma combinacgao linear dos elementos anteriores a ele na lista vy, ..., v,.

Absurdo.

Definicao 1.3.2 Um conjunto X C E diz-se linearmente dependente (L.D) quando ndo
éL.I.

Definicao 1.3.3 Seja E um espacgo vetorial finitamente gerado, uma base de E € um
conjunto B C E linearmente independente que gera E. Ou seja, todo vetor v € E se
exprime, de modo unico, como combinacao linear v = aqvy + - - - + QU de elementos
V1, eery Uy da base B. Se B ={vy,...,u,} € uma base de E e v = aqv; + - -+ + Q0p,, entao

0s numeros (q, ..., ) chamam-se as coordenadas do vetor v na base B.

Teorema 1.3.3 Se os vetores vy, ..., v, geram o espago vetorial E entao qualquer con-

Jgunto com mais de m vetores em E € L.D..
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corolario 1.3.1 Se o espaco vetorial E admite uma base B = {uy,...,u,} com n elemen-

tos, qualquer outra base de E possui n elementos.

Definicao 1.3.4 Diz-se que o espago vetorial E tem dimensao finita quando admite uma
base B = {vy,...,v,} com um nimero finito n de elementos. Este nimero, que é o mesmo

para todas as bases de E, chama-se dimensao do espago vetorial E: n = dimE. Se E =0

dimE =0

corolario 1.3.2 Se a dimensdo de E € n, um conjunto com n vetores gera E se, e somente

se, € L.1..

1.4 Mudancas de coordenadas

Sejam & = {eq,...,e,} e F = {f1, ..., fu} duas bases de um espaco vetorial V. Expri-

mindo os f; como combinagao linear dos e;, obtemos

fj :Z)\;, = 1,...,71

O quadro formado pelos n? ntimeros )\é, 1,7 =1,...,n, de acordo com o arranjo abaixo

indicado, é o que se chama uma matriz[4].

ALAL L AL
AN LN

A= (1.1)
ATADLLan

Note-se que )\;'- estd na i-ésima linha e na j-ésima coluna.
Adotaremos sistematicamente a seguinte convencao sobre as maneiras de escrever uma
matriz: quando a matriz A = (A}) tiver seus elementos com indice inferior e outro superior,

o indice superior indicara sempre a linha, o indice inferior a coluna em que se encontra
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o elemento )\; Quando, porém, tivermos que escrever uma matriz A = (\;;) com dois
indices inferiores, ou A = (A¥) com dois indices superiores, o primeiro indice indicard a
linha e o segundo indice indicard a coluna em que se encontra o elemento \;;( ou A\¥) mais
exatamente, A é chamada a matriz de passagem da base £ para a base F[4].

Tomemos um vetor v € V e exprimamo-lo sucessivamente como combinagao linear

dos e; e dos f;:
V:Zaiei, V:Zijj.
i J

Na segunda dessas igualdades , substituamos f; pelo seu valor f; = )", )\éei obtendo
v=D B Ne) =3 QN
J ( J J
Como v se exprime de maneira tnica como combinacao linear dos e;, comparando

v=7),a'e; comv =73 (> N3 )e; podemos escrever:
al = Z)\;/Bj, 1=1,...,n.
J

Esta é a relacao entre as coordenadas of, de v na base £, e as coordenadas 37, do
mesmo vetor v na base F. Observe que a matriz A, de passagem de £ para F da a
passagem das coordenadas de v na base F para as coordenadas relativamente a £. Houve
uma inversao de sentido, por isso, os vetores de um espaco V sao, as vezes chamadas

vetores contravariantes|4].

1.5 Transformacoes Lineares

Definicao 1.5.1 Sejam E, F espacos vetoriais sobre R. Uma transformg¢ao linear T :
E — F € uma correspondéncia que associa a cada vetor v € E um vetor T(v) = T-v =

Tv € F de modo que valham, para quaisquer u, v € E e a € R, as sequintes condigoes:[2]
1. T(u+v)=Tu+Tv;
2. T(a-v) =a- T

20



O vetor T - v chama-se a imagem(ou transformado) de v pela transformacao 7'. Quando

E = F, T é chamado de operador linear.

Exemplo 1.5.1 Seja V=W =R", a aplicagio T'(x) = ax, onde a é um escalar, é uma

transformacao linear.

Exemplo 1.5.2 A aplicacao m; : R* — R, que a cada vetor x € R™ associa a sua

1-ésima coordenada, € também uma transformacao linear.

A soma de duas transformacoes lineares A, B : E — F e o produto de uma transformacao
linear A : E — F por um numero « € R sao as transformacoes lineares A+ B : E — F
e aA: E — F, definidas respectivamente por (A + B)v = Av+ Bv e (aAd)v = a - Av,

para todo v € E.
Um operador linear especial é o operador identidade I : E — FE, definido por [-v =v
para todo v € E.

Teorema 1.5.1 Sejam E,F espacos vetoriais e B uma base de E. A cada uw € B,
facamos corresponder (de maneira arbitrdria) um vetor w’ € F. Entdo existe uma unica

transformacao linear A : E — F tal que A-u = u’ para cada u € B.

1.6 Produto de Transformacoes Lineares

Definigao 1.6.1 Dadas as transformacoes lineares A : E — F,B : FF — G, onde o

dominio de B coincide com o contradominio de A, defini-se o produto BA : E — G

pondo, para cada v € E, (BA)v= B(Av),
E A4 Fl @

Vé-se imediatamente que BA é uma transformacao linear. Note que BA nada mais
é que a composta B o A das fungoes B e A. Dai segue-se que se C' : G — H é uma

transformacao linear, vale a:
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1. Associatividade: (CB)A = C(BA);
A linearidade nao é necessaria para mostrar que, dadas A: F — F e B,C : F —
G, tem-se a:

2. Distributividade a esquerda: (B + C)A = BA + C'A;

Pela linearidade de C' : FF — G, tem-se que, dadas A, B : E — F', vale a:

3. Distributividade a direita: C(A+ B) = CA+ CB;

Pela linearidade de B tem-se a:

4. Homogeneidade: B(aA) = a(BA), valida paraa e RRA: E— FeB:F — G

quaisquer.

1.7 Ntcleo e Imagem

Definicao 1.7.1 Seja A : E — F uma transformacado linear. Diz-se que a imagem de
A é um subconjunto Im(A) C F, formado por todos os vetores w = Av € F que sdo

imagens de elementos de E pela transformacgao A.

Definicao 1.7.2 Uma transformagao linear B : E — F' chama-se uma inversa a direita
da transformacao linear A : E — F quando se tem AB = I, ou seja, quando A(Bw) =

w para todo w € F.

Defini¢ao 1.7.3 O nicleo N(A) da transformagao linear A : E — F € o conjunto dos

vetores V € E tais que Av = 0.

Definicao 1.7.4 Sejam A: E — F e B : FF — E transformacoes lineares. Diz-se que
B € uma inversa a esquerda de A quando BA = I, isto €, quando B(Av) = v para todo

ve L.

Definicao 1.7.5 Uma transformacao linear A : E — F chama-se invertivel quando
eriste B : ' — FE linear tal que BA = Ig e AB = I, ou seja, quando B €, ao mesmo
tempo, inversa a esquerda e a direita de A. Diz-se entdo que B € a inversa de A e

denota-se por B = A1,
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1.8 Matriz associada a uma Transformacao Linear

Em virtude do teorema 1.5.1 na pagina 21, podemos definir uma transformagao linear
A :R" — R™, pondo para cada j = 1,...,n, um vetor v; = (ay;, agj, ..., anm;) € R™ e
dizer que v; = A-e; é a imagem do j-ésimo vetor da base canonica, e; = (0, ..., 1, ...,0) pela
transformacao linear A. Ou seja, uma transformagao A : R® — R™ fica inteiramente

determinada por uma matriz a = [a;;] € M(m x n)[2].

Definicao 1.8.1 Sejam E, F espacos vetoriais de dimensao finita e A : E — F uma
transformacao linear. Fizadas bases V = {vy,...,v,} C E e W ={wy,..,w,} C F, para

cada j =1,...,n o vetor Av; se exprime como combinagdo linear dos vetores da base W:

n
A’Uj = a1;W1 + Qo;W2 + ...+ Qi W = E Q5 W;.
i=1

Assim, a transformacao linear A : E — F juntamente com as bases V, W, determi-
nam uma matriz a = [a;] € M(m x n), chamada a matriz de A relativamente a essas

bases (ou nas bases V, W).

Teorema 1.8.1 A matriz de BA: E — G nas basesU, W é o produto b-a € M(m xn)

das matrizes b e a.
Propriedades:
1. (¢b)a = c(ba);
2. c(a+0b)=ca+ch; (b+c)a=ba+ ca
3. a-Iy,=a, I, -a=aseac M(mxn);

4. b(aa) = a(ba).

1.9 Produto Interno

Definicao 1.9.1 Um produto interno num espaco vetorial E ¢ um funcional bilinear

simétrico e positivo em E. Mas precisamente um produto interno é uma funcao EX E —
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R, que asocia a cada par de vetores u, v € E um nimero real (u, v), chamado o produto
interno de uw por v, de modo que sejam validas as sequintes propriedades, para quaisquer

u, u’, v, vVeEE eaeclR:

1. Bilinearidade: (u+u’,v) = (u, v)+(u’, v), (au, v) =a(u, v), (u, v+v’) =

<u7 ’U> + <u7 'v’> ) <uv av> = <'u') ’U> )

2. Comutatividade(simetria): (u, v) = (v, u);

3. Positividade: (u, w) >0 se u# 0

1.10 Aplicacoes Multilineares

Definicao 1.10.1 Sejam Ey, ..., E,, F' espacos vetoriais. Uma aplicacao
f:Eyx---xXE, — F

¢ dita r-linear quando € linear separadamente em cada uma das suas varidveis. Isto €,

dados arbitrariamente v1 € Eq,...,v;,w; € E;, ...,v, € E, e A € R tem-se:
for, v+ wiy e vr) = f(o1, 0, 04y ey 00) + f(01, 0, Wiy oy 0y)

e f(v1, ey ANy v) = X- f(U1, 00, U4, e, 0)

Indicaremos por L(FE1, ..., E.; F) o conjunto das aplicagoes r-lineares f : Fy X - - - X

E, — F. A soma de duas aplicagoes r-lineares e o produto de uma aplicacao r-linear
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por um escalar sao definidos, de modo natural, pelas igualdades:

(f+9)(v1,..,v.) = f(v1,.0500) + g(v1, .oy 0;)

Af)(v1, oo v0) = X+ fog, .o, 0p)

Se f,g € L(Ey,....E;F)eX € Rentao f+g,\f € L(E\, ..., E.; F) fazem de L(Ey, ..., E.; F)

um espago vetorial[3].
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Capitulo 2

Calculo Tensorial

2.1 Exemplos

As leis da fisica, para serem véalidas, devem ser independentes dos sistemas de coodernadas
usados para exprimi-las matematicamente. O estudo das consequéncias deste requisito,
¢ o que nos leva a analise tensorial, objeto de grande emprego na teoria geral da rela-
tividade, na geometria diferencial, na mecanica, elasticidade, hidrodinamica, teoria do
eletromagnetismo, e muitos outros campos da ciéncia e da engenharia. Antes de passar-
mos as defini¢oes de tensores recorreremos a alguns exemplos para uma melhor idéia do

assunto a ser discutido e analisado.

Exemplo 2.1.1 Funcao linear
Seja f(x) uma fungao linear em um espago vetorial R de n dimensées. Tomemos em

R uma base {ey,...,e,} e seja
T =a'e; + -+ 1",
um vetor qualquer de R. Neste caso

f(x) =z’ 4+ -+ apa”,



onde

a; = f(es)

Consideremos uma nova base {€",...,e™} e suponhamos que os novos vetores base

sejam obtidos a partir dos antigos mediante a formula

3

6; — Cz‘lel 4+t C'Z’.len = C; e (2'1)

Suponhamos que na nova base se tenha

l,_i xlz/

neste caso
n

flo) = aa" (2.2)

=1

onde

a;=f(e)=FQ_cler) =Y i fler) =Y da (2.3)
k=1 k=1

k=1
Por consequéncia uma fun¢ao linear f(x) é determinada em toda base por uma sequéncia
de n numeros (ai, ..., a,) e passando a uma nova base estes numeros se transformam se-

gundo a formula 2.5.

Para questoes de abreviacao de notacao usaremos o seguinte critério criado por Albert

Einstein:

A convengao da soma ou indice: Se numa expressao qualquer se repetir duas
vezes, uma vez acima e outra abaixo, um mesmo indice, digamos i, isto significa que a
soma serd realizada a respeito deste indice (com i = 1,...,n) em particular o sinal de

soma »_ ., é omitido. Por exemplo, temos por definigao.

n
cek—g crey, cia g cra’t bfqai,zg va,
i=1
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Usando esta notacao podemos escrever a igualdade 2.1 na forma

/I k

a igualdade 2.2 na forma

e a igualdade 2.3 na forma

Definigao 2.1.1 Simbolo Permutador: O simbolo permutador(&;jx) € usado para simpli-
ficar a representacdo do produto escalar triplo, sendo um tensor de terceira ordem, e este

tensor é definido da sequinte forma:

1 se for (i,j,k) em ordem ciclica e com i, j, k distintos
Eijk =19 0  sefor (i,j, k) tal quei=j oui==Fouj=k

—1 se for (i,j,k) com i,j,k distintos e em ordem ndo ciclica

Definicao 2.1.2 Delta de Kronecker: O delta de Kronecker ou simbolo de Kronecker, é

a notagao d;; definida da seginte forma:

1 se 1=y

0 se i#]

51']‘ -

Exemplo 2.1.2 Momento de Inércia: Seja um corpo rigido: um sistema de particulas
cujas distancias de umas as outras permanecem fixas. Sejam m a massa de uma particula

genérica, e U a sua velocidade. O momento total do corpo rigido serd entdo

n
i=1
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Pela convencao de indices teremos m;v;. Temos que a velocidade instantanea de cada

ponto de um corpo rigido ¢, pode ser decomposta da seguinte forma
T=V4+QxF

onde V é a velocidade comum a todas as particulas, e €) é a velocidade angular instantanea(
também a mesma a todas as particulas). Naturalmente, 7 é o vetor de posi¢ao de cada

particula. A energia cinética do corpo rigido pode entao ser escrita como:

onde, como ¢é usual, o quadrado de um vetor é o produto escalar dele consigo mesmo.

Calculando este produto escalar, temos

V+OAxA).(V+Ax7) =V.V+2V.(Qx7) + (Q x 7).(Qx7)
O segundo termo do segundo membro aparece, na energia cinética, sob a forma

Zm\?.(ﬁXF):Zm(Vxﬁ)F:(VxQ). mi

Se tomarmos a origem no centro de massa, teremos » , mi = 0

De fato, sejam M a massa total do corpo, e Ra posicao de seu centro de massa. Entao

ﬂ_ZmF
= M

—

e, se seu centro de massa estd na origem, R = 0, o mesmo valendo, para Y mr. A energia

cinética é entao escrita sob a forma

T:Z%V%rzg(ﬁxf).(ﬁxf) (2.4)
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Utilizando o simbolo permutador o ultimo termo pode ser reescrito da seguinte forma:

AxD(Qx7) = EnQrelamtn
= 5¢jk5ilmQle$k$m
= (5jz5km - 5k15jm)QjQz£Uk$m

= Q,L'Qil’jl’j — Qz‘xinQZj

= Qin((L-jrz — LUZ'LUj) (25)
Dai substituindo 2.5 em 2.4 temos:
M - 1
T = ?VZ + 5 Z m(5ijr2 — IZ.%'])QZQJ

e, se definirmos as componentes do momento de inércia como

]ij = Zm(&-er — l’iCL’j)
teremos
M - 1

Vamos obter agora a maneira pela qual as componentes do tensor momento de inércia
se transforma por mudanga de base. Observe que a inergia cinética é um invariante, pois

nao ¢ alterada por uma mudanga de base. Ora, a quantidade

aparece na expressao da energia cinética, sendo, também, um invariante. Logo, se mu-
darmos de base, teremos

onde as quantidades do segundo membro sao componentes em relagao a segunda base,

As propriedades de transformacao das componentes de O sio conhecidas, pois trata-se de
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um vetor. Entao,

Q/ = CLHQZ

r /
Q. = aJQO

que, pela equacao 2.6, dao

o/ _ 7/ reY

Comparando, segue que

/
]lm = aliajm]

ij

que da a formula de transformacgao das componentes do tensor de inércia por mudanca

de base.

Exemplo 2.1.3 Vetor:
Dada uma base {ey, ..., e,}, todo vetor z é representado por uma sequéncia (z*,. .., x")
de n nimeros que sao suas coodernadas. Em uma nova base {e}, ... el } este mesmo vetor

¢ representado por uma outra sequéncia (x'*,... ™) e se 1.1 é a matriz de transformacao

da primeira base pela sequnda, teremos

ah = \ryd (2.7)

Esta € a expressao das coordenadas antigas pelas novas. Agora procuremos as expressoes
das coordenadas novas " pelas antigas x*. Seja entdo A= = [bi] a matriz inversa da
matriz A. Ora da igualdade

ANTT=ATA=T

resulta que
1 sei=j

0 sei#j

MY = DAY =

J
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Tomando

1 sei=j
0 sei#j

Teremos

XY = bRl = 6

Multiplicando por b:, ambos os membros da igualdade 2.7(e, somando em relagio a k)
obtemos

bpa® = bp\ia = 60a' = 2t

logo

o't = bia®

Analogamente, as coordenadas novas z" de um vetor x sao obtidas de suas coordenadas
antigas x° pela matriz A=t, inversa da matriz de mudanca A, com a adicao de que o0s

coeficientes de desenvolvimento das x' por x* formam as linhas da matriz A=*.

Observando os exemplos considerados( fungao linear, momento de inércia e vetor)
podemos ver que eles possuem algo em comum que nos permite coloca-los a margem de
uma defini¢ao geral. Tanto uma fungao linear como um vetor sao determinados em toda
base por n ntimeros - a, ..., a, e x', ..., 2", respectivamente e ao passar a uma nova base
estes numeros se transformam linearmente: pela matriz de transformacao A, ou seja,
igual aos vetores bases, no caso de uma funcao linear e no caso de um vetor pela matriz
A~! que é a inversa da matriz A. Os coeficientes de uma funcao linear, assim como as
coordenadas de um vetor, representam um exemplo de um tensor, assim como a forma
que o momento de inércia é representado, sao exemplos de tensores. Ou seja tensores
sao uma forma generalizada de vetores e escalares, e caracterizamos essa generalizacao
atravez da ”"ordem”, assim temos que um escalar é definido formalmente como sendo um

tensor de ordem 0, por sua vez um vetor é definido como sendo um tensor de ordem 1, e

qualquer outro elemento que seja de ordem superior é chamado de tensor de ordem n.
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A forma mais simples de expressar um tensor é através de matrizes. Assim um escalar
tensor de ordem 0 é representado simplesmente por um nimero, um vetor, tensor de
ordem 1, é representado por uma matriz linha ou uma matriz coluna, ja um tensor de

ordem 2 ou superior podem ser expressos através de uma matriz n x n.

2.2 Tensor:

Definicao 2.2.1 Considere T uma aplicacio de E em E, a qual transforma qualquer

vetor em um outro vetor. Se T transforma u em z e v em w, isto ¢€,

Tu=z2 e Tv=w. (2.8)

E se T satisfaz as sequintes condicoes:

Para quaiquer u, v € FE

T(u + v)=Tu + TvVu, ve FE
( / (2.9)

T(av) =aTv Vve E, VaeR

Onde u e v sao dois vetores arbitrdrios e o € um escalar arbitrario entao T é chamado
de uma Transformacgao Linear. A qual também é chamado de Tensor de Sequnda Ordem

ou simplesmente um Tensor.
Uma defini¢cao alternativa e equivalente de uma transformacao linear ¢ dada por uma
unica propriedade.
T(au + fv) = aTu + fTv

Onde u e v sao dois vetores arbitrarios e o e sao escalares arbitrarios.
De forma geral, dados os vetores uq, ..., u,, € os escalares aq, ..., a,, as relagoes anteriores

podem ser resumidas como

T(aquy + - - + apuy) = a;Tug + - - - + 0, Tu,, = T(u;) = o T, (2.10)
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T =
u /h = —aa

Figura 2.1: Transformacao linear vetorial de um vetor u em z

Se dois tensores T e S, transforma qualquer vetor arbitrario v de uma forma idéntica,

entao estes tensores sao iguais, ou seja:

Tu=Su=w

logo
=T=S

O conjunto de todos os tensores forma o espaco vetorial Lin se a adicao e a multi-
plicacdo por escalar forem definidas ponto a ponto, ou seja, S + T e aS( a € R) séo os

tensores definidos por

(S+ T)v=Sv+Tv (2.11)
(aS)v = a(Sv) (2.12)

Exemplo 2.2.1 Considere T uma transformacgao a qual transforma todo vetor em um

outro vetor firon. T é um tensor?

Solucao

Considere u e v dois vetores arbitrarios, entao pela definicao de T,

Tu=n, Tv=
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T(u+v)=n

Como

T(u+v) # Tu+ Tv

Segue que T nao é uma transformacao linear, equivalentemente T nao é uma tensor.

Exemplo 2.2.2 Considere T uma transformacgao a qual transforma todo vetor em um

vetor que € k vezes o vetor original. T é um tensor?

Solucao
Seja u e v dois vetores arbitrarios e « e 5 escalares arbitrarios, entao por definicao de
T, temos:

Tu=kue Tv=kv

T(au + pv) = k(au + po)

Observe que

T(au+ fv) = k(au+ Po)
= kau + kpv

= aku + Bkv

Logo
T(au+ fv) = aTu + T

Portanto pela equacao (2.8, T é um tensor).

Como vimos desde os exemplos, e a partir da definicao do conceito de tensores acima
podemos fazer uma associacao biunivoca entre tensores e matrizes. Dai as operagoes
equivalentes a 2.11 e 2.12 sao, respectivamente, a soma e o produto por escalar usuais das

matrizes.
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2.2.1 Componentes de um Tensor

Definigao 2.2.2 Dado um vetor e uma base ortonormal {ey,es,e3}, as componenentes

desse vetor em relacao a essa base sao dadas por

Uy =€ -u

Ui = €; - U —> Ug = €9+ U

Uz = €3 U

Por sua vez, denota-se o vetor u em termos de suas componentes como

u = uje; + Ugey + uges = U;€;

Aplicando-se o tensor T ao vetor u, tem-se um outro vetor v = Tu que pela linearidade

de T, pode ser escrito como

v = Tu = T(ureg + uges + uges) = uyTey + usTeg + ugTes = u; Te;

As componentes de v sao dadas por

vy =¢€1-Vv=uier - Tey +use; - Teg + uzep - Tes
Uy = €9+ V = Ug€s - T'e; + ugsey - Teg + uzeq - Teg — v; = uje; - Tej

Vg = €3V = Uzey - T€1 + uses - T62 “+ uses - T63

Neste caso termos como e; - Te; = T e ey - Tey = T sao interpretados como as
componentes de T nas direcoes e; e ey respectivamente. De uma forma geral, defini-se

T;; como sendo as componentes do tensor T, dadas por

n_j = €; ~Tej
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A partir dai, a equacao v=Tu pode ser escrita na forma de componentes como

vy = Thuy + Tioug + Tigug
vy = Thruy + Tosug + Thsus — v; = Tiju,

v3 = T31uy + T3gug + Tzus

Esta relacao pode ser reescrita na seguinte forma matricial:

U1 Ty T Tis Uy
Vg Ty Ty To3 uy | — (v) =(T)(n),
U3 T31 T3p T33 us

com (T) denominada a matriz do tensor T relativamente a base {e1, ez, e3}.
Os termos nas colunas de [T] sao, respectivamente, os coeficientes de T'e;, Tes e Tes.

Portanto temos:
T61 = T1161 + Tgleg + T31€3

Tey = Thoeq + Thoes + Thoes ¢ — Tei = Tjiey.
Tes = Tizer + Tazea + Ta3e3
Temos que as componentes de T, assim como de um vetor v, dependem do sistema
de coordenadas adotado através dos vetores unitérios da base {ey, es,e3}. Portanto um

tensor tera uma matriz para cada base considerada.

2.2.2 Tensor Nulo

Definicao 2.2.3 O elemento nulo do espaco de tensores Lin € o tensor nulo 0 que trans-

forma qualquer vetor no vetor nulo, isto €,

Ov

I
S
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Temos que a forma matricial associada a esse tensor é aquela cujos coeficientes sao

todos nulos, ou seja,

000
Oj=|o00 0
000

Definicao 2.2.4 2.2.3 Tensor Identidade

O tensor identidade em Lin é definido por,

Iv=v,YveFE

Em particular, tem-se

I€1 =€ I€2 = €2 163 = €3

Dai, as componentes do tensor identidade sao

]ij :ei-Iej :ei-ej :5ij7

e a representacao matricial associada a esse tensor é a matriz identidade que conhecemos

100
I=|01 0
00 1

2.2.4 Operagoes com tensores

Definicao 2.2.5 Soma e subtragao de tensores: dois tensores de mesma ordem e tipo
podem ser somados ou subtraidos, resultando em outro tensor de mesma ordem e tipo,
isto €,

(S:l: T)” = €; - Sej :t@z‘ . Tej = Sz'j + Tz'j

Em forma matricial:

[S+T] = [S]£[T]
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Definicao 2.2.6 Produto de tensores: O produto ST de dois tensores S e T é o tensor

que define a transformagao composta,

ST=S0T,

ou seja,

(ST)v=S(Tv)Vve FE

As componentes de ST sao dadas por

(ST)” = €; (ST)eJ = €; S(TBJ) = €; " Sijem = ij(ei . S@m) = Simeja

€ por sua vez

As expressoes anteriores podem ser escritas matricialmente como a seguir:

[ST] = [S][T] [TS] = [T][S]

e, portanto, de forma geral, o produto de tensores nao é comutativo, isto é,

ST # TS

Tomando os tensores S, T e L verifica-se, com base na associatividade do produto

entre matrizes, que

(S(TL))v = S((TL)v) =T(T(Lv)) = (ST)(Lv)

= S(TL) = (ST)L.

Portanto o produto entre tensores também é associativo.
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2.2.5 Tensor Transposto

Definicao 2.2.7 O tensor transposto de S, denotado por S*, € definido como nico ten-

sor satisfazendo a propriedade
(Su,v) = (u,5"v) = (Su) - v=u-(S"v) Vu, veE
Da definicao anterior, tem-se
(Sei)-ej =e;- (STe;) = S =S., = [S]" =[S7] (2.13)

Da definicao acima segue que:

L (THT =T,

Demonstragao:

Da definicao segue que:

(T"uw)v = u((TT)Tv)

Dai
(T"u)v = u(Tv)

Logo, para mostrarmos que (77)T = T, basta verificarmos que
u((TH ) —u(Tv) =0
Pela distributividade & esquerda temos
u[(TT)'v — Tv] =0

Dai para u # 0 temos

(T —Tv =0
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Agora pela distributividade & direita segue
v[(THYT =T =0

Logo para v # 0 segue
(THT-T =0

Portanto (TT)" =T

.S+ 1) =8" +17;

Demonstragao:

Com efeito, da definicao temos
((S+T)"u,v) = (u,(S+T)")
Dali pelo item anterior,
((S+T)"u,v) = (u,(S+T)v)
Aplicando a propriedade distributiva no segundo menbro da expressao temos
(u, Sv+Tv)
Agora pela definigao 1.9.1 item (1) segue

(u,Sv+Tv) = (u,Sv)+ (u,Tv)
= ((8"u),v) +{((T"u),v)

= <((ST + T ), v> .

41



Portanto Yu,v € Lin vale

S+T)Y' =8 +T1"

3. (ST)T = T'8”.

Demonstragao:
Seja
Dai
_ QT T
- Smjjjlm
T ol
Portanto

(ST)" =175

2.2.6 Tensor Simétrico e Antissimétrico

Definicao 2.2.8 Tensor simétrico: Um tensor S é chamdo simétrico se
S=g8"
Assim as componentes de um tensor simétrico possuem a propriedade,
Sij = Sg = Sji

Matricialmente temos,

T
S11 Sz Sis S Sz Sis

S = Sa1 Sag Sas = So1 Sag Sag
S31 Sza Ss3 Sa1 S32 533
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Ou seja,

S11 Sz Sis Si1 S Sa
S = So1 Sag Sag = Si12 Sao S
Sa1 Ssa Ss3 Siz Saz Sss

Definicao 2.2.9 Tensor Antissimétrico: Um tensor S € dito antissimétrico se

S§=-§"

Logo as componentes desse tensor satisfazem a relacao

Sij = —(8")ij = =S

Matricialmente temos

T
0 512 513 0 Sl2 Sl3
S = So1 0 Sog == So1 0 Sy
531 532 0 531 532 0
Ou seja,
0 Sz Sis 0 —S91 —S3
S = So1 0 Sas = —S12 0 —S39
Sz1 Sz 0 —S13 =S 0

Todo tensor S pode ser escrito, de forma tinica, como a soma de um tensor simétrico

E e um tensor antissimétrico W, ou seja,

S=E+W
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sendo

E — S(S+87),

De fato, observe que

1 1
wh = %(ST—S):—%(S—ST):-W

Os tensores E e W sao chamados, parte simétrica e antissimétrica, respectivamente

de S

2.2.7 Produto Tensorial de Vetores

Definicao 2.2.10 O produto tensorial de dois vetores w e v € um tensor de 2* ordem,
u ® v, este tensor pode atuar num vetor w, ou seja, o produto tensorial u® v € definido

como a transformagao que associa a cada vetor w, o vetor

(u@v)w= (v w)u.

Assim de acordo com a expressao acima, o tensor u ® v atua no vetor w, sendo o
resultado um vetor que tem a direcao e sentido do vetor u e cujo comprimento ¢é igual a
|v - w|||u||, ou seja, o comprimento original de u multiplicado pelo médulo do escalar de
vVew.

Em outras palavras considerando os espacos vetoriais E, de dimensao p, e F de di-
mensao ¢(sobre um mesmo corpo K), denomina-se o produto tensorial dos dois espagos
um terceiro espaco vetorial sobre K, que sera designado por E ® F desde que satisfaga as

seguintes condicoes:
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1. A cada par de vetores (u, v) comu € E e v € F| estd associado um elemento EQF,

chamado o produto tensorial de u por v e designado por u ® v, de tal modo que

aA)u® (v +v3) =u®uv; +u®uvy ( Lei Distributiva)
b)(ur + u) ® v =u; v+ uy ®v ( Lei Distributiva)

)Au)@v=Au®v)=u® (Av) (Lei Associativa).

2. Se {ey, ..., e,} for uma base de vetores de E e {fi, ..., f,} for uma base de vetores de

F, os pq vetores e; ® f, constituem uma base de E ® F (espaco de dimensao pq).

As condigoes 1: a) b) c¢) e 2 permite-nos concluir que, com u = u;e; € v=10,fs, 0

elemento u ® v do produto pode ser escrito na forma

u®v= (uzez) ® (Uafa) = uiva(ei ® ft)c)

com pq escalares u;v, (i =1,....,p;a =1, ..., q) como componentes do vetor u ® v na base

tensorial e; ® f,.

2.2.8 Traco de um tensor

Definicao 2.2.11 O tra¢o de um produto tensorial de dois vetores (u ® v) € definido

como um escalar dado por w- v, ou seja,

trlu®v)=u-v

Da defini¢ao segue a linearidade do traco:

tri(cu+ pv) @ w] = (cu+ fv) - w=a(u-w) + f(u-w) = atrju ® w| + ftrjv e wl.

Tomando as componentes cartesianas de u e v, ou seja, u = u;e; e v = v;¢e;, verifica-se
que

tr(u® v) = uvy + ugve + uzvy = uv; = (W®v); com i =1,..3.
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Como qualquer tensor T pode ser escrito na forma T = Tj;(e; ® €;), o trago de T é

obtido como

t?"T = t’l“(l_z—;j(ei ® Gj)) = Tijtr(ez- ® ej) = Ej(ei . ej) = T;‘jfsz‘j = T11 ‘l’ T22 ‘l’ T33.

Logo, o traco de um tensor é bem definido através da relacao

t’I"T:T’“

Verifica-se que o trago de um tensor possui ainda as seguintes propriedades

1. trTT = trT

Demonstracgao

Por definicao

tr(u®@v) = (u-v) (2.14)

logo,

tTTT = tr(Tij (61' & ej)T)

Por defini¢ao de transposto

= tr(Tij(e; ®e;))

Dai pela defini¢ao (2.14)

Tijtr(ei ® 6]') = Tij(ej . 61‘) = Tij(;j‘ = Tu = tTT

Portanto

trT? = T

2. tr(ST) = tr(TS).
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2.2.9 Determinante de um tensor

Definicao 2.2.12 O determinante de um tensor S é definido como sendo o determinante

de sua matriz associada [S]:

detS = det[S),

sendo independente da escolha da base.

Definigao 2.2.13 Um tensor S é inversivel se existe um tensor S™' chamado inverso de
S, tal que
Sl§=88"'=1

Segue da defini¢ao acima que um tensor é inversivel se, e somente se detS # 0. Sao validas

as seguinte identidades:

1. det(ST) = (detS)(detT),

2. detST = detS,

3. det(S7) = det(S)7!,

4. (ST)' =T7's7,

5. (87T = (s")™!
Demostracao

Temos que

St.e=1

Fazendo o transposto do produto temos

(S7H- 9T =1
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Y

(S)(ST =1

Multiplicando por (S7)~! ambos os lados temos

(ST)fl . ST . (571>T — (ST)fl

Portanto

2.2.10 Tensor Ortogonal

Definicao 2.2.14 Um tensor ortogonal é uma transformacao linear sob a qual os vetores

transformados preservam seus comprimentos e angulos entre si, ver figura(2.2)

A

Qu é

Qv

Figura 2.2: Tensor ortogonal

Onde [|u|| = || Qul| e [[v]| = || Q]|

Ou seja,
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Qu- Qu=u-v Yu,veFE

Da definicao de tensor transposto, segue que

Qu-Qv=v-Q'Qu.

Assim,

u-v=v-QQu=u-Iv=u-Q'Qv=u-(I-Q"Q)v =0.

Como u e v sao arbitrarios, segue-se que

Q'Q=1

Por outro lado, o transposto do tensor identidade é o préprio tensor identidade, por-

tanto

Q'Q)"=1I"=QQ" =1

Logo, a condicao necessaria e suficiente para que Q seja ortogonal é

QQ"=Q'Q=1,

Em representacao matricial,

Um tensor ortogonal com determinante positivo é chamado rotagao. Todo tensor
ortogonal é uma rotagdo ou produto de uma rotacao por I. Se R # I é uma rotagcao,

entao o conjunto de todos os vetores v tais que

Rv=v
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formam um subespac¢o unidimensional de E chamado de R. Em outras palavras, uma-
rotacao R se d4 em torno do eixo gerado pelo vetor v.

De forma geral, temos
det(QQ") = det(I) = det(Q)det(Q") = 1 = (detQ)? = 1 = detQ = +1

Se detQ=+1 entao pela definicao anterior, Q ¢é uma rotacao. Por outro lado, se

detQ=-1, Q é uma reflexao.

2.2.11 Tensor Positivo-Definido

Definicao 2.2.15 Um tensor S € positivo-definido se
v-Sv>0

para todos os vetores v # 0

2.2.12 Lei de Transformacao

Lei de transformagao para vetores e tensores: Seja {eq, ea, e3} e {€], €}, €4} duas bases
cartesianas distintas. Notemos que é possivel fazer com que {e}, e}, €4} coincida com
{e1, €9, €3} através de uma rotagao rigida, no caso em que os sistemas possuem a mesma
orientacao, ou de uma rotacao seguida de uma reflexao, no caso em que suas orientagoes
sao distintas.

Observe que desta forma, {e], e}, es} e {e1,es, e3} estdo relacionados por um tensor

ortogonal Q da seguinte maneira:

el = Quier + Qares + Q3163
T
;= Q" e; = Qmiem — ey = Q261 + Qaoes + Q3263

e5 = Quze1 + Qazes + Qe
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. T T
sendo Qi@Qmj = Qim@mj = d;j, ou ainda, Q' Q =QQ" =1
Tomando-se agora um vetor a qualquer, as suas componentes nos dois sistemas de
coordenadas sao escritas, respectivamente, como a; = ¢; - a e a; = €} - a. Uma vez que
r_ -
a; =e;-a= Qnien -a, tem-se

CL; = sz A,

Figura 2.3: Sistema cartesiano retangular

ou em notacao matricial

ay Qu Q21 Q3 ap
ay =1 Q2 Qun @ as — (a) = (Q)"(a).
ay o Q13 Q23 Q33 y as .

As expressoes anteriores constituem-se na lei de transformagao das componentes de um
mesmo vetor com respeito a diferentes bases cartesianas. Vale ressaltar que (a)’ = (a)e
e (a) = (a), sdo representagoes matriciais do mesmo vetor em bases distintas. Assim
temos que a’ = Q”a indica que a’ é o vetor transformado de a através de Q7 (a e a’
sao dois vetores diferentes enquanto que (a) e (a) sdo duas matrizes que representam o
mesmo vetor).

Considerando agora um tensor T, suas componentes em relagao as bases {ej, ez, e3} e

!/ / / = : _ ! !/ ! _
{€}, €}, €4} sao respectivamente, T;; = e;-Te; e T}, = e;-'Tej. Lembrando que €; = Qmiem,
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tem-se

,‘TZ,j = 6; . T@; = Qmiem . Tanen - QmZQTL] (em : Ten)

Logo,

ou matricialmente

T = [Q]"[T][Q],
T, T, T, Qu Q21 @ Ty Tie This Qu Q12 Qs
Ty Ty Ti = | Q2 Q2 Qs Ty Thy T Qa1 Q2 Q23

Tél Té? TéS Q13 Q23 Q33 T31 T32 T33 Q?)l Q32 Q33

’
€; €;

De maneira analoga,

Ej = szQ]nTylnn

ou ainda,

2.3 Funcoes Tensoriais de um escalar

Seja T=T(t) uma fungao tensorial de um escalar t:

T ( Tensor)

AT Ty

J I()

Figura 2.4: Tesorial de um escalar

Definicao 2.3.1 A derivada de T com relacdo a t € definida ser um tensor de sequnda

52



ordem dado da sequinte maneira

ar T+ A - T(0)
dt Ao At '

Na forma indicial temos

dt At—0 At Codt

]

Entao da definicao acima as seguintes regras operacionais podem ser estabelecidas:

AT+8)] [dT+8)] dT) dS) [dT+8)]  dT+5];
{ at }_[ at }_dtertou{ di L_ i
T,  dS,
Todat  dt
(2.15)

d(TS)] _ d[TS] d(T) d(S) d(TS)]  d[TS); d

[ dt }_ a = oa T Y [ Ta 5 dt _E(T”“S””)
_ dT, dS,,;
= - SmJ+sz—(dt 2.16)

)-SR o [, -
(2.17)

2.4 Gradiente de um campo tensorial

O gradiente de v( denotado por Vv ou gradv) é definido ser um tensor de segunda ordem

no qual, quando operado sobre dr da a diferenca de v em r + dr e r, ou seja,
dv(r) =v(r +dr) —v(r) — dv(r) = Vv - dv
Seja uma base ortonormal {e;}. Em particular, as componentes de Vv na dire¢ao e;
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¢ dada por:

d 0
[Vul; =Vuv-e = [d—ﬂ . !

analogamente para as demais direcoes.

dv _ 0
(%)ek:V'U'e—a_xk

De forma geral temos

Ou seja,
i 81}1 81)1 82}1 T
Jry Oxy Ox
Vo] = 81); 81}5 02}3
N 61’1 8902 8ZE3
8'1}3 81)3 8’03
L 8:61 85172 8.1'3 _

Que é o tensor gradiente de um campo vetorial v.

2.5 Divergente de um campo tensorial

Seja u(r) uma campo vetorial. A divergéncia de u(r) é definida ser um campo escalar

dado pelo traco do gradiente de u. Isto é,

divu = tr[Vu]

= [Vuly

Seja T(r) um campo tensorial de segunda ordem, o divergente de T ¢ definido ser um

campo vetorial denotado por divT, tal que para qualquer vetor u tem-se
(divT)u = div(T u) — tr(TT (Vu) (2.18)

Para achar as componentes cartesianas do vetor div'T, seja v = div'T, entao a partir
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da equagao (2.18)

v; = ve; = (divT)e;

v; = div(TTe;) —tr(TTVe,)
Note que Ve; = 0 para coodernadas cartesianas, logo

v; = div(TTe;) — 0 = div(TE e.)

JT;
. = div(T e,) = —"¢,,
v iv(T,,em) 8xme

logo,

v; = div(Tyey + Tiges + Tizes)

(97—;1 8T12 + 8T13
e e

8ZL‘1 ! 8[E2 2 61'3

€3

Comparando com divu temos

aul 8uz 8U3 auk
v = + = €k

8371 8372 8373 N al'k

Em outras palavras, em um sistema de coordenadas cartesianas as componentes v; do

divT sao dados por:
GTimei
0%

divT =

Observe que se:

Entao

divTu = div(TTu) — tr[TT V]

logo,

tr[VTu = tr[V(T u)] — tr[T? V).
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Observacao 1
1. O gradiente levanta a ordem de um tensor de ordem n a ordem n+1
2. O divergente abaixa a ordem de um tensor de ordem n a ordem n-1

Observacao 2
Todo tensor pode ser expresso em termos de suas componentes relativas a base tenso-

rial, isto é:
1. u=u,enm
2. T = T%j(ei X Gj)

0
3. grad(v) ou Vv = a—xkvn(en ® ek)

4. div(v) = aivn(en cep) = ivnénk = ivk
T

al‘k 8:Ek

2.6 Gradiente de um tensor de segunda ordem T

O gradiente de um tensor de segunda ordem T é por definicao um tensor de terceira

ordem que satisfaz a seguinte propriedade:
V(T%a) = (VT) a.

Vejamos que esta operagao estd bem definida, para isto note que

0
V(T"a) = 8—%[7’ij(ej®ei)amem] ® ey,

0
— 8—%[Tijam(ej ® €;)em| @ e
(2.19)
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Dai pela definicao 2.2.10

0
0

0
= a—xk[Tijai(ej ® ex)] (2.20)

Por outro lado temos que

T

0
(VD)'a = 8_kaij(ei ®e;®er)| amen

0
= —Tijle;®e; ® ek)Tamem

&'vk
(2.21)

Por 2.13

0
— 0_kaijam(€j ® er ® €;)em

(2.22)

Pela definicao 2.2.10

0

= a—kaijam(em e;)(e; ® eg)
0

= a—kaijamémi(eg‘ ® ey)

0
= Tmﬂjai(ej X ek)

0
= a—xk[ﬂjaz‘(@j ® ey)] (2.23)

Dai por 2.20 e 2.23 segue que

V(T a) = %Tijai(ej ®ep) = (VT) a.

Proposicao 2.6.1 Dado T € Lin e we V', V um espaco vetorial, tem-se que:
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V(T 'u) = (V) 'u+ T"'Vu
Demonstragao
De fato, o resultado segue de considerar u constante e aplicar a definicao do gradiente
de um tensor de segunda ordem e considerando T constante, obtemos o resultado acima.
Agora demonstraremos a afirmacao acima através de suas componentes.
Note que,

V(T"u) = [Tij(ei ® e5) umenm] © ex

Oy

Por 2.13

0
— a_kajum(ej ® €;)em] @ e

Dai pela defini¢ao 2.2.10

0
= a—%[ﬂjumémﬁj] X eg

0
= a—m[Tijui](‘fj ® ey,)

Agora por 2.16 segue

Ty,
— %Uz(eg‘ ® er) + S—Zﬂj(eg‘ ® ex)
— g?}j UmOmi(e; ® ex) + Ty <g—z}z5m6j) ® ey
— ?)ZZ U (€ - €1)€; @ e + T (g—Z;(ei : €r)€j) ® ek
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Agora usando a definicao 2.2.10

oT;; ou,
= a—xkum(ej ® e ® €;)em + Tija—Zk(ej ® e;)(er @ ex)
a7, Ou,
— 67;(62 & 6]‘ X e]g)Tumem —+ ﬂ](e] X 6,5‘)8—;(671 X @k)
= (VD) u+ T'Vu

Portanto

V(TTu) = (VD) 'u+ T Vu

Proposicao 2.6.2 De forma andloga, seja a funcdao escalar ¢ e aplicando o gradiente de

¢ a um tensor de terceira ordem T temos que:
V(oT)=¢(VT)+ TRV

Demonstragao

De fato, note que

VOT) = (0T e e )

Pela propriedade 2.16

(09 ITi;
— (a_l‘k> E](ez ® 6] ® ek) + gzsa_xk(el ® ej ® ek)

09
j(‘?xk

— T®Ve+¢VT.

= T (ei®e; @eg)+ oVT
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2.7 Divergente de um tensor de segunda ordem

Com base nos resultados da se¢ao anterior podemos introduzir a nogao de divergente da

composicao de tensores de segunda ordem, onde a expressao do div(ST) é

div(ST) -a = div((ST)a)
= div(TTS%a)
= T-V(STa)+S"a- divT
= (VS)T-a+a-SdivT

= [(VS)T + SdivT] - a, (2.24)

de onde segue que

div(ST) = (VS)T + SdivT

2.8 Laplaciano de um tensor de segunda ordem

Definicao 2.8.1 Com base no que vimos anteriormente, podemos estabelecer uma operagao
na qual obtemos o laplaciano de um tensor, que € um outro tensor. Dado T € Lin, tal

operacao serd denotada por AT e é definida como sendo
AT=[V(VT)]I
Observe que V(VT) é de quarta ordem. Assim AT pode ser escrito da seguinte forma

AT = [V(VT)I

= % aixkﬂj(ei ®e;) ®ex| ® edrs(er ® eg)

= iiT-é (e;®e; Rep®e)(e, ey)
B, 9z, 1ol @ e @ enBe)ler B

= iiT~(5 ((ex ®er) - (er Res))(e; ® )
B, Oy, uorsller @ r @ es))(e @ e;
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Usando a definicao 2.2.10

Que ¢ o laplaciano de cada uma das componentes do tensor T. Outra forma de escreve-

lo é da seguinte forma

Com efeito, definindo um tensor de terceira ordem como sendo

Tem-se

9.9
8:61 Gsck
o 0

O, Oy,
g 0
T . 4
0x; Oxy, 135/%(61 ® ej)
0 0
8_:m5lka_kaij<ei X Gj)
9 9
8xk al’k
82Tij

Tij6,50kr015 (€ @ €5)

T;;0ks0s1(€; ® €;)

Tij(e: @ e;)

(e: ® e5).

AT = div(VT),

divT = (VT)I,

div(VT) = [V(VT)|I = AT
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Capitulo 3

Aplicacoes

3.1 Teoria da Elasticidade

Definicao 3.1.1 FElasticidade: Em Fisica e Engenharia, o termo elasticidade se refere
a propriedade de certos materiais sofrerem deformagoes reversiveis quando aplicado uma

determinada forca.

Definicao 3.1.2 Tensor Tensao: Estudado em mecanica dos meios continuos, o tensor
tensao € o tensor que aborda a distribuicdio de tensoes e esforcos internos nos meios

continuos.

Definicao 3.1.3 Tensor de Cauchy: Dado uma distribuicao de tensoes internas sobre
a geometria de um meio continuo deformado satisfazendo as condigcoes do principio de
Cauchy, garantido pelo teorema de Cauchy( sobre tensées de um corpo), existe um campo

tensorial T simétrico definido sobre tal geometria com as sequintes condi¢oes:

1. t(x,n) = [T.(x)](n)



Fixado entao um sistema de referéncia ortogonal, teremos que o tensor de Cauchy sera

dado por uma matriz simétrica, com os seguinte componentes:

Ozz Ozy Ogz Ozz Toy Tzz

T | = =
[T] Oyz Oyy Oyz Tyz  Oyy Tyz
Oz Ozy Oz Tze Tzy Ozz

Definicao 3.1.4 Tensdo: A Tensdo em um determinado ponto € definido como o limite
da forca aplicado sobre uma pequena regidgo sobre um plano m™ que contenha o ponto da
drea da regiao, ou seja, a tensao € a forca aplicada por unidade de superficie, e depende
do ponto escolhido, do estado tensional do solido e da orientacao do plano escolhido a

calcular este limite.

A normal ao plano escohido n, e a tensao t, em um ponto estao relacionado por:

t. = T(ng)

Onde T é o tensor tensio.

Dado uma regiao em forma de um ortoedro, vede figura(3.1), com faces paralelas aos

eixos coordenados situados no interior de um solido eldstico tensionado.

ra

Figura 3.1: Tensor tensao

As componentes 0,0y, 0., sao responsaveis pelas alteracoes logitudinais nas trés
diregoes do sistema cartesiano, de modo que os angulos nao sejam alterados, enquanto

que as componentes o, 0., 0, estarao relacionadas com a distorgao angular, ou seja, a
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alteracao destas componentes converterao o ortoedro em um paralelepipedo.

3.1.1 Equacoes Basicas da Elasticidade Linear

A elasticidade linear infinitesimal trata do estudo das deformagoes e da distribuicao dos
esforgos internos sujeito a cargas externas. As limitagoes da teoria restringe a aplicagao

desta teoria apenas para deformacoes elasticas pequenas e de magnitude muito pequena.

u

Lo
ll
! . E n
configuragio
i Ay
inicial :
)
: L
¥ X
conliguragio
deformada
elemento infinitesimal
de volume

Figura 3.2: Deformacao de um corpo

Defini¢ao 3.1.5 Deslocamentos: Considere um corpo eldstico( ou estrutura) g con-
forme figura(3.2) que se deforma sob a agdo de um sistema de forcas atingindo a con-
figuragao deformada Q2y. O vetor u denota o deslocamento de um ponto genérico P de
sua posicao na configuracdao inicial para a nova posicao na configuracao deformada. FEste
vetor deslocamento € tratado como uma fungao continua da posi¢cao inicial, isto €, para
cada ponto © da pega existe um vetor u(z). Esta descri¢do é possivel devido a hipdtese de

um meto continuo, que desconsidera a microestrutura do material.
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Definicao 3.1.6 Deformacao: A deformacao pode ser representada de forma adequada

mediante o tensor deformacao infinitesimal que € dado pela sequinte matriz:

gxx gmy 5:):2 gxx %f)/xy %f)/xz

o _ 1 1
Eip = Er Eyy Ey - Tz Eyy 3Vay
gzx gzy Szz %72:}: %’sz gzz

Ou seja, a partir dos deslocamentos, podemos calcular as deformacoes em qualquer
ponto de uma estrutura. Temos que as equagoes deformacoes-deslocamentos para elasti-

cidade linear tridimensional sao:

o

()

o b (30 )

£ = &= % (% + %ZZ> (3.1)

Onde as componentes da diagonal principal representam os alargamentos(ou dilatagoes),
e os demais os meios deslocamentos.

E estas componentes estao linearmente relacionadas com os deslocamentos pela se-

guinte relagao:

_1 aul auj _1 T
Ej=75 (axj + 8xi> =5 (Vu+(Vu)')

Exemplo 3.1.1 Uma rotagao de corpo rigido de um angulo 6 em torno do eizo z é escrita

como
rcost) — ysind — x

U= | zsinf + ycosh — x

0
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Tem as deformagdes infinitesimais dadas por

Erw = cosl—1

Ey = cost —1
E. =0
S:Ey = gyx = gzz = Szx = 5yz = gzy =0

As equagdes de (3.1) podem ser representadas matricialmente da seguinte forma:

0
Eue or g 0
0O — 0
Eyy oy
0 Uy
gzz 0 0 %
e || 2 2 o
2E... o 0 o
e D
28, 0o - =
0z Oy

Definicao 3.1.7 FEquagoes Constitutivas: E uma relacao entre as varidveis termodinamicas
ou mecanica de um dado sistema fisico, a exemplo: pressao, temperatura, volume, tensao,
deformacao, densidade, etc. Cada material ou sélido possui uma equacao constitutiva

especifica.

Em mecanica dos sélidos e em engenharia estrutural, as equagoes constitutivas sao igual-
dades que relacionam o campo de tensoes com a deformacao, naturalmente tais equagoes
relacionam as componentes dos tensores tensao, deformacao e velocidade de deformacao.
Para um material eldstico linear as equagoes constitutivas se chamam equagoes de Lamé-

Hooke ou simplesmente de Lei de Hooke.

Definicao 3.1.8 Lei de Hooke: E a lei da Fisica relacionada a elasticidade de coTpos,
que serve para calcular a deformagao causada pela forca aplicada num determinado corpo,

tal que a for¢a serd igual ao deslocamento da massa a partir do seu ponto de equilibrio

66



vezes a caracteritica constante da mola ou do corpo que sofrerd a deformacao:

F=Fk-Al

A lei de Hooke é percebida apds um ensaio de tragao, figura(3.3), e deste é obtido o grafico
tensao-deformagao, figura(3.4). O comportamento linear conforme pode ser observado no
inicio do grafico afirma que a tensao é proporcional a deformacao. Logo, existe uma

constante de proporcionabilidade entre essas duas grandezas. Sendo:

o= FE

céhula de carga
=

ectrecce

tensao

Figura 3.3: Ensaio de tensao-deformacao Figura 3.4: Grafico tensao-deformagao

Mais genéricamente a equacao constitutiva de Lamé-Hooke e da seguinte forma:

Oij = E Cijri€ri
ol

3.1.2 Equacoes de Equilibrio

Definicao 3.1.9 FEquilibrio Interno: Quando as deformagoes nao variam com o tempo,

o campo de tensoes dado pelo tensor representa um estado de equilibrio com as forcas de
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volume b = (by, by, b,) em qualquer ponto do sélido, isto implica que o campo de tensoes

deve satisfazer as sequintes condigoes de equilibrio:

004, 00y 00,
ox dy 0z
0oy Ooy, n 00,y
Ox dy 0z
00 .z n 0o,y 0o,

ox oy 0z

+0,=0

Ditas equacoes de equilibrio interno.

Definigao 3.1.10 FEquilibrio de Contorno: O campo de tensoes além de satisfazer as
condigoes de equilibrio, devem satisfazer as condicoes de contorno sobre a superficie do
solido, que relacionam o vetor normal @ mesman = (ng, ny, n,), com as for¢as por unidade

de superficie f = (fu, fy, [2), ou seja:

OzaNyg + Oy Ty + 0, = fw
TayNy + TyyNy + 0y = f
OpzMNy + O zyTly + 0.2, = fz-

Chamadas de equagoes de equilibrio de contorno.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho tivemos por objetivo trabalhar os conceitos fundamentais de tensores,
definindo-os e analisando o comportamento de suas componentes.

O conceito de tensor embora teoricamente seja novo, é um tema muito relevante,
como podemos observar, tanto na préopria Matematica, quanto na Engenharia e na Fisica,
principalmente em Fisica onde detemos as aplicagoes, a teoria da Relatividade Geral de
Albert Einstein, uma teoria totalmente tensorial, mostra o grau de impotancia destes
elementos matematicos, assim como a teoria da Elasticidade, aplicacao analisada neste
trabalho.

Embora nao seja um tema amplamente discutido, tensores sao vistos corriqueiramente,
como pode ser visto nos exemplos citados no texto, a forma como uma fungao linear pode
ser expressa, a equacao do Momento de Inércia, a estrutura de um vetor, ambos sao
exemplos de representacao de tensores.

Como afirmado anteriormente, por ser um tema muito amplo, nos restringimos a
andlise e estudo dos tensores as suas componentes, assim ambas verificacoes e demons-

tragoes foram feitas através das componentes de um tensor.
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