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Matemática, sob a orientação do Profo. Dr.
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3. Mecânica dos sólidos. 4. Análise tensorial. 5. Cálculo

tensorial. I. Chamilco, Guzmán Eulálio Isla, (orient.). II.
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A minha famı́lia por seu apoio, e motivação
para que em nenhum momento viesse a
desistir, dificuldades foram muitas, mas
todas vencidas.

Aos amigos e colegas de turma, que me
ajudaram nesta caminhada, assim como aos
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Resumo

Neste trabalho temos por objetivo a abordagem dos conceitos básicos de tensores,
por ser um tema bastante amplo e rico em aplicações, tanto na Matemática, F́ısica e
Engenharia, nos restringimos a abordagem de tensores de primeira e segunda ordem, uma
suscinta apresentação dos de terceira e quarta ordem, sem muito detalhes.

Estes conceitos nos leva a diversas aplicações como já mencionado, e entre tantas, no
presente trabalho é abordado tensores voltado a Teoria da Elasticidade, ramo da F́ısica que
estuda o comportamento de certos materiais sofrerem deformações, ao serem submetidos
a uma determinada força, e retornando a sua forma original quando tal força é removida.

Palavras chave: Cálculo tensorial, Mecânica dos sólidos, Análise tensorial.
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Abstract

In this paper we aim to address the basics of tensor, because the subject was quite
broad and rich applications, both in Mathematics, Physics and Engineering, we restrict
ourselves to tensor approach of first and second order, a succinct presentation of the third
and fourth order, without much detail.

These concepts leads to various applications as already mentioned, and among many of
the present work is addressed tensioners facing the Theory of Elasticity, branch of physics
that studies the behavior of certain materials undergo deformations when subjected to a
given force, and returning its original shape when that force is removed.
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Introdução

Contexto Histórico

Os conceitos de análise tensorial surgiram a partir do trabalho de Carl Friederich

Gauss em geometria diferencial, e sua formulação foi muito influenciada pela teoria das

formas algébricas e invariantes desenvolvidas durante a metade do século XIX. O termo

”tensor”em si foi introduzido em 1846 por William Rowan Hamilton para descrever algo

diferente do que é entendido hoje por um tensor. O uso contemporâneo foi trazido por

Waldemar Voigt em 1898.

O cálculo tensorial foi desenvolvido por volta de 1890 por Gregório Ricci-Curbastro

sob o t́ıtulo de Cálculo Diferencial Absoluto, e originalmente apresentato por Ricci em

1892. Tornou-se acesśıvel a muitos matemáticos pela publicação de Ricci e Tullio Levi-

Civita’s em 1900 com o texto clássico Méthodes de Calcul Differential Absoluet Leurs

Applications(Método de Cálculo Diferencial Absoluto e suas Aplicações).

No século XX, o assunto passou a ser conhecido como análise de tensor e obteve

ampla aceitação, com introdução da teoria da Relatividade Geral de Einstein por volta

de 1915. A Relatividade Geral é formulada completamente na linguagem de tensores,

Einstein tinha aprendido sobre eles com grande dificuldade, a partir do geômetra Marcel

Grassmann. Levi-Civita’s em seguida iniciou uma correspondência com Einstein para

correção de erros, Einstein tinha feito em seu uso da análise tensorial. A correspondência

durou de 1915-1917, e caracterizou-se pelo respeito mútuo entre os dois:

”Admiro a elegância do seu método de cálculo, que deve ser bom para andar através

destes campos montado em verdadeiros cavalos da matemática, enquanto nós temos de

fazer o nosso caminho arduamente a pé”.

-Albert Einstein, os matemáticos italianos da relatividade.

Tensores também são muito úteis em outros campos, como a Mecânica do Cont́ınuo,

Eletromagnetismo e a Teoria da Relatividade. Alguns exemplos bem conhecidos de tenso-

res em geometria diferencial são as formas quadráticas dos tensores métricos e do tensor

de curvatura de Riemann. A álgebra exterior de Hermann Grassmann, a partir de mea-

dos do século XIX, é em si uma teoria tensorial, e altamente geométrica, mas foi algum

tempo antes que ele foi visto, com a teoria das funções diferenciais, que naturalmente



foi unificado com o cálculo tensorial. O trabalho de Élie Joseph Cartan feito diferencial

constituiu um dos tipos básicos de tensores usados na matemática.

No conceito atual, podemos traduzir que tensores são entidades geométricas introduzi-

das na Matemática e na F́ısica para generalizar o conceito de escalares, vetores e matrizes.

Assim como escalares, vetores e matrizes, um tensor é uma forma de representação asso-

ciada a um conjunto de operações, tais como a soma e o produto.

Muitas grandezs f́ısicas são melhor representadas como a correspondência entre um

conjunto de vetores e outro. Por exemplo, a Tensão(mecânica) ou estresse figura(1) toma

uma direção(vetor) como entrada e produz o estresse sobre a superf́ıcie normal a este

vetor como sáıda e, assim, expressa a relação entre estes dois vetores.

De forma mais formal tensores são a generalização de vetor, funcional linear, trans-

formação linear, forma bilinear e, de modo geral, aplicações n-lineares que levam n1 vetores

a n2 vetores.

Figura 1: Tensão
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Caṕıtulo 1

Definições Prévias

1.1 Espaços Vetoriais

A maioria das definições foram tiradas ou inspiradas do livro Álgebra linear[2].

Definição 1.1.1 Considere um conjunto E 6= �, onde os elementos de E são chama-

dos vetores, e um corpo de escalares K, consideraremos K = R. Munido das seguin-

tes operações, a adição que a cada par de vetores u, v faz corresponder um novo vetor

u+v ∈ E, chamado a soma de u e v, e a multiplicação por um número real, que a cada

α ∈ R e a cada vetor v ∈ E faz corresponder um novo vetor αv, chamado o produto de α

por v, tais que atendam as seguintes condições:

1. Comutatividade: u+v = v+u;

2. Associatividade: (u+v) + w = u + (v+w) e (αβ)v = α(βv);

3. Vetor nulo: existe um vetor 0 ∈ E, chamado vetor nulo, ou vetor zero, tal que

v+0 = 0+v = v para todo v ∈ E;

4. Inverso aditivo: para cada vetor v ∈ E existe um vetor -v ∈ E, chamado o inverso

aditivo, ou o simétrico de v, tal que -v+v = v+(-v) = 0;

5. Distributividade: (α + β)v = αv + βv e α(u+v) = αu + αv;

6. Multiplicação por 1: 1 · v = v.

É chamado de espaço vetorial sobre o corpo R.



Exemplo 1.1.1 Seja E = R3 e u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) vetores de R3, munido

das seguintes operações:

+ : E × E −→ E

(u , v) −→ u+v = (u1 + v1, u2 + v2, u3 + v3)

· : R× E −→ E

(k , u) −→ k · u = (k · u1, k · u2, k · u3)

Tornam R3 um espaço vetorial sobre R.

Exemplo 1.1.2 Seja E =M3(R) e u, v ∈M3(R);

u =


u11 u12 u13

u21 u22 u23

u31 u32 u33



v =


v11 v12 v13

v21 v22 v23

v31 v32 v33



Munido das seguintes operações:

+ : E × E −→ E

(u , v) −→ u+v

15



· : R× E −→ E

(k , u) −→ k · u

Fazem de M3(R) um espaço vetorial.

As consequências imediatas desta definição são:

1. Se w+u = w+v então u = v. Em particular, w+u = w implica u = 0 e w+u = 0

implica w = -u;

2. Dados 0 ∈ R e v ∈ E tem-se 0 · v = 0 ∈ E. Analogamente, dados α ∈ R e 0 ∈ E

vale α · 0 = 0;

3. Se α 6= 0 e v 6= 0 então α · v 6= 0.

1.2 Subespaços Vetoriais

Definição 1.2.1 Considere E um espaço vetorial. Diz-se que F ⊂ E é um subespaço

vetorial( ou simplesmente subespaço) de E, quando satisfaz as seguintes condições:

1. 0 ∈ F ;

2. Se u, v ∈ F então u+v ∈ F ;

3. Se v ∈ F então, para todo α ∈ R, αv ∈ F .

Exemplo 1.2.1 O conjunto das matrizes simétricas de ordem m com coeficientes reais é

um subespaço vetorial de Mm(R).

1.3 Bases

Definição 1.3.1 Considere E um espaço vetorial. Dis-se que um conjunto X ⊂ E é

linearmente independente(L.I) quando nenhum vetor v ∈ X é combinação linear de outros

elementos de X.

16



Teorema 1.3.1 Seja X um conjunto L.I no espaço vetorial E. Se α1v1 + · · ·+αmvm = 0

com v1, ..., vm ∈ X então α1 = · · · = αm = 0. Reciprocamente, se a única combinação

linear nula de vetores de X é aquela cujos coeficientes são todos iguais a zero, então X é

um conjunto L.I[2].

Demostração:

Suponha por absurdo que

α1v1 + · · ·+ αmvm = 0

com v1, ..., vm ∈ X, e nem todos os αi = 0. Isto é, existe pelo menos um vetor que se

exprime como combinação linear dos demais.

Digamos α1 6= 0.

Logo,

v1 + · · ·+ αm
α1

vm = 0

v1 = −α2

α1

v2 − · · · −
αm
α1

vm = 0

Dáı v1 se exprime como combinação linear dos demais, com nem todos os αi = 0,

absurdo pois X é L.I.

Reciprocamente se X não fosse L.I, então teŕıamos que algum dos seus vetores seria

combinação linear dos demais.

Isto é,

v = α1v1 + · · ·+ αmvm = 0

1 · v − α1v1 − · · · − αmvm = 0

17



Onde teŕıamos uma combinação linear nula de vetores em X, na qual pelo menos o

primeiro coeficiente não é nulo, absurdo.

Portanto X é L.I.

Teorema 1.3.2 Sejam v1, ..., vm vetores não nulos do espaço vetorial E. Se nenhum deles

é combinação linear dos anteriores então o conjunto X = v1, ..., vm é L.I.

Demonstração:

Suponha que exista uma combinação linear dos vetores v1, ..., vm e suponhamos que

αrvv fosse a última parcela não nula. Isto é,

α1v1 + · · ·+ αrvr = 0,

com αr 6= 0. Dáı teŕıamos

vr = −α1

αr
v1 − · · · −

αr−1

αr
vr−1,

logo vr seria uma combinação linear dos elementos anteriores a ele na lista v1, ..., vm.

Absurdo.

Definição 1.3.2 Um conjunto X ⊂ E diz-se linearmente dependente (L.D) quando não

é L.I..

Definição 1.3.3 Seja E um espaço vetorial finitamente gerado, uma base de E é um

conjunto B ⊂ E linearmente independente que gera E. Ou seja, todo vetor v ∈ E se

exprime, de modo único, como combinação linear v = α1v1 + · · · + αmvm de elementos

v1, ..., vm da base B. Se B = {v1, ..., vm} é uma base de E e v = α1v1 + · · ·+αmvm, então

os números (α1, ..., αm) chamam-se as coordenadas do vetor v na base B.

Teorema 1.3.3 Se os vetores v1, ..., vm geram o espaço vetorial E então qualquer con-

junto com mais de m vetores em E é L.D..

18



corolário 1.3.1 Se o espaço vetorial E admite uma base B = {u1, ..., un} com n elemen-

tos, qualquer outra base de E possui n elementos.

Definição 1.3.4 Diz-se que o espaço vetorial E tem dimensão finita quando admite uma

base B = {v1, ..., vn} com um número finito n de elementos. Este número, que é o mesmo

para todas as bases de E, chama-se dimensão do espaço vetorial E: n = dimE. Se E = 0

dimE = 0

corolário 1.3.2 Se a dimensão de E é n, um conjunto com n vetores gera E se, e somente

se, é L.I..

1.4 Mudanças de coordenadas

Sejam E = {e1, ..., en} e F = {f1, ..., fn} duas bases de um espaço vetorial V. Expri-

mindo os fj como combinação linear dos ei, obtemos

fj =
∑
i

λij, j = 1, ..., n

O quadro formado pelos n2 números λij, i, j = 1, ..., n, de acordo com o arranjo abaixo

indicado, é o que se chama uma matriz[4].

Λ =



λ1
1 λ1

2 . . . λ1
n

λ2
1 λ2

2 . . . λ2
n

... . . .
. . .

...

λn1 λn2 . . . λnn


(1.1)

Note-se que λij está na i-ésima linha e na j-ésima coluna.

Adotaremos sistematicamente a seguinte convenção sobre as maneiras de escrever uma

matriz: quando a matriz λ = (λij) tiver seus elementos com ı́ndice inferior e outro superior,

o ı́ndice superior indicará sempre a linha, o ı́ndice inferior a coluna em que se encontra
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o elemento λij. Quando, porém, tivermos que escrever uma matriz λ = (λij) com dois

ı́ndices inferiores, ou λ = (λij) com dois ı́ndices superiores, o primeiro ı́ndice indicará a

linha e o segundo ı́ndice indicará a coluna em que se encontra o elemento λij( ou λ
ij) mais

exatamente, λ é chamada a matriz de passagem da base E para a base F [4].

Tomemos um vetor v ∈ V e exprimâmo-lo sucessivamente como combinação linear

dos ei e dos fj:

v =
∑
i

αiei, v =
∑
j

βjfj.

Na segunda dessas igualdades , substituamos fj pelo seu valor fj =
∑

i λ
i
jei obtendo

v =
∑
j

βj(
∑
i

λijei) =
∑
j

(
∑
j

λijβ
j)ei.

Como v se exprime de maneira única como combinação linear dos ei, comparando

v =
∑

i α
iei com v =

∑
i(
∑

j λ
i
jβ

j)ei, podemos escrever:

αi =
∑
j

λijβ
j, i = 1, ..., n.

Esta é a relação entre as coordenadas αi, de v na base E , e as coordenadas βj, do

mesmo vetor v na base F . Observe que a matriz λ, de passagem de E para F dá a

passagem das coordenadas de v na base F para as coordenadas relativamente a E . Houve

uma inversão de sentido, por isso, os vetores de um espaço V são, às vezes chamadas

vetores contravariantes[4].

1.5 Transformações Lineares

Definição 1.5.1 Sejam E,F espaços vetoriais sobre R. Uma transformção linear T :

E −→ F é uma correspondência que associa a cada vetor v ∈ E um vetor T(v) = T ·v =

Tv ∈ F de modo que valham, para quaisquer u, v ∈ E e α ∈ R, as seguintes condições:[2]

1. T(u+v)=Tu+Tv;

2. T(α · v) = α ·Tv.
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O vetor T · v chama-se a imagem(ou transformado) de v pela transformação T . Quando

E = F , T é chamado de operador linear.

Exemplo 1.5.1 Seja V = W = Rn, a aplicação T (x) = ax, onde a é um escalar, é uma

transformação linear.

Exemplo 1.5.2 A aplicação πi : Rn −→ R, que a cada vetor x ∈ Rn associa a sua

i-ésima coordenada, é também uma transformação linear.

A soma de duas transformações lineares A,B : E −→ F e o produto de uma transformação

linear A : E −→ F por um número α ∈ R são as transformações lineares A+B : E −→ F

e αA : E −→ F , definidas respectivamente por (A + B)v = Av + Bv e (αA)v = α · Av,

para todo v ∈ E.

Um operador linear especial é o operador identidade I : E −→ E, definido por I ·v = v

para todo v ∈ E.

Teorema 1.5.1 Sejam E,F espaços vetoriais e B uma base de E. A cada u ∈ B,

façamos corresponder (de maneira arbitrária) um vetor u’ ∈ F . Então existe uma única

transformação linear A : E −→ F tal que A · u = u’ para cada u ∈ B.

1.6 Produto de Transformações Lineares

Definição 1.6.1 Dadas as transformaçoes lineares A : E −→ F,B : F −→ G, onde o

domı́nio de B coincide com o contradomı́nio de A, defini-se o produto BA : E −→ G

pondo, para cada v ∈ E, (BA)v = B(Av),

E
A→ F

B→ G

Vê-se imediatamente que BA é uma transformação linear. Note que BA nada mais

é que a composta B ◦ A das funções B e A. Dáı segue-se que se C : G −→ H é uma

transformação linear, vale a:
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1. Associatividade: (CB)A = C(BA);

A linearidade não é necessária para mostrar que, dadas A : E −→ F e B,C : F −→

G, tem-se a:

2. Distributividade à esquerda: (B + C)A = BA+ CA;

Pela linearidade de C : F −→ G, tem-se que, dadas A,B : E −→ F , vale a:

3. Distributividade à direita: C(A+B) = CA+ CB;

Pela linearidade de B tem-se a:

4. Homogeneidade: B(αA) = α(BA), válida para α ∈ R, A : E −→ F e B : F −→ G

quaisquer.

1.7 Núcleo e Imagem

Definição 1.7.1 Seja A : E −→ F uma transformação linear. Diz-se que a imagem de

A é um subconjunto Im(A) ⊂ F , formado por todos os vetores w = Av ∈ F que são

imagens de elementos de E pela transformação A.

Definição 1.7.2 Uma transformação linear B : E −→ F chama-se uma inversa à direita

da transformação linear A : E −→ F quando se tem AB = IF , ou seja, quando A(Bw) =

w para todo w ∈ F .

Definição 1.7.3 O núcleo N(A) da transformação linear A : E −→ F é o conjunto dos

vetores V ∈ E tais que Av = 0.

Definição 1.7.4 Sejam A : E −→ F e B : F −→ E transformações lineares. Diz-se que

B é uma inversa à esquerda de A quando BA = IE, isto é, quando B(Av) = v para todo

v ∈ E.

Definição 1.7.5 Uma transformação linear A : E −→ F chama-se invert́ıvel quando

existe B : F −→ E linear tal que BA = IE e AB = IF , ou seja, quando B é, ao mesmo

tempo, inversa à esquerda e à direita de A. Diz-se então que B é a inversa de A e

denota-se por B = A−1.
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1.8 Matriz associada a uma Transformação Linear

Em virtude do teorema 1.5.1 na pagina 21, podemos definir uma transformação linear

A : Rn −→ Rm, pondo para cada j = 1, ..., n, um vetor vj = (a1j, a2j, ..., amj) ∈ Rm e

dizer que vj = A·ej é a imagem do j-ésimo vetor da base canônica, ej = (0, ..., 1, ..., 0) pela

transformação linear A. Ou seja, uma transformação A : Rn −→ Rm fica inteiramente

determinada por uma matriz a = [aij] ∈M(m× n)[2].

Definição 1.8.1 Sejam E,F espaços vetoriais de dimensão finita e A : E −→ F uma

transformação linear. Fixadas bases V = {v1, ..., vn} ⊂ E e W = {w1, ..., wm} ⊂ F , para

cada j = 1, ..., n o vetor Avj se exprime como combinação linear dos vetores da base W:

Avj = a1jw1 + a2jw2 + ...+ amjwm =
n∑
i=1

aijwi.

Assim, a transformação linear A : E −→ F juntamente com as bases V ,W, determi-

nam uma matriz a = [aij] ∈ M(m × n), chamada a matriz de A relativamente a essas

bases (ou nas bases V ,W).

Teorema 1.8.1 A matriz de BA : E −→ G nas bases U ,W é o produto b ·a ∈M(m×n)

das matrizes b e a.

Propriedades:

1. (cb)a = c(ba);

2. c(a+ b) = ca+ cb; (b+ c)a = ba+ ca;

3. a · In = a, Im · a = a se a ∈M(m× n);

4. b(αa) = α(ba).

1.9 Produto Interno

Definição 1.9.1 Um produto interno num espaço vetorial E é um funcional bilinear

simétrico e positivo em E. Mas precisamente um produto interno é uma função E×E −→
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R, que asocia a cada par de vetores u, v ∈ E um número real 〈u, v〉, chamado o produto

interno de u por v, de modo que sejam válidas as seguintes propriedades, para quaisquer

u, u’, v, v’ ∈ E e α ∈ R:

1. Bilinearidade: 〈u+u’, v〉 = 〈u, v〉+〈u’, v〉, 〈αu, v〉 = α 〈u, v〉 , 〈u, v+v’〉 =

〈u, v〉+ 〈u, v’〉 , 〈u, αv〉 = α 〈u, v〉 ;

2. Comutatividade(simetria): 〈u, v〉 = 〈v, u〉;

3. Positividade: 〈u, u〉 > 0 se u 6= 0

1.10 Aplicações Multilineares

Definição 1.10.1 Sejam E1, ..., Er, F espaços vetoriais. Uma aplicação

f : E1 × · · · × Er −→ F

é dita r-linear quando é linear separadamente em cada uma das suas variáveis. Isto é,

dados arbitrariamente v1 ∈ E1, ..., vi, wi ∈ Ei, ..., vr ∈ Er e λ ∈ R tem-se:

f(v1, ..., vi + wi, ..., vr) = f(v1, ..., vi, ..., vr) + f(v1, ..., wi, ..., vr)

e f(v1, ..., λvi, ..., vr) = λ · f(v1, ..., vi, ..., vr)

Indicaremos por L(E1, ..., Er;F ) o conjunto das aplicações r-lineares f : E1 × · · · ×

Er −→ F . A soma de duas aplicações r-lineares e o produto de uma aplicação r-linear
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por um escalar são definidos, de modo natural, pelas igualdades:

(f + g)(v1, ..., vr) = f(v1, ..., vr) + g(v1, ..., vr)

(λf)(v1, ..., vr) = λ · f(v1, ..., vr)

Se f, g ∈ L(E1, ..., Er;F ) e λ ∈ R então f+g, λf ∈ L(E1, ..., Er;F ) fazem de L(E1, ..., Er;F )

um espaço vetorial[3].
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Caṕıtulo 2

Cálculo Tensorial

2.1 Exemplos

As leis da f́ısica, para serem válidas, devem ser independentes dos sistemas de coodernadas

usados para exprimı́-las matematicamente. O estudo das consequências deste requisito,

é o que nos leva à análise tensorial, objeto de grande emprego na teoria geral da rela-

tividade, na geometria diferencial, na mecânica, elasticidade, hidrodinâmica, teoria do

eletromagnetismo, e muitos outros campos da ciência e da engenharia. Antes de passar-

mos as definições de tensores recorreremos a alguns exemplos para uma melhor idéia do

assunto a ser discutido e analisado.

Exemplo 2.1.1 Função linear

Seja f(x) uma função linear em um espaço vetorial R de n dimensões. Tomemos em

R uma base {e1, ..., en} e seja

x = x1e1 + · · ·+ xnen

um vetor qualquer de R. Neste caso

f(x) = a1x
1 + · · ·+ anx

n,



onde

ai = f(ei)

Consideremos uma nova base {e′i, ..., e′n} e suponhamos que os novos vetores base

sejam obtidos a partir dos antigos mediante a fórmula

e′i = c1
i e1 + · · ·+ cni en =

n∑
k=1

cki ek (2.1)

Suponhamos que na nova base se tenha

x =
n∑
i=1

x′ie′i

neste caso

f(x) =
n∑
i=1

a′ix
′i (2.2)

onde

a′i = f(e′i) = f(
n∑
k=1

cki ek) =
n∑
k=1

cki f(ek) =
n∑
k=1

cki ak (2.3)

Por consequência uma função linear f(x) é determinada em toda base por uma sequência

de n números (a1, . . . , an) e passando a uma nova base estes números se transformam se-

gundo a fórmula 2.3.

Para questões de abreviação de notação usaremos o seguinte critério criado por Albert

Einstein:

A convenção da soma ou ı́ndice: Se numa expressão qualquer se repetir duas

vezes, uma vez acima e outra abaixo, um mesmo ı́ndice, digamos i, isto significa que a

soma será realizada a respeito deste ı́ndice (com i = 1, . . . , n) em particular o sinal de

soma
∑n

i=1 é omitido. Por exemplo, temos por definição.

cki ek =
n∑
k=1

cki ek, cki x
′i =

n∑
i=1

cki x
′i, bpqi a

i
r =

n∑
i=1

bpqi a
i
r.
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Usando esta notação podemos escrever a igualdade 2.1 na forma

e′i = cki ek

a igualdade 2.2 na forma

f(x) = a′ix
′i

e a igualdade 2.3 na forma

a′i = cki ak

.

Definição 2.1.1 Śımbolo Permutador: O śımbolo permutador(Eijk) é usado para simpli-

ficar a representação do produto escalar triplo, sendo um tensor de terceira ordem, e este

tensor é definido da seguinte forma:

Eijk =


1 se for (i, j, k) em ordem ćıclica e com i, j, k distintos

0 se for (i, j, k) tal que i = j ou i = k ou j = k

−1 se for (i, j, k) com i, j, k distintos e em ordem não ćıclica

Definição 2.1.2 Delta de Kronecker: O delta de Kronecker ou śımbolo de Kronecker, é

a notação δij definida da seginte forma:

δij =

 1 se i = j

0 se i 6= j

Exemplo 2.1.2 Momento de Inércia: Seja um corpo ŕıgido: um sistema de part́ıculas

cujas distâncias de umas as outras permanecem fixas. Sejam m a massa de uma part́ıcula

genérica, e ~v a sua velocidade. O momento total do corpo ŕıgido será então

m~v =
n∑
i=1

mi~vi
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Pela convenção de ı́ndices teremos mi~vi. Temos que a velocidade instantânea de cada

ponto de um corpo ŕıgido ~v, pode ser decomposta da seguinte forma

~v = ~V + ~Ω× ~r

onde ~V é a velocidade comum a todas as part́ıculas, e ~Ω é a velocidade angular instantânea(

também a mesma a todas as part́ıculas). Naturalmente, ~r é o vetor de posição de cada

part́ıcula. A energia cinética do corpo ŕıgido pode então ser escrita como:

T =
∑ m

2
~v2 =

∑ m

2
(~V + ~Ω× ~r)2

onde, como é usual, o quadrado de um vetor é o produto escalar dele consigo mesmo.

Calculando este produto escalar, temos

(~V + ~Ω× ~r).(~V + ~Ω× ~r) = ~V .~V + 2~V .(~Ω× ~r) + (~Ω× ~r).(~Ω× ~r)

O segundo termo do segundo membro aparece, na energia cinética, sob a forma

∑
m~V .(~Ω× ~r) =

∑
m(~V × ~Ω)~r = (~V × ~Ω).

∑
m~r

Se tomarmos a origem no centro de massa, teremos
∑
m~r = 0

De fato, sejam M a massa total do corpo, e ~R a posição de seu centro de massa. Então

~R =

∑
m~r

M

e, se seu centro de massa está na origem, ~R = 0, o mesmo valendo, para
∑
m~r. A energia

cinética é então escrita sob a forma

T =
∑ m

2
~V 2 +

∑ m

2
(~Ω× ~r).(~Ω× ~r) (2.4)
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Utilizando o śımbolo permutador o último termo pode ser reescrito da seguinte forma:

(~Ω× ~r).(~Ω× ~r) = EijkΩjxkEilmΩlxm

= EijkEilmΩjΩlxkxm

= (δjlδkm − δklδjm)ΩjΩlxkxm

= ΩiΩixjxj − ΩixiΩjxj

= ΩiΩj(δijr
2 − xixj) (2.5)

Dáı substituindo 2.5 em 2.4 temos:

T =
M

2
~V 2 +

1

2

∑
m(δijr

2 − xixj)ΩiΩj

e, se definirmos as componentes do momento de inércia como

Iij =
∑

m(δijr
2 − xixj)

teremos

T =
∑M

2
~V 2 +

1

2
IijΩiΩj

Vamos obter agora a maneira pela qual as componentes do tensor momento de inércia

se transforma por mudança de base. Observe que a inergia cinética é um invariante, pois

não é alterada por uma mudança de base. Ora, a quantidade

IijΩiΩj

aparece na expressão da energia cinética, sendo, também, um invariante. Logo, se mu-

darmos de base, teremos

IijΩiΩj = I ′lmΩ′lΩ
′
m (2.6)

onde as quantidades do segundo membro são componentes em relação à segunda base,

As propriedades de transformação das componentes de ~Ω são conhecidas, pois trata-se de
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um vetor. Então,

Ω′i = aliΩ
′
l

Ω′j = ajmΩ′m

que, pela equação 2.6, dão

IijaliajmΩ′lΩ
′
m = I ′lmΩ′lΩ

′
m

Comparando, segue que

I ′lm = aliajmIij

que dá a fórmula de transformação das componentes do tensor de inércia por mudança

de base.

Exemplo 2.1.3 Vetor:

Dada uma base {e1, . . . , en}, todo vetor x é representado por uma sequência (x1, . . . , xn)

de n números que são suas coodernadas. Em uma nova base {e′1, . . . , e′n} este mesmo vetor

é representado por uma outra sequência (x′1, . . . , x′n) e se 1.1 é a matriz de transformação

da primeira base pela segunda, teremos

xk = λkjx
′j (2.7)

Esta é a expressão das coordenadas antigas pelas novas. Agora procuremos as expressões

das coordenadas novas x′j pelas antigas xi. Seja então Λ−1 = [bik] a matriz inversa da

matriz Λ. Ora da igualdade

ΛΛ−1 = Λ−1Λ = I

resulta que

λikb
k
j = bikλ

k
j =

 1 se i = j

0 se i 6= j
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Tomando

δij =

 1 se i = j

0 se i 6= j

Teremos

λikb
k
j = bikλ

k
j = δij

Multiplicando por bik ambos os membros da igualdade 2.7(e, somando em relação a k)

obtemos

bikx
k = bikλ

k
jx
′j = δijx

′j = x′i

logo

x′i = bikx
k

Analogamente, as coordenadas novas x′i de um vetor x são obtidas de suas coordenadas

antigas xi pela matriz Λ−1, inversa da matriz de mudança Λ, com a adição de que os

coeficientes de desenvolvimento das x′i por xi formam as linhas da matriz Λ−1.

Observando os exemplos considerados( função linear, momento de inércia e vetor)

podemos ver que eles possuem algo em comum que nos permite colocá-los a margem de

uma definição geral. Tanto uma função linear como um vetor são determinados em toda

base por n números - a1, ..., an e x1, ..., xn, respectivamente e ao passar a uma nova base

estes números se transformam linearmente: pela matriz de transformação Λ, ou seja,

igual aos vetores bases, no caso de uma função linear e no caso de um vetor pela matriz

Λ−1 que é a inversa da matriz Λ. Os coeficientes de uma função linear, assim como as

coordenadas de um vetor, representam um exemplo de um tensor, assim como a forma

que o momento de inércia é representado, são exemplos de tensores. Ou seja tensores

são uma forma generalizada de vetores e escalares, e caracterizamos essa generalização

atravez da ”ordem”, assim temos que um escalar é definido formalmente como sendo um

tensor de ordem 0, por sua vez um vetor é definido como sendo um tensor de ordem 1, e

qualquer outro elemento que seja de ordem superior é chamado de tensor de ordem n.
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A forma mais simples de expressar um tensor é através de matrizes. Assim um escalar

tensor de ordem 0 é representado simplesmente por um número, um vetor, tensor de

ordem 1, é representado por uma matriz linha ou uma matriz coluna, já um tensor de

ordem 2 ou superior podem ser expressos através de uma matriz n× n.

2.2 Tensor:

Definição 2.2.1 Considere T uma aplicação de E em E, a qual transforma qualquer

vetor em um outro vetor. Se T transforma u em z e v em w, isto é,

Tu = z e Tv = w. (2.8)

E se T satisfaz as seguintes condições:

Para quaiquer u, v ∈ E

 T(u + v)=Tu + Tv ∀u, v ∈ E

T(αv) = αTv ∀v ∈ E, ∀α ∈ R
(2.9)

Onde u e v são dois vetores arbitrários e α é um escalar arbitrário então T é chamado

de uma Transformação Linear. A qual também é chamado de Tensor de Segunda Ordem

ou simplesmente um Tensor.

Uma definição alternativa e equivalente de uma transformação linear é dada por uma

única propriedade.

T(αu+ βv) = αTu+ βTv

Onde u e v são dois vetores arbitrários e α eβ são escalares arbitrários.

De forma geral, dados os vetores u1, ..., un e os escalares α1, ..., αn as relações anteriores

podem ser resumidas como

T(α1u1 + · · ·+ αnun) = α1Tu1 + · · ·+ αnTun = T(αiui) = αiTui (2.10)
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Figura 2.1: Transformação linear vetorial de um vetor u em z

Se dois tensores T e S, transforma qualquer vetor arbitrário u de uma forma idêntica,

então estes tensores são iguais, ou seja:

Tu = Su = w

logo

⇒ T = S

O conjunto de todos os tensores forma o espaço vetorial Lin se a adição e a multi-

plicação por escalar forem definidas ponto a ponto, ou seja, S + T e αS( α ∈ R) são os

tensores definidos por

(S + T)v = Sv + Tv (2.11)

(αS)v = α(Sv) (2.12)

Exemplo 2.2.1 Considere T uma transformação a qual transforma todo vetor em um

outro vetor fixo n. T é um tensor?

Solução

Considere u e v dois vetores arbitrários, então pela definição de T,

Tu ≡ n, Tv ≡ n
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e

T(u+ v) ≡ n

Como

T(u+ v) 6= Tu+ Tv

Segue que T não é uma transformação linear, equivalentemente T não é uma tensor.

Exemplo 2.2.2 Considere T uma transformação a qual transforma todo vetor em um

vetor que é k vezes o vetor original. T é um tensor?

Solução

Seja u e v dois vetores arbitrários e α e β escalares arbitrários, então por definição de

T, temos:

Tu ≡ ku e Tv ≡ kv

e

T(αu+ βv) ≡ k(αu+ βv)

Observe que

T(αu+ βv) ≡ k(αu+ βv)

= kαu+ kβv

= αku+ βkv

Logo

T(αu+ βv) ≡ αTu+ βTv

Portanto pela equação (2.8, T é um tensor).

Como vimos desde os exemplos, e a partir da definição do conceito de tensores acima

podemos fazer uma associação biuńıvoca entre tensores e matrizes. Dáı as operações

equivalentes a 2.11 e 2.12 são, respectivamente, a soma e o produto por escalar usuais das

matrizes.
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2.2.1 Componentes de um Tensor

Definição 2.2.2 Dado um vetor e uma base ortonormal {e1, e2, e3}, as componenentes

desse vetor em relação a essa base são dadas por

ui = ei · u→


u1 = e1 · u

u2 = e2 · u

u3 = e3 · u

Por sua vez, denota-se o vetor u em termos de suas componentes como

u = u1e1 + u2e2 + u3e3 = uiei

Aplicando-se o tensor T ao vetor u, tem-se um outro vetor v = Tu que pela linearidade

de T, pode ser escrito como

v = Tu = T(u1e1 + u2e2 + u3e3) = u1Te1 + u2Te2 + u3Te3 = uiTei

As componentes de v são dadas por

v1 = e1 · v = u1e1 ·Te1 + u2e1 ·Te2 + u3e1 ·Te3

v2 = e2 · v = u2e2 ·Te1 + u2e2 ·Te2 + u3e2 ·Te3

v3 = e3 · v = u3e3 ·Te1 + u2e3 ·Te2 + u3e3 ·Te3

→ vi = ujei ·Tej

Neste caso termos como ei · Tej = T11 e e2 · Te1 = T21 são interpretados como as

componentes de T nas direções e1 e e2 respectivamente. De uma forma geral, defini-se

Tij como sendo as componentes do tensor T, dadas por

Tij = ei ·Tej
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A partir dáı, a equação v=Tu pode ser escrita na forma de componentes como

v1 = T11u1 + T12u2 + T13u3

v2 = T21u1 + T22u2 + T23u3

v3 = T31u1 + T32u2 + T33u3

→ vi = Tijuj

Esta relação pode ser reescrita na seguinte forma matricial:


v1

v2

v3

 =


T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33




u1

u2

u3

→ (v) = (T)(u),

com (T) denominada a matriz do tensor T relativamente à base {e1, e2, e3}.

Os termos nas colunas de [T] são, respectivamente, os coeficientes de Te1, T e2 e Te3.

Portanto temos:

Te1 = T11e1 + T21e2 + T31e3

Te2 = T12e1 + T22e2 + T32e3

Te3 = T13e1 + T23e2 + T33e3

→ Tei = Tjiej.

Temos que as componentes de T, assim como de um vetor v, dependem do sistema

de coordenadas adotado através dos vetores unitários da base {e1, e2, e3}. Portanto um

tensor terá uma matriz para cada base considerada.

2.2.2 Tensor Nulo

Definição 2.2.3 O elemento nulo do espaço de tensores Lin é o tensor nulo 0 que trans-

forma qualquer vetor no vetor nulo, isto é,

0v = 0.
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Temos que a forma matricial associada a esse tensor é aquela cujos coeficientes são

todos nulos, ou seja,

[0] =


0 0 0

0 0 0

0 0 0


Definição 2.2.4 2.2.3 Tensor Identidade

O tensor identidade em Lin é definido por,

Iv = v,∀v ∈ E

Em particular, tem-se

Ie1 = e1 Ie2 = e2 Ie3 = e3

Dáı, as componentes do tensor identidade são

Iij = ei · Iej = ei · ej = δij,

e a representação matricial associada a esse tensor é a matriz identidade que conhecemos

[I] =


1 0 0

0 1 0

0 0 1


2.2.4 Operações com tensores

Definição 2.2.5 Soma e subtração de tensores: dois tensores de mesma ordem e tipo

podem ser somados ou subtraidos, resultando em outro tensor de mesma ordem e tipo,

isto é,

(S±T)ij = ei · Sej ± ei ·Tej = Sij ±Tij

Em forma matricial:

[S±T] = [S]± [T]
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Definição 2.2.6 Produto de tensores: O produto ST de dois tensores S e T é o tensor

que define a transformação composta,

ST = S ◦T,

ou seja,

(ST)v = S(Tv) ∀v ∈ E

As componentes de ST são dadas por

(ST)ij = ei · (ST)ej = ei · S(Tej) = ei · STmjem = Tmj(ei · Sem) = SimTmj,

e por sua vez

(TS)ij = TimSmj.

As expressões anteriores podem ser escritas matricialmente como a seguir:

[ST] = [S][T] [TS] = [T][S]

e, portanto, de forma geral, o produto de tensores não é comutativo, isto é,

ST 6= TS

Tomando os tensores S, T e L verifica-se, com base na associatividade do produto

entre matrizes, que

(S(TL))v = S((TL)v) = T(T(Lv)) = (ST)(Lv)

⇒ S(TL) = (ST)L.

Portanto o produto entre tensores também é associativo.
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2.2.5 Tensor Transposto

Definição 2.2.7 O tensor transposto de S, denotado por ST , é definido como único ten-

sor satisfazendo a propriedade

〈Su, v〉 =
〈
u, STv

〉
≡ (Su) · v = u · (STv) ∀u, v ∈ E

Da definição anterior, tem-se

(Sei) · ej = ei · (ST ej)⇒ Sji = STij ⇒ [S]T = [ST ] (2.13)

Da definição acima segue que:

1. (TT )T = T;

Demonstração:

Da definição segue que:

(T Tu)v = u((T T )Tv)

Dáı

(T Tu)v = u(Tv)

Logo, para mostrarmos que (T T )T = T , basta verificarmos que

u((T T )Tv)− u(Tv) = 0

Pela distributividade á esquerda temos

u[(T T )Tv − Tv] = 0

Dáı para u 6= 0 temos

(T T )Tv − Tv = 0
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Agora pela distributividade á direita segue

v[(T T )T − T ] = 0

Logo para v 6= 0 segue

(T T )T − T = 0

Portanto (T T )T = T

2. (S + T)T = ST + TT ;

Demonstração:

Com efeito, da definição temos

〈
(S + T )Tu, v

〉
=
〈
u, (S + T )Tv

〉
Dáı pelo item anterior,

〈
(S + T )Tu, v

〉
= 〈u, (S + T )v〉

Aplicando a propriedade distributiva no segundo menbro da expressão temos

〈u, Sv + Tv〉

Agora pela definição 1.9.1 item (1) segue

〈u, Sv + Tv〉 = 〈u, Sv〉+ 〈u, Tv〉

=
〈
(STu), v

〉
+
〈
(T Tu), v

〉
=

〈
((ST + T T )u), v

〉
.
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Portanto ∀u, v ∈ Lin vale

(S + T )T = ST + T T

3. (ST)T = TTST .

Demonstração:

Seja

(ST ) = (ST )ij = SimTmj

Dáı

(ST )T =
(
(ST )T

)
ij

= (ST )ji = SjmTmi

= STmjT
T
im

= T TjmS
T
mi.

Portanto

(ST )T = T TST

2.2.6 Tensor Simétrico e Antissimétrico

Definição 2.2.8 Tensor simétrico: Um tensor S é chamdo simétrico se

S = ST

Assim as componentes de um tensor simétrico possuem a propriedade,

Sij = STij = Sji

Matricialmente temos,

S =


S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33

 =


S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33


T
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Ou seja,

S =


S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33

 =


S11 S21 S31

S12 S22 S32

S13 S23 S33


Definição 2.2.9 Tensor Antissimétrico: Um tensor S é dito antissimétrico se

S = −ST

Logo as componentes desse tensor satisfazem a relação

Sij = −(ST )ij = −Sji

Matricialmente temos

S =


0 S12 S13

S21 0 S23

S31 S32 0

 = −


0 S12 S13

S21 0 S23

S31 S32 0


T

Ou seja,

S =


0 S12 S13

S21 0 S23

S31 S32 0

 =


0 −S21 −S31

−S12 0 −S32

−S13 −S23 0


Todo tensor S pode ser escrito, de forma única, como a soma de um tensor simétrico

E e um tensor antissimétrico W, ou seja,

S = E + W
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sendo

E =
1

2
(S + ST ),

W =
1

2
(S− ST ).

De fato, observe que

ET =
1

2
(ST + S) =

1

2
(S + ST ) = E,

WT =
1

2
(ST − S) = −1

2
(S− ST ) = -W

Os tensores E e W são chamados, parte simétrica e antissimétrica, respectivamente

de S

2.2.7 Produto Tensorial de Vetores

Definição 2.2.10 O produto tensorial de dois vetores u e v é um tensor de 2a ordem,

u⊗ v, este tensor pode atuar num vetor w, ou seja, o produto tensorial u⊗ v é definido

como a transformação que associa a cada vetor w, o vetor

(u⊗ v)w = (v ·w)u.

Assim de acordo com a expressão acima, o tensor u ⊗ v atua no vetor w, sendo o

resultado um vetor que tem a direção e sentido do vetor u e cujo comprimento é igual a

|v ·w|||u||, ou seja, o comprimento original de u multiplicado pelo módulo do escalar de

v e w.

Em outras palavras considerando os espaços vetoriais E, de dimensão p, e F de di-

mensão q(sobre um mesmo corpo K), denomina-se o produto tensorial dos dois espaços

um terceiro espaço vetorial sobre K, que será designado por E⊗F desde que satisfaça as

seguintes condições:
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1. A cada par de vetores (u, v) com u ∈ E e v ∈ F, está associado um elemento E⊗F,

chamado o produto tensorial de u por v e designado por u⊗ v, de tal modo que

a)u⊗ (v1 + v2) = u⊗ v1 + u⊗ v2 ( Lei Distributiva)

b)(u1 + u2)⊗ v = u1 ⊗ v + u2 ⊗ v ( Lei Distributiva)

c)(λu)⊗ v = λ(u⊗ v) = u⊗ (λv) (Lei Associativa).

2. Se {e1, ..., ep} for uma base de vetores de E e {f1, ..., fq} for uma base de vetores de

F, os pq vetores ei ⊗ fα constituem uma base de E⊗ F (espaço de dimensão pq).

As condições 1: a) b) c) e 2 permite-nos concluir que, com u = uiei e v = vαfα, o

elemento u⊗ v do produto pode ser escrito na forma

u⊗ v = (uiei)⊗ (vαfα) = uivα(ei ⊗ fα)

com pq escalares uivα (i = 1, ..., p;α = 1, ..., q) como componentes do vetor u⊗ v na base

tensorial ei ⊗ fα.

2.2.8 Traço de um tensor

Definição 2.2.11 O traço de um produto tensorial de dois vetores (u ⊗ v) é definido

como um escalar dado por u · v, ou seja,

tr(u⊗ v) = u · v

Da definição segue a linearidade do traço:

tr[(αu + βv)⊗w] = (αu + βv) ·w = α(u ·w) + β(u ·w) = αtr[u⊗w] + βtr[v⊗w].

Tomando as componentes cartesianas de u e v, ou seja, u = uiei e v = viei, verifica-se

que

tr(u⊗ v) = u1v1 + u2v2 + u3v3 = uivi = (u⊗ v)ii com i = 1, ...3.
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Como qualquer tensor T pode ser escrito na forma T = Tij(ei ⊗ ej), o traço de T é

obtido como

trT = tr(Tij(ei ⊗ ej)) = Tijtr(ei ⊗ ej) = Tij(ei · ej) = Tijδij = T11 + T22 + T33.

Logo, o traço de um tensor é bem definido através da relação

trT = Tii

Verifica-se que o traço de um tensor possui ainda as seguintes propriedades

1. trTT = trT

Demonstração

Por definição

tr(u⊗ v) = (u · v) (2.14)

logo,

trTT = tr(Tij(ei ⊗ ej)T )

Por definição de transposto

= tr(Tij(ej ⊗ ei))

Dáı pela definição (2.14)

Tijtr(ei ⊗ ej) = Tij(ej · ei) = Tijδji = Tii = trT

Portanto

trTT = trT

2. tr(ST) = tr(TS).
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2.2.9 Determinante de um tensor

Definição 2.2.12 O determinante de um tensor S é definido como sendo o determinante

de sua matriz associada [S]:

detS = det[S],

sendo independente da escolha da base.

Definição 2.2.13 Um tensor S é inverśıvel se existe um tensor S−1 chamado inverso de

S, tal que

S−1S = SS−1 = I

Segue da definição acima que um tensor é inverśıvel se, e somente se detS 6= 0. São válidas

as seguinte identidades:

1. det(ST) = (detS)(detT),

2. detST = detS,

3. det(S−1) = det(S)−1,

4. (ST)−1 = T−1S−1,

5. (S−1)T = (ST )−1

Demostração

Temos que

S−1 · S = I

Fazendo o transposto do produto temos

(S−1 · S)T = I
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⇓

(ST )(S−1)T = I

Multiplicando por (ST )−1 ambos os lados temos

(ST )−1 · ST · (S−1)T = (ST )−1

Portanto

(S−1)T = (ST )−1

2.2.10 Tensor Ortogonal

Definição 2.2.14 Um tensor ortogonal é uma transformação linear sob a qual os vetores

transformados preservam seus comprimentos e ângulos entre si, ver figura(2.2)

Figura 2.2: Tensor ortogonal

Onde ||u|| = ||Qu|| e ||v|| = ||Qv||.

Ou seja,
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Qu ·Qv = u · v ∀u,v ∈ E

Da definição de tensor transposto, segue que

Qu ·Qv = v ·QTQu.

Assim,

u · v = v ·QTQu⇒ u · Iv = u ·QTQv⇒ u · (I-QTQ)v = 0.

Como u e v são arbitrários, segue-se que

QTQ = I

Por outro lado, o transposto do tensor identidade é o próprio tensor identidade, por-

tanto

(QTQ)T = IT ⇒ QQT = I

Logo, a condição necessária e suficiente para que Q seja ortogonal é

QQT = QTQ = I,

Em representação matricial,

[Q][Q]T = [Q]T [Q] = [I]

Um tensor ortogonal com determinante positivo é chamado rotação. Todo tensor

ortogonal é uma rotação ou produto de uma rotação por I. Se R 6= I é uma rotação,

então o conjunto de todos os vetores v tais que

Rv = v
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formam um subespaço unidimensional de E chamado de R. Em outras palavras, uma-

rotação R se dá em torno do eixo gerado pelo vetor v.

De forma geral, temos

det(QQT ) = det(I)⇒ det(Q)det(QT ) = 1⇒ (detQ)2 = 1⇒ detQ = ±1

Se detQ=+1 então pela definição anterior, Q é uma rotação. Por outro lado, se

detQ=-1, Q é uma reflexão.

2.2.11 Tensor Positivo-Definido

Definição 2.2.15 Um tensor S é positivo-definido se

v · Sv > 0

para todos os vetores v 6= 0

2.2.12 Lei de Transformação

Lei de transformação para vetores e tensores: Seja {e1, e2, e3} e {e′1, e′2, e′3} duas bases

cartesianas distintas. Notemos que é possivel fazer com que {e′1, e′2, e′3} coincida com

{e1, e2, e3} através de uma rotação ŕıgida, no caso em que os sistemas possuem a mesma

orientação, ou de uma rotação seguida de uma reflexão, no caso em que suas orientações

são distintas.

Observe que desta forma, {e′1, e′2, e′3} e {e1, e2, e3} estão relacionados por um tensor

ortogonal Q da seguinte maneira:

e′i = QT ei = Qmiem →


e′1 = Q11e1 +Q21e2 +Q31e3

e′2 = Q12e1 +Q22e2 +Q32e3

e′3 = Q13e1 +Q23e2 +Q33e3

50



sendo QmiQmj = QimQmj = δij, ou ainda, QTQ = QQT = I

Tomando-se agora um vetor a qualquer, as suas componentes nos dois sistemas de

coordenadas são escritas, respectivamente, como ai = ei · a e a′i = e′i · a. Uma vez que

a′i = e′i · a = Qmiem · a, tem-se

a′i = Qmiam,

Figura 2.3: Sistema cartesiano retangular

ou em notação matricial


a′1

a′2

a′3


e′i

=


Q11 Q21 Q31

Q12 Q22 Q32

Q13 Q23 Q33


ei

e′i


a1

a2

a3


ei

→ (a)′ = (Q)T (a).

As expressões anteriores constituem-se na lei de transformação das componentes de um

mesmo vetor com respeito a diferentes bases cartesianas. Vale ressaltar que (a)′ = (a)e′i

e (a) = (a)ei são representações matriciais do mesmo vetor em bases distintas. Assim

temos que a′ = QTa indica que a′ é o vetor transformado de a através de QT (a e a′

são dois vetores diferentes enquanto que (a) e (a)′ são duas matrizes que representam o

mesmo vetor).

Considerando agora um tensor T, suas componentes em relação às bases {e1, e2, e3} e

{e′1, e′2, e′3} são respectivamente, Tij = ei ·Tej e T ′ij = e′i ·Te′j. Lembrando que e′i = Qmiem,

51



tem-se

T ′ij = e′i ·Te′j = Qmiem ·TQnjen = QmiQnj(em ·Ten).

Logo,

T ′ij = QmiQnjTmn

ou matricialmente

[T]′ = [Q]T [T][Q],
T ′11 T ′12 T ′13

T ′21 T ′22 T ′23

T ′31 T ′32 T ′33


e′i

e′i

=


Q11 Q21 Q31

Q12 Q22 Q32

Q13 Q23 Q33


ei

e′i


T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33



Q11 Q12 Q13

Q21 Q22 Q23

Q31 Q32 Q33


e′i

ei

.

De maneira análoga,

Tij = QimQjnT
′
mn

ou ainda,

[T] = [Q][T]′[Q]T

.

2.3 Funções Tensoriais de um escalar

Seja T=T(t) uma função tensorial de um escalar t:

Figura 2.4: Tesorial de um escalar

Definição 2.3.1 A derivada de T com relação a t é definida ser um tensor de segunda
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ordem dado da seguinte maneira

dT

dt
= lim

∆t→0

T(t+ ∆t)−T(t)

∆t
.

Na forma indicial temos

(
dT

dt

)
ij

= lim
∆t→0

Tij(t+ ∆t)−Tij(t)

∆t
=
dTij

dt
.

Então da definição acima as seguintes regras operacionais podem ser estabelecidas:

[
d(T + S)

dt

]
=

[
d(T + S)

dt

]
=
d(T )

dt
+
d(S)

dt
ou

[
[d(T + S)

dt

]
ij

=
d[T + S]ij

dt

=
dTij
dt

+
dSij
dt

(2.15)

[
d(TS)

dt

]
=
d[TS]

dt
=
d(T )

dt
S + T

d(S)

dt
ou

[
d(TS)

dt

]
ij

=
d[TS]ij
dt

=
d

dt
(TimSmj)

=
dTim

dt
Smj + Tim

dSmj
dt

(2.16)

[
dTT

dt

]
=
d[TT ]

dt
=

[
dT

dt

]T
ou

[
dTT

dt

]
ij

=
d[T]Tij
dt

=
d[Tij]

T

dt
=

[
dTij

dt

]T
(2.17)

2.4 Gradiente de um campo tensorial

O gradiente de v( denotado por ∇v ou gradv) é definido ser um tensor de segunda ordem

no qual, quando operado sobre dr dá a diferença de v em r + dr e r, ou seja,

dv(r) = v(r + dr)− v(r) −→ dv(r) ≡ ∇v · dv

Seja uma base ortonormal {ek}. Em particular, as componentes de ∇v na direção e1
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é dada por:

[∇v]1 = ∇v · e1 =

[
dv

dr

]
e1

≡ ∂v

∂x1

analogamente para as demais direções.

De forma geral temos (
dv

dr

)
ek

≡ ∇ · v · e =
∂v

∂xk

Ou seja,

[∇v] =


∂v1

∂x1

∂v1

∂x2

∂v1

∂x3
∂v2

∂x1

∂v2

∂x2

∂v2

∂x3
∂v3

∂x1

∂v3

∂x2

∂v3

∂x3


Que é o tensor gradiente de um campo vetorial v.

2.5 Divergente de um campo tensorial

Seja u(r) uma campo vetorial. A divergência de u(r) é definida ser um campo escalar

dado pelo traço do gradiente de u. Isto é,

divu ≡ tr[∇u]

= [∇u]ii

Seja T(r) um campo tensorial de segunda ordem, o divergente de T é definido ser um

campo vetorial denotado por divT, tal que para qualquer vetor u tem-se

(divT)u ≡ div(TTu)− tr(TT (∇u) (2.18)

Para achar as componentes cartesianas do vetor divT, seja v = divT, então a partir
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da equação (2.18)

vi = vei = (divT)ei

vi = div(TT ei)− tr(TT∇ei)

Note que ∇ei = 0 para coodernadas cartesianas, logo

vi = div(TT ei)− 0 = div(TT
miem)

vi = div(TT
miem) =

∂Tim

∂xm
em

logo,

vi = div(Ti1e1 + Ti2e2 + Ti3e3)

vi =
∂Ti1
∂x1

e1 +
∂Ti2
∂x2

e2 +
∂Ti3
∂x3

e3

Comparando com divu temos

vi =
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

+
∂u3

∂x3

=
∂uk
∂xk

ek

Em outras palavras, em um sistema de coordenadas cartesianas as componentes vi do

divT são dados por:

divT =
∂Timei
∂xm

Observe que se:

divT− tr[∇T] = [∇Tii]

Então

divTu = div(TTu)− tr[TT∇u]

logo,

tr[∇T]u = tr[∇(TTu)]− tr[TT∇u].
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Observação 1

1. O gradiente levanta a ordem de um tensor de ordem n a ordem n+1

2. O divergente abaixa a ordem de um tensor de ordem n a ordem n-1

Observação 2

Todo tensor pode ser expresso em termos de suas componentes relativas à base tenso-

rial, isto é:

1. u = umem

2. T = Tij(ei ⊗ ej)

3. grad(v) ou ∇v =
∂

∂xk
vn(en ⊗ ek)

4. div(v) =
∂

∂xk
vn(en · ek) =

∂

∂xk
vnδnk =

∂

∂xk
vk

2.6 Gradiente de um tensor de segunda ordem T

O gradiente de um tensor de segunda ordem T é por definição um tensor de terceira

ordem que satisfaz a seguinte propriedade:

∇(TTa) = (∇T)Ta.

Vejamos que esta operação está bem definida, para isto note que

∇(T Ta) =
∂

∂xk
[Tij(ej ⊗ ei)amem]⊗ ek

=
∂

∂xk
[Tijam(ej ⊗ ei)em]⊗ ek

(2.19)
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Dáı pela definição 2.2.10

=
∂

∂xk
[Tijamδmiej]⊗ ek

=
∂

∂xk
[Tijamδmi(ej ⊗ ek)]

=
∂

∂xk
[Tijai(ej ⊗ ek)] (2.20)

Por outro lado temos que

(∇T)Ta =

[
∂

∂xk
Tij(ei ⊗ ej ⊗ ek)

]T
amem

=
∂

∂xk
Tij(ei ⊗ ej ⊗ ek)Tamem

(2.21)

Por 2.13

=
∂

∂xk
Tijam(ej ⊗ ek ⊗ ei)em

(2.22)

Pela definição 2.2.10

=
∂

∂xk
Tijam(em · ei)(ej ⊗ ek)

=
∂

∂xk
Tijamδmi(ej ⊗ ek)

=
∂

∂xk
Tijai(ej ⊗ ek)

=
∂

∂xk
[Tijai(ej ⊗ ek)] (2.23)

Dáı por 2.20 e 2.23 segue que

∇(TTa) =
∂

∂xk
Tijai(ej ⊗ ek) = (∇T)Ta.

Proposição 2.6.1 Dado T ∈ Lin e u ∈ V , V um espaço vetorial, tem-se que:
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∇(TTu) = (∇T)Tu + TT∇u

Demonstração

De fato, o resultado segue de considerar u constante e aplicar a definição do gradiente

de um tensor de segunda ordem e considerando T constante, obtemos o resultado acima.

Agora demonstraremos a afirmação acima através de suas componentes.

Note que,

∇(TTu) =
∂

∂xk
[Tij(ei ⊗ ej)Tumem]⊗ ek

Por 2.13

=
∂

∂xk
[Tijum(ej ⊗ ei)em]⊗ ek

Dáı pela definição 2.2.10

=
∂

∂xk
[Tijumδmiej]⊗ ek

=
∂

∂xk
[Tijui](ej ⊗ ek)

Agora por 2.16 segue

=

(
∂

∂xk
Tij

)
ui(ej ⊗ ek) +

(
∂

∂xk
ui

)
Tij(ej ⊗ ek)

=
∂Tij
∂xk

ui(ej ⊗ ek) +
∂ui
∂xk

Tij(ej ⊗ ek)

=
∂Tij
∂xk

umδmi(ej ⊗ ek) + Tij

(
∂ur
∂xk

δriej

)
⊗ ek

=
∂Tij
∂xk

um(em · ei)ej ⊗ ek + Tij

(
∂ur
∂xk

(ei · er)ej
)
⊗ ek
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Agora usando a definição 2.2.10

=
∂Tij
∂xk

um(ej ⊗ ek ⊗ ei)em + Tij
∂ur
∂xk

(ej ⊗ ei)(er ⊗ ek)

=
∂Tij
∂xk

(ei ⊗ ej ⊗ ek)Tumem + Tij(ej ⊗ ei)
∂ur
∂xk

(er ⊗ ek)

= (∇T)Tu + TT∇u

Portanto

∇(TTu) = (∇T)Tu + TT∇u

Proposição 2.6.2 De forma análoga, seja a função escalar φ e aplicando o gradiente de

φ a um tensor de terceira ordem T temos que:

∇(φT) = φ(∇T) + T⊗∇φ

Demonstração

De fato, note que

∇(φT) =
∂

∂xk
(φTij)(ei ⊗ ej ⊗ ek)

Pela propriedade 2.16

=

(
∂φ

∂xk

)
Tij(ei ⊗ ej ⊗ ek) + φ

∂Tij
∂xk

(ei ⊗ ej ⊗ ek)

= Tij
∂φ

∂xk
(ei ⊗ ej ⊗ ek) + φ∇T

= T⊗∇φ+ φ∇T.
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2.7 Divergente de um tensor de segunda ordem

Com base nos resultados da seção anterior podemos introduzir a noção de divergente da

composição de tensores de segunda ordem, onde a expressão do div(ST) é

div(ST) · a = div((ST)Ta)

= div(TTSTa)

= T · ∇(STa) + STa · divT

= (∇S)T · a+ a · SdivT

= [(∇S)T + SdivT] · a, (2.24)

de onde segue que

div(ST) = (∇S)T + SdivT

2.8 Laplaciano de um tensor de segunda ordem

Definição 2.8.1 Com base no que vimos anteriormente, podemos estabelecer uma operação

na qual obtemos o laplaciano de um tensor, que é um outro tensor. Dado T ∈ Lin, tal

operação será denotada por ∆T e é definida como sendo

∆T = [∇(∇T)]I

Observe que ∇(∇T) é de quarta ordem. Assim ∆T pode ser escrito da seguinte forma

∆T = [∇(∇T)]I

=
∂

∂xl

[
∂

∂xk
Tij(ei ⊗ ej)⊗ ek

]
⊗ elδrs(er ⊗ es)

=
∂

∂xl

∂

∂xk
Tijδrs(ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el)(er ⊗ es)

=
∂

∂xl

∂

∂xk
Tijδrs((ek ⊗ el) · (er ⊗ es))(ei ⊗ ej)
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Usando a definição 2.2.10

=
∂

∂xl

∂

∂xk
Tijδrsδkrδls(ei ⊗ ej)

=
∂

∂xl

∂

∂xk
Tijδksδsl(ei ⊗ ej)

=
∂

∂xl

∂

∂xk
Tijδks(ei ⊗ ej)

=
∂

∂xl
δlk

∂

∂xk
Tij(ei ⊗ ej)

=
∂

∂xk

∂

∂xk
Tij(ei ⊗ ej)

=
∂2Tij
∂2xk

(ei ⊗ ej).

Que é o laplaciano de cada uma das componentes do tensor T. Outra forma de escrevê-

lo é da seguinte forma

∆T = div(∇T),

Com efeito, definindo um tensor de terceira ordem como sendo

divT = (∇T)I,

Tem-se

div(∇T) = [∇(∇T)]I = ∆T
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Caṕıtulo 3

Aplicações

3.1 Teoria da Elasticidade

Definição 3.1.1 Elasticidade: Em F́ısica e Engenharia, o termo elasticidade se refere

a propriedade de certos materiais sofrerem deformações reverśıveis quando aplicado uma

determinada força.

Definição 3.1.2 Tensor Tensão: Estudado em mecânica dos meios cont́ınuos, o tensor

tensão é o tensor que aborda a distribuição de tensões e esforços internos nos meios

cont́ınuos.

Definição 3.1.3 Tensor de Cauchy: Dado uma distribuição de tensões internas sobre

a geometria de um meio cont́ınuo deformado satisfazendo as condições do prinćıpio de

Cauchy, garantido pelo teorema de Cauchy( sobre tensões de um corpo), existe um campo

tensorial T simétrico definido sobre tal geometria com as seguintes condições:

1. t(x, n) = [Tc(x)](n)

2. ∇ ·Tc(x) + f(x) = 0

3. Tc(x) = TT
c (x).



Fixado então um sistema de referência ortogonal, teremos que o tensor de Cauchy será

dado por uma matriz simétrica, com os seguinte componentes:

[Tc] =


σxx σxy σxz

σyx σyy σyz

σzx σzy σzz

 =


σxx τxy τxz

τyx σyy τyz

τzx τzy σzz


Definição 3.1.4 Tensão: A Tensão em um determinado ponto é definido como o limite

da força aplicado sobre uma pequena região sobre um plano π que contenha o ponto da

área da região, ou seja, a tensão é a força aplicada por unidade de superf́ıcie, e depende

do ponto escolhido, do estado tensional do sólido e da orientação do plano escolhido à

calcular este limite.

A normal ao plano escohido nπ e a tensão tπ em um ponto estão relacionado por:

tπ = T(nπ)

Onde T é o tensor tensão.

Dado uma região em forma de um ortoedro, vede figura(3.1), com faces paralelas aos

eixos coordenados situados no interior de um solido elástico tensionado.

Figura 3.1: Tensor tensão

As componentes σxx, σyy, σzz são responsáveis pelas alterações logitudinais nas três

direções do sistema cartesiano, de modo que os ângulos não sejam alterados, enquanto

que as componentes σxy, σyz, σzx estarão relacionadas com a distorção angular, ou seja, a
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alteração destas componentes converterão o ortoedro em um paralelepipedo.

3.1.1 Equações Básicas da Elasticidade Linear

A elasticidade linear infinitesimal trata do estudo das deformações e da distribuição dos

esforços internos sujeito a cargas externas. As limitações da teoria restringe a aplicação

desta teoria apenas para deformações elásticas pequenas e de magnitude muito pequena.

Figura 3.2: Deformação de um corpo

Definição 3.1.5 Deslocamentos: Considere um corpo elástico( ou estrutura) Ω0 con-

forme figura(3.2) que se deforma sob a ação de um sistema de forças atingindo a con-

figuração deformada Ωf . O vetor u denota o deslocamento de um ponto genérico P de

sua posição na configuração inicial para a nova posição na configuração deformada. Este

vetor deslocamento é tratado como uma função cont́ınua da posição inicial, isto é, para

cada ponto x da peça existe um vetor u(x). Esta descrição é posśıvel devido a hipótese de

um meio cont́ınuo, que desconsidera a microestrutura do material.
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Definição 3.1.6 Deformação: A deformação pode ser representada de forma adequada

mediante o tensor deformação infinitesimal que é dado pela seguinte matriz:

Eik =


Exx Exy Exz

Eyx Eyy Ezy

Ezx Ezy Ezz

 =


Exx 1

2
γxy

1
2
γxz

1
2
γyx Eyy 1

2
γzy

1
2
γzx

1
2
γzy Ezz


Ou seja, a partir dos deslocamentos, podemos calcular as deformações em qualquer

ponto de uma estrutura. Temos que as equações deformações-deslocamentos para elasti-

cidade linear tridimensional são:

Exx =
∂ux
∂x

Eyy =
∂uy
∂y

Ezz =
∂uz
∂z

Exy = Eyx =
1

2

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
Exz = Ezx =

1

2

(
∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

)
Eyz = Ezy =

1

2

(
∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

)
(3.1)

Onde as componentes da diagonal principal representam os alargamentos(ou dilatações),

e os demais os meios deslocamentos.

E estas componentes estão linearmente relacionadas com os deslocamentos pela se-

guinte relação:

Eij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
=

1

2

(
∇u + (∇u)T

)
Exemplo 3.1.1 Uma rotação de corpo ŕıgido de um ângulo θ em torno do eixo z é escrita

como

u =


xcosθ − ysinθ − x

xsinθ + ycosθ − x

0
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Tem as deformações infinitesimais dadas por

Exx = cosθ − 1

Eyy = cosθ − 1

Ezz = 0

Exy = Eyx = Exz = Ezx = Eyz = Ezy = 0

As equações de (3.1) podem ser representadas matricialmente da seguinte forma:



Exx

Eyy

Ezz

2Exy

2Exz

2Eyz


=



∂

∂x
0 0

0
∂

∂y
0

0 0
∂

∂z
∂

∂y

∂

∂x
0

∂

∂z
0

∂

∂x

0
∂

∂z

∂

∂y




ux

uy

uz



Definição 3.1.7 Equações Constitutivas: É uma relação entre as variáveis termodinâmicas

ou mecânica de um dado sistema f́ısico, à exemplo: pressão, temperatura, volume, tensão,

deformação, densidade, etc. Cada material ou sólido possui uma equação constitutiva

espećıfica.

Em mecânica dos sólidos e em engenharia estrutural, as equações constitutivas são igual-

dades que relacionam o campo de tensões com a deformação, naturalmente tais equações

relacionam as componentes dos tensores tensão, deformação e velocidade de deformação.

Para um material elástico linear as equações constitutivas se chamam equações de Lamé-

Hooke ou simplesmente de Lei de Hooke.

Definição 3.1.8 Lei de Hooke: È a lei da F́ısica relacionada a elasticidade de corpos,

que serve para calcular a deformação causada pela força aplicada num determinado corpo,

tal que a força será igual ao deslocamento da massa a partir do seu ponto de equiĺıbrio
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vezes a caracteŕıtica constante da mola ou do corpo que sofrerá a deformação:

F = k ·∆l

A lei de Hooke é percebida após um ensaio de tração, figura(3.3), e deste é obtido o gráfico

tensão-deformação, figura(3.4). O comportamento linear conforme pode ser observado no

ińıcio do gráfico afirma que a tensão é proporcional à deformação. Logo, existe uma

constante de proporcionabilidade entre essas duas grandezas. Sendo:

σ = EE

Figura 3.3: Ensaio de tensão-deformação Figura 3.4: Gráfico tensão-deformação

Mais genéricamente a equação constitutiva de Lamé-Hooke e da seguinte forma:

σij =
∑
k,l

CijklEkl

3.1.2 Equações de Equiĺıbrio

Definição 3.1.9 Equiĺıbrio Interno: Quando as deformações não variam com o tempo,

o campo de tensões dado pelo tensor representa um estado de equiĺıbrio com as forças de
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volume b = (bx, by, bz) em qualquer ponto do sólido, isto implica que o campo de tensões

deve satisfazer as seguintes condições de equiĺıbrio:

∂σxx
∂x

+
∂σyx
∂y

+
∂σzx
∂z

+ bx = 0

∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂σzy
∂z

+ by = 0

∂σzx
∂x

+
∂σzy
∂y

+
∂σzz
∂z

+ bz = 0.

Ditas equações de equiĺıbrio interno.

Definição 3.1.10 Equiĺıbrio de Contorno: O campo de tensões além de satisfazer as

condições de equiĺıbrio, devem satisfazer as condições de contorno sobre a superf́ıcie do

sólido, que relacionam o vetor normal à mesma n = (nx, ny, nz), com as forças por unidade

de superf́ıcie f = (fx, fy, fz), ou seja:

σxxnx + σyxny + σzxnz = fx

σxyny + σyyny + σzynz = fy

σxznx + σzyny + σzznz = fz.

Chamadas de equações de equiĺıbrio de contorno.
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Considerações Finais

Neste trabalho tivemos por objetivo trabalhar os conceitos fundamentais de tensores,

definindo-os e analisando o comportamento de suas componentes.

O conceito de tensor embora teoricamente seja novo, é um tema muito relevante,

como podemos observar, tanto na própria Matemática, quanto na Engenharia e na F́ısica,

principalmente em F́ısica onde detemos às aplicações, a teoria da Relatividade Geral de

Albert Einstein, uma teoria totalmente tensorial, mostra o grau de impotância destes

elementos matemáticos, assim como a teoria da Elasticidade, aplicação analisada neste

trabalho.

Embora não seja um tema amplamente discutido, tensores são vistos corriqueiramente,

como pode ser visto nos exemplos citados no texto, a forma como uma função linear pode

ser expressa, a equação do Momento de Inércia, a estrutura de um vetor, ambos são

exemplos de representação de tensores.

Como afirmado anteriormente, por ser um tema muito amplo, nos restringimos a

análise e estudo dos tensores às suas componentes, assim ambas verificações e demons-

trações foram feitas através das componentes de um tensor.
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