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Resumo

Neste trabalho de conclusao de curso, abordamos o conceito do Método das Dife-
rencas Finitas, juntamente com suas propriedades. Inicia-se o trabalho com uma revisao
historica, enfatizando alguns matematicos que foram imprescindiveis para o desenvolvi-
mento dos métodos de diferencas. No aspecto tedrico, trabalhamos com Equacoes Dife-
renciais Parciais de 2* ordem, com os métodos explicito e implicito aplicados na Equacao
do Calor, e com o método de Crank-Nicholson. Por fim, exemplificamos numericamente
em um problema os conceitos e propriedades estudadas, fazendo uma comparacao entre

os métodos.

Palavras-Chave: Método das Diferencas Finitas. Equacoes Diferenciais Parciais de
2% Ordem. Método Explicito. Método Implicito. Equacao do Calor. Método de Crank-

Nicholson.



Abstract

In this monograph, we discuss the concept of Finite Difference Method, with their
properties. It begins with a historical review, emphasizing some mathematicians who
were essential to the development of difference methods. In the theoretical aspect, we
deal with Partial Differential Equations of second order, explicit and implicit methods
applied in the Heat Equation, and the Crank-Nicholson method. Finally, we numerically
exemplify those concepts and properties in a problem, making a comparison between the

methods.

Key-words:Finite Difference Method. Partial Differential Equations of Second Order.
Explicit Method. Implicit Method. Heat Equation. Crank-Nicholson Method.
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Introducao

Muitos fenomenos naturais estudados na Fisica, Engenharia e Biologia sao traduzidos
para uma linguagem matematica, dando origem a modelos mateméaticos. Problemas en-
volvendo movimento de fluidos, fluxo de corrente elétrica, dissipacao de calor, propagacao
de onda sismicas e crescimento populacional podem ser descritas através das equagoes di-
ferenciais. Por esta razao, saber reconhecer uma equagao diferencial é muito importante
para a busca da solucao desses problemas.

Uma equacgao diferencial possui uma familia de solugdes e nao apenas uma solugao
que a satisfaca, entretanto, dada uma condicao inicial ou uma condigao de contorno e sua
equacao diferencial, o que chamamos de problema de valor inicial (PVI) ou problema de
valor de contorno (PVC) e sob certas condigdes temos a existéncia e unicidade de solucao
garantida. Neste caso, é possivel obter aproximagoes numéricas do PVI ou PVC, sem
obter a solugao analitica do problema.

A grande necessidade de se obter solugoes de questoes cada vez mais complexas e
o avan¢o computacional deram origem aos métodos numéricos. Eles tém como ideia
principal a discretizagao que reduz o problema continuo, com um numero infinito de
variaveis, em um problema discreto, com um numero finito de variaveis, podendo ser
resolvido por meio de programas computacionais.

Existem diversos tipos de métodos numéricos utilizados para encontrar a solucao de
uma equacao diferencial. Um desses métodos é o Método de Diferencas Finitas. A ideia
basica dele é transformar o problema de resolver uma equagao diferencial num problema de
resolver um sistema de equagoes algébricas, usando para isso aproximagoes das derivadas
que aparecem na equacao, por diferencas finitas.

Uma forma de aproximacao é aplicar os métodos de diferencas finitas, obtidos através
da discretizacao do continuo e obter, assim, a solucao em apenas pontos discretos do

intervalo considerado.



Problemas que envolvem transferéncia térmica causada por uma diferenca de tem-
peratura entre duas regidoes em um mesmo meio podem ser representados por equacoes
diferenciais parciais. Essas equagoes sao denominadas equacoes do calor, e determinam a
distribuicao de temperatura em um corpo.

Nesse trabalho utilizaremos o Método Explicito, Implicito e Crank-Nicholson, com
o objetivo analisar a transferéncia de calor no decorrer do tempo em um problema que

envolvem condugao de calor unidimensional em uma barra.



Capitulo 1

Contexto Historico

O estudo das equacoes diferenciais nasceu com problemas da Mecanica, com a ex-
plicacao do movimento dos planetas, a oscilagao do péndulo e outros que foram estudados
por Leonardo da Vinci (1452-1519), Galileu Galilei (1564-1642), Johann Kepler(1571-
1630).

A mais notavel realizagdo matematica do século XVII foi a inven¢ao do Calculo por
Isaac Newton(1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibinz(1646-1716). Esse feito mudou a
forma de resolver os problemas da época e influenciou toda uma geracao futura.

A obra “Methodus Incrementorum Directa et Inversa”, publicada pelo matemaético
Brook Taylor(1685-1731), em 1715 foi de grande importancia, pois apresentou a série:

1‘2 m 3

flata)=f(a)+f (@z+f (@) =+ f" (a)=

n z"

que hoje é conhecida como Série de Taylor. Ele desenvolveu o teorema de expansao
de Taylor, sendo muito utilizada nos métodos de diferencas finitas.

As publicagoes de Leonhard Euler(1707-1783) “Introduction in analysin infinitorum” (1748),
e “Institutiones calculi differentialis” (1755) e “Institutiones calculi integralis” contém o
estudo mais completo de cédlculo e andlise até aquela época. Entre as contribuicoes de
Euler estao o uso de fatores integrantes na resolucao de equacgoes diferenciais, método
sistematico para resolver equacgoes diferenciais lineares com coeficientes constantes.

Na obra “Traité de Dynamique” (1743), Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783) escre-
veu sobre o principio que as agoes e reacoes internas de um sistema de corpos rigidos em
movimento, estao em equilibrio. Em 1747, ao estudar o problema das cordas vibrantes

desenvolveu a equagao:



0u_ 0%
otz Ox?
e deu a solugao u = f (x +1t) + g (x —t), onde f e g sao fungdes arbitrérias, f,g € C2.

Pierre-Simon Laplace (1749-1827) foi o primeiro a estudar a equagao de Laplace (1780),
em seu trabalho sobre potencial do campo gravitacional.

Na obra “Théorie Analytique de La Chaleur”, Joseph Fourier(1768-1830) introduziu
a Equacao do Calor (1810-1822). Utilizando a teoria dos antecessores, em 1807 Fourier
submeteu seu primeiro trabalho a Academia Francesa, onde formalizou e solucionou o
problema da condugao de calor. Seu trabalho nao foi aceito e um concurso foi feito
para premiar quem solucionasse o problema. Em 1811, Fourier submeteu novamente seu
trabalho, mas a banca julgadora mais uma vez resolveu nao publicé-lo, alegando falta de
rigor. A publicacao dos seus trabalhos s6 ocorreu mais tarde, quando Fourier tornou-se
secretario da Academia. Assim, a teoria de Fourier foi reconhecida, porém nao finalizado,
pois novos problemas surgiram do seu trabalho. Dessa forma as equacoes difereciais
parciais de 2* ordem - Hiperbdlica, Eliptica e Parabdlica - ja eram conhecidas no comeco
do século XIX.

O século XX foi marcado pelo desenvolvimento da Matematica Aplicada com o sur-
gimento dos métodos numéricos implementados no computador. Eles se tornaram muito
importante na resolucao das EDP’s.

Em 1928, Richard Courant (1888-1972), Kurt Otto Friedrichs (1901-1982)e Hans Lewy
(1904-1988) publicaram um artigo sobre as equagoes diferenciais parciais de fisica - ma-
tematica. O uso de aproximagoes de diferengas finitas para provar a existéncia de solugoes
de EDP’s foi a principal motivagao que os levou a escrever esse artigo.

Os avancos tecnolégicos dos métodos numéricos foram criados por Jonh Von Neu-
mam (1903-1957). Ele foi responséavel pelo ENTAC (Electronic Numerical Integrator and
Computer) e idealizou os conceitos de armazenamento de programas.

Peter David Lax (1926), nasceu em Budapeste e migrou para EUA em 1941. Participou
do projeto Manhattan. Friedrichs foi seu orientador em Sistemas de Equacoes Diferenciais
Parciais Hiperbolicas nao Lineares em duas Variaveis Independentes. Em 2005, ganhou
o prémio Abel Prize pelas contribuicoes em Matematica Aplicada. Desenvolveu métodos
de diferencas Lax-Friedrichs e Lax-Wendroff, respectivamente, com Friedrichs e Burton
Wendroff (1930),e ainda, o Teorema de Lax, no qual estabelece as condigoes em que uma

solugao numérica é uma boa aproximacao para solucao de uma equacao diferencial.
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John Crank (1916-2006) e Phyllis Nicholson (1917-1968) foram responsavéis pelo de-
senvolvimento do método numérico, conhecido por Método de Crank - Nicholson, em me-
ados do século XX. Ele consiste em resolver numericamente a equacao do calor e equagoes
diferenciais parciais similares, sendo de segunda ordem no tempo e no espaco, implicito

no tempo e é numericamente estavel.



Capitulo 2

Definicoes Basicas de Equacoes

Diferenciais

2.1 Equacao Diferencial

As equacoes diferenciais sao todas equagoes cujas incognitas sao funcoes e que contém
ao menos uma derivada ou diferencial destas funcoes. Elas sao divididas em: equagoes
diferenciais ordinarias (EDO) e equagoes diferenciais parciais (EDP).

A equacao diferencial ordinaria envolve derivada de uma fungao que contém somente

uma variavel independente e tem a forma:

dy d? d”
F(x,y, i y” y>:0

dv’ dz?’ " dan
Onde z é a variavel independente, y é a varidvel dependente e n designa a maior das
ordens das derivadas presentes na equacao.

Ja a equacao diferencial parcial envolve mais de uma variavel independente. Sua forma

geral é:
du ou  0*u oFu
F(xe,...,2,),u, s ) e =0
(< ! n) Oy ox, 0x3 oxk
Onde (1, ..., x,) sdo varidveis independentes e u (x1, ..., z,) é a varidvel dependente.

As equagoes diferenciais podem ser classificadas ainda quanto a linearidade, a ordem e o
grau.

A equacao pode ser linear ou nao-linear. Uma equacao diferencial é linear se ela for
linear na funcao desconhecida e em todas as sua derivadas, com coeficientes dependendo

apenas das variaveis independentes.



A ordem é determinada com a ordem da derivada de maior ordem presente na equacao.

d3y 3 d?y d*y 4 a

O grau é o maior dos expoentes a que esta elevada a derivada de mais alta ordem que

Exemplo:

existe na equagao.

Exemplo:

3 2 d2 d2 4
<3:c _ d_xz> _ yd_xz = ( — d—j}i) (3* ordem e 2* grau)

2.2 Equacao Diferencial Parcial de Segunda ordem

Muitos fendmenos que ocorrem na Otica, Eletricidade, Ondulatéria, Mecanica, Flui-
dos e Biologia, podem ser descritos através de uma equacao diferencial parcial. Algumas
leis fisicas como: Leis de Newton para o resfriamento dos corpos, equagoes de Maxwell,
Navier-Stokes e da Mecanica Quantica de Schrodinger sao descritas por equagoes diferen-
ciais que relacionam o espago e suas derivadas com o tempo.

As equagoes diferenciais parciais lineares de segunda ordem tém a seguinte forma:

9%u *u d*u ou ou
A8x2 +1}3(%89+(Jay2 +D%+Ea_y+F(u) =G (x,y)

Onde A, B,C, D, E e G sao fungoes que dependem de x e y. Quando os coeficientes
de A...G sao constantes tem-se uma equagao diferencial parcial de segunda ordem com
coeficientes constantes.

Um problema com condicao inicial ou de contorno para uma EDP de 2* ordem da

forma:
A(2,y) Ugy + B (2, y) gy + C (z,y) uyy + G (z,y, 4, uy,uy) =0

¢ aquele que visa obter uma solu¢do u (z,y) # 0 para a equagao dada sobre um
conjunto M C R? de modo que a fungao u = u (z,y) deva satisfazer a algumas condigoes
iniciais ou de contorno dada por fungoes conhecidas.

As EDP’s de 2* ordem séao classificadas em: Equacoes Elipticas, Equagoes Parabdlicas
e Equagoes Hiperbdlicas. Segundo Franco [5], as equagoes parabdlicas sao adequadas para

modelar problemas de difusao, enquanto que as elipticas sao para problemas de equilibrio
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e as hiperbdlicas para problemas de conveccao. A classificacao das EDP’s lineares de 22
ordem ocorrem em fung¢ao do valor do discriminante da EDP. Uma equacao diferencial

parcial linear é:

0? 0?
e Hiperbdlica se A = B2 —4AC > 0. Por exemplo, a equacao da onda: 8_3;’126 = —02522;
{pti 2 . 0Pu  0*u
e Elipticase A = B*—4AC < 0. Por exemplo, a equacao de Laplace: Eye + = 0;
z Y
5l 2 . ou 0%*u
e Parabdlica se A = B —4AC = 0. Por exemplo, a equacao do calor: yn = am.
xr

2.3 Equacao do Calor

A equacao do calor ou de difusao de calor é uma equacao diferencial parcial parabdlica de
segunda ordem. Segundo Incropera [6], essa equagao determina o campo de temperatura,
ou seja, representa como a temperatura varia com a posicao no meio. Ela envolve trés
variaveis , duas varidveis independentes = e ¢, e uma varidvel dependente u (¢, z). E da

forma:

2
% = a% (2.1)
Onde o € R.

Através da equacao do calor é possivel expressar um equilibrio fisico fundamental, isto
é, a taxa de calor que entra em qualquer parte da barra ¢é igual a taxa de absorcao de

calor naquela parte da barra.

A forma geral, em coordenadas cartesianas da equacgao do calor é:

gk@+ﬁk@+ﬁk%+—s@
ar \"or) "oy "oy ) "o "oz ) T Py

Onde k, p e s sao constantes e representam, respectivamente, a condutividade térmica
(W/mK), densidade (K g/m?) e calor especifico do material da barra (J/KgK). O termo
u expressa a temperatura e ¢ a taxa na qual a energia é gerada por unidade de volume
no meio (W/m?). Essa equagao postula que em qualquer ponto do meio, a taxa liquida
de transferéncia de energia por conducgao para o interior de um volume unitario somada
a taxa volumétrica de geracao de energia térmica deve ser igual a taxa de variacao da

energia acumulada no interior deste volume.
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O fluxo de calor é sempre no sentido desde um ponto de maior temperatura a pontos
de menor temperatura.

A equacao do calor é de uma importancia fundamental em numerosos e diversos cam-
pos da ciéncia. Na estatistica, a equacao do calor estd vinculada com o estudo do mo-
vimento browniano através da equacao de Fokker-Planck. A equacao de difusao, é uma
versao mais geral da equacao do calor e relaciona-se, principalmente, com o estudo de
processos de difusao quimica. A equacao do calor é usado em probabilidade e descreve
passeios aleatorios e é aplicada em matematica financeira por esta razao.

Equacao do calor:

u(0,t) =0
u(L,t) =0
| uw.0) = /(@)

(2.2)

Com0O0<z<L;et>0

A solugao do problema é dada pela fungao:

nrr »%z% .,

u(w,t) = A+ ZAncosTe e
n=1

Onde:

nmwx

2 [* 2 [*
Ay = z/o f(z)dz e A, = E/o f(x)cosde

Essa solugao foi obtida usando o método de separacao de variavel e série de Fourier

(HOLETZ, 2001, p.4).

2.4 Erro de Truncamento

A nocao de erro estd presente em todos os campos do Calculo Numérico. De um
lado, os dados, em si, nem sempre sao exatos e, de outro lado, as operacoes sobre valo-
res nao exatos propagam esses erros a seus resultados. Finalmente, os préprios métodos
numéricos, frequentemente métodos aproximados, buscam a minimizagao dos erros, pro-
curando resultados o mais proximo possivel do que seriam valores exatos.

Erro é a diferenca entre o valor exato e o valor apresentado.
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O erro de truncamento é proveniente da utilizacao, por razoes praticas de processos
finitos. Estes processos finitos sao muito utilizados na avaliacao de fungoes matematicas,

tais como, exponenciagao, logaritmos, funcoes trigonométricas e varias outras que uma

maquina pode ter.

Exemplo: Uma maquina poderia calcular a funcao seno e exponencial utilizando as

seguintes técnicas. Sendo:

A
sen(x):x—g—l—g—ﬁ—k...
v 1 2 23
e’ = +$+§+§+---
Faz-se Truncamento:
2 2> 2 n "
Sen(x):x—g—i-a—ﬁ—i—...—i—(—l) ]
xgl 1.2 1'3 "
e = +ZL‘+E+§+...+H

A ideia é a de interromper os cédlculos quando uma determinada precisao é atingida.

De uma maneira geral, pode-se dizer que o erro de truncamento pode ser diminuido até
chegar a ficar da ordem do erro desejado; a partir desse ponto, nao faz sentido diminuir-se
mais, pois o erro de arredondamento (diferenga entre a aproximacao calculada de um

nimero e o seu valor matemético exato) serd dominante.
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Capitulo 3

Métodos Numeéricos

3.1 Discretizacao

Para tratar computacionalmente um problema diferencial é necessario expressar de
forma adequada a regido (dominio) onde o problema sera resolvido. Como usualmente nao
¢ possivel obter solucoes numéricas sobre o dominio, uma regiao continua, devido a uma
infinidade de pontos envolvidos, inicialmente o dominio é discretizado, isto é, substituido
por um conjunto finito de pontos representativos (malha). Somente nesses pontos é que
as solugoes serao obtidas.

A figura 3.1 representa uma malha unidimensional uniforme, onde o espacamento da

malha ¢ igual para cada intervalo e é representado por h.

Figura 3.1: Malha computacional unidimensional

O O O O O O O
x —nh x—h ;4 x+h X + nh

Fonte: MELO, 2011, p.18.

A figura 3.2 representa uma malha cartesiana ortogonal uniforme para um problema
bidimensional. Qualquer ponto (x;,y;) fica representado na malha por (7, j) e os vizinhos

a esse ponto vem representados por (i £ 1,7 £ 1).
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Figura 3.2: Malha computacional bidimensional

£ £ Y
p— S N/

1j+1
O O O

-1 1 i+l
Ay

' Y Yy
- ks L S

17-1

Ax
e EE—_

Fonte: MELO, 2011, p.18.

Uma vez efetuada a discretizacao do dominio do problema, aplica-se o MDF (Método
das Diferengas Finitas) para a determinacao das incognitas. As derivadas, que aparecem
na equagao original, sdo substituidas (ou aproximadas) por férmulas discretas de dife-
rencas. A aplicacao dessas férmulas aos pontos do dominio discretizado gera um sistema
de equagoes algébricas, cuja solugao fornece os valores das incégnitas do problema nesses
pontos discretos.

Dai, nos métodos baseados em diferencas finitas completas o dominio continuo da
equacao ¢ substituido por uma malha de pontos, as derivadas sao aproximadas por dife-
rengas finitas, e assim procura-se solu¢oes numéricas na forma de uma tabela de valores
aproximados em determinados pontos do espago e do tempo.

A exatidao da solucao vai depender das dimensoes dos passos escolhidos para o espaco
e para o tempo. Substituindo todas as derivadas parciais por diferencas finitas que resulta
num sistema de equagoes algébricas, o sistema podera ser linear ou nao dependendo do
tipo de EDP subjacente ao problema.

Nos problemas de valor inicial a solugao é obtida partindo de valores iniciais e avancando
no tempo passo a passo, gerando uma sucessao de linhas na tabela da solucao.

Os procedimentos baseados em passos de tempo podem ser explicitos ou implicitos,
dependendo da férmula do valor solucao usa-se ou nao apenas informagao relativa aos

pontos do passado.
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3.1.1 Condicoes de Contorno

A seguir sao apresentadas as condigoes de contorno que sao comumente encontradas

na solucao de equacoes diferenciais parciais:
e Condicao de contorno de Dirichlet: especifica o valor da func¢ao no contorno;

e Condicao de contorno de Neumann: especifica uma derivada normal da funcao no

contorno;

e (Condicao de contorno de Cauchy: especifica uma combinacao dos dois tipos ante-

riores.

3.2 Meétodo das Diferengas Finitas (MDF)

Utiliza-se o Método das Diferengas Finitas (MDF) como uma forma alternativa para
obtencao da solucao aproximada de uma equacao diferencial parcial. Tem como principal
objetivo transformar em um sistema de equagoes algébricas o resultado de uma equagao
diferencial, substituindo as derivadas por diferencas.

No Método das Diferencas Finitas e de modo geral nos métodos numéricos, permitem-
se observagoes importantes em termos computacionais para matrizes de coeficientes que
serao produzidas quando o MDF for empregado. Para a programacao de um software os
métodos numéricos sao importantes, pois como ja dito, nao se restringem a nenhum caso
particular, podendo assim ser empregados de forma segura e precisa, dependendo do grau
de refinamento do calculo.

Na engenharia, dificilmente se conhece a solugao matematica analitica dos fendmenos
fisicos. As equagoes diferenciais que regem esses fenomenos sao muitas vezes complicadas
e em geral nao lineares. O Método das Diferencas Finitas consiste em resolver a equagao
diferencial em pontos discretos. Estes pontos sao igualmente espagados, ou seja, a malha é
regular. O uso da técnica de Diferencas Finitas procura escrever os operadores diferenciais
em sua forma discreta, ou seja, em funcao de valores pontuais da solucao.

Por defini¢ao, a derivada de um funcao u () em um ponto x; é dada por:

w(x; +h) —u(x;)

du .
— = lim
dx lz=x; h— 0

(3.1)
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Onde h = Ax . De forma aproximada, utilizando-se um incremento h , porém finito,

pode-se escrever:

e Diferenca Finita Progressiva:

e Diferencga Finita Central:

i B2 (33
e Diferenca Finita Regressiva:
S U — U
u = ! (3.4)
Onde:
h:%, vi=mx+ (i—1)h
wir1 = u(x; + h), w; = u(xy), wi—1 = u(x; —h)

Figura 3.3: Diferenca Finita Progressiva, Central e Regressiva

rela secante para x e x-h
e (diferenca regressiva)
LX)/

rela secante para x+th e x-h

» diferenca central) = reta fangenia

rela secante parax +hex
[diferenca progressiva)

- h—+h—

-

xi-h % xI.+h

Fonte: ALVES, 2007, p.33.

O conhecimento da solugao, mesmo que de forma aproximada, em alguns pontos da
uma boa ideia da solucao continua, a medida que essa nuvem de pontos é adensada o

valor da resposta numérica se aproxima do valor real.

A formulacao basica da série de Taylor d& inicio ao Método das Diferencas Finitas,

através da aproximacao das derivadas.
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3.3 Série de Taylor

Este método utiliza como técnica de solugao de equacoes diferenciais, a substituicao
das derivadas por formas de diferencas finitas que sao obtidas pela expansao em série de

Taylor e truncamento ao nivel da ordem do erro desejada.

F)=F@+f (@ f@-a)+? (a)é‘f_“) +...+%

+Rn

O principal objetivo é determinar, de acordo com a fun¢ao, uma boa aproximacao
através de um polinomio a ela. Nao sera utilizado pontos de sua imagem, mas, sim, de
sua derivada de ordem n. Com os resultados, pode-se aproximar tao bem quanto se quer
a funcao por meio do polinomio.

Teorema (Expansao em Série de Taylor) Seja uma fungao f : D — Rinfinitamente
diferencidvel f(z) qualquer. Entao, tem-se:

1) = f(@) + £ @) a) + Ty Dy p)

Onde E(z) é a funcdo que representa o erro de truncamento e f™(x) é a n-ésima
derivada de f. Esta representacao de f é dita centrada em a, pois o polinobmo que aparece
antes do erro de truncamento assume valor igual a f(a), ou seja, o erro de a é igual a
zero. Uma maneira alternativa de representar a funcao, iterando nosso processo o quanto

quisermos, é:

Demonstragao: A intencao é achar um polinémio P(z)tal que este molde suficien-

temente bem a funcao, dai:
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p"(a) = f"(a)
entao tem-se que:
Az —a)" + As(z —a)" P+ .+ A (z—a) + A, =~ f(z)

Deve-se determinar o coeficiente independente de P de modo que a funcao se aproxime
no ponto a. E natural tomar este coeficiente como f(a). Os outros é possivel conseguir

através de sucessivas derivagoes: Derivando até tornar o termo independente, obtém-se:

["™(a)

n!

1=

Integrando esta ultima equacao, com o devido coeficiente lider em seu lugar, e fazendo
r = a, encontra-se As:

0

(n— 114y = f"V(a) & Ay = o

Dessa forma:

4 1P
(n—k)!
Logo, o método de aproximagao polinomial que melhor molda a funcao em uma vizi-

nhanga de um ponto a é:

fa)

n!

f(@) = f(a@) + £ (@)@ —a)+ L (—a)" + E(x)

3.4 Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade

Para se garantir que a solugao numérica fornecida por um esquema numérico repre-
sente uma aproximacao razoavel da solucao exata do problema matematico, é necessario
que o esquema utilizado apresente propriedades de consisténcia, convergéncia e estabili-
dade. Essas propriedades estao inter-relacionadas na solugao numeérica e sao fungoes dos

erros envolvidos.
o Consisténcia:

Um esquema de diferencas finitas é dito consistente quando, ao refinarem-se as apro-
ximagoes (por diferencas finitas), no limite, as equagdes aproximadas se tornam matema-
ticamente equivalentes as equacoes diferenciais originais. Assim, se Ax — 0, At — 0,

Ay — 0, ¢ = 0( Onde € é o erro de truncamento da equagao aproximada).
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e (Convergéncia:

A convergéncia é uma qualidade importante e dificil de ser demonstrada diretamente,
em geral, utiliza-se uma técnica indireta para demonstrar a convergéncia de um método
numérico, baseada no Teorema de Equivaléncia de Lax: para a solu¢ao de um problema
linear de valor inicial bem posto, por uma discretizacao consistente, a estabilidade do

método numérico é condigao necessaria e suficiente para a convergencia. Sintetizando:
Consisténcia + Estabilidade — Convergéncia

Desta forma, como foi visto, todas as discretizacoes sao consistentes com as EDP’s e,
para os métodos estaveis e para os que tém critérios de estabilidade, se obedecidos, todos

os métodos numeéricos serao convergentes.
o Fstabilidade:

A estabilidade de métodos numéricos estd intimamente associada ao erro numérico.
Um método de diferencas finitas é estavel se os erros produzidos em um passo de tempo
do célculo nao provocam um aumento dos erros a medida que os calculos avancam. Nos
esquemas que tratam de problemas evolutivos, a estabilidade condicional proporciona uma
solugao numérica limitada. Os erros mais comuns introduzidos na solucao sao provenientes
de condigoes de fronteira ou iniciais aproximadas de forma incorreta, e também, devido
ao acumulo de erros de arredondamento cometidos pelo computador durante os calculos.

Em relacao a estabilidade dos métodos numéricos, eles podem ser classificados em:

1. Condicionalmente estdvel: depende de certos parametros para que 0s erros per-
manecam limitados e nao instabilizem. Se os erros diminuirem ou chegarem a de-
saparecer, o método numérico é dito como sendo estavel. Métodos explicitos, em

geral, sao desse tipo;

2. Incondicionalmente estdvel: nao necessitam satisfazer quaisquer critérios de estabili-
dade para produzirem solugoes estaveis. Em geral, métodos implicitos (incluindo os
métodos semi-implicitos) e alguns métodos explicitos muito particulares pertencem

a essa categoria;
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3. Instdvel: se os erros aumentarem com o tempo, a solugdo numérica irda divergir
em relacao a realidade (solugao exata) e entdo o método numérico é dito como
sendo instavel. Nao existem valores de At que permitem a eles fornecerem solugoes

estaveis. Em principio, nao devem ser utilizados.

A estabilidade de métodos numéricos pode ser averiguada pela andlise de estabilidade
de von Neumann. Para problemas dependentes do tempo, a estabilidade garante que o
método numérico produza uma solucao limitada sempre que a solucao da equacao diferen-
cial for limitada. Estabilidade em geral, pode ser dificilmente averiguada, especialmente

se a equacao em questao for nao-linear.

3.5 Aplicacao do Método Explicito na Equacao do
Calor

O principio do método de diferencas finitas, para obtencao da solucao de uma dada
equagao diferencial, é aproximar as derivadas desta equagao por um conjunto de valores
da fungao em um determinado nimero de pontos.

Os MDF podem ser classificados em explicitos e implicitos. Os esquemas explicitos de
diferencas finitas sao simples e de facil implementacao. Nestes esquemas, a determinacao
do passo de tempo da discretizacao temporal é dependente da condi¢ao de estabilidade
(condicionalmente estavel) ka fim de obter uma solugao estavel.

A equacao de conducao de calor requer aproximacoes para a segunda derivada no
espaco e a primeira derivada no tempo. Utiliza-se a diferenca central para representar a
aproximacao da segunda derivada no espaco, da seguinte maneira:

u U§+1 — 2uf +ui

i (3.5)

A primeira derivada no tempo pode ser representado utilizando a Diferenca Progres-

siva, expressa da seguinte forma:

ou  uftt b

Substituindo essas equacoes em 2.1, obtém-se:
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k+1 _ ok k k4 ok
ui =y uiy —2u] ug

: L = 3.7
Considerando § = a——, dai:
(Az)
uftt = Buf 4+ (1 —2B) uf + Bul_, (3.8)

Assim, a equagao 3.8 fornece uma forma explicita para calcular os valores de cada nd,

baseado nos valores atuais e em seus vizinhos.

Figura 3.4: Método Explicito

¥ K+1
D R«

=1 [ i +1

I

Fonte: SOUZA, 2003, p.3.

Exemplo: Considere a seguinte equacao diferencial parcial:

ou  O*u

ot 0a?

Com as condigoes de fronteiras:
u(t,0) =wu(t,1) =0, parat >0
e Condicao inicial:
w(0,2) =2 (1—x)*, para0 <z <1

Usando intervalos na variavel de espago de 0.25 e na variavel de tempo 0.01. Calcule
pelo Método Explicito o valor da solugao numérica nos 5 nés para t = 0.01.

Solucao:

Como z € [0, 1], e tomando o valor de Az, tem-se:

Da condicao inicial, obtém-se:
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Figura 3.5: Representacao dos nés em subintervalos

1 1 1 1 1
Uy U, Uy, wu, uy

t=001 e ®

t=0 L] ]
0 0 ] 0 0

a

0 025 05 075 1

Fonte: Elaborado pelas autoras
ud =ud =0
ud =1 (0,0.25) = 0.25 (0.75)* = 0.140625
ud = 1 (0,0.5) = 0.5(0.5)* = 0.125
ud = (0,0.75) = 0.75 (0.25)* = 0.046875

Do enunciado temos Az = 0.25,At = 0.01 e a = 1, obtemos § = 0.16. Substituindo

na equagao (3.8), para k =0ei=1,2,3, temos:
i =1 = ul = 0.16ud + 0.68u0 = u! = 0.115625
i = 2;= ud = 0.16u + 0.68u3 + 0.16u) = ul = 0.115
i = 3= ub = 0.68u) + 0.16u = ul = 0.051875

Portanto:

up =0
uy = 0.115625
ujy = 0.115 (3.9)
uy = 0.051875

1_
uy =0

3.6 Aplicacao do Método Implicito na Equacao do
Calor

O Método Implicito é incondicionalmente estavel, ou seja, o passo de tempo é inde-

pendente da resolucao espacial da grade adotada. Deve-se salientar que a estabilidade
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garantida pelos métodos implicitos nao garante a precisao dos resultados, pois esta de-
pende da discretizagao espacial, do passo de tempo e das condicoes de contorno adotadas.

Além disso, eles geram um amortecimento nos resultados.

Figura 3.6: Método Implicito

D—— Dk

JdIY

=== [ ¥4
Fonte: SOUZA, 2003, p.3.

No método das diferencas finitas implicito, a primeira derivada de tempo é aproximada
pela equacgao da diferenca progressiva, enquanto que a aproximacao da 2* derivada no

espaco € representada da seguinte maneira:

k1 k1, kel
Ou ol = 2uit 4+ ]

= 3.10
. et (3.10)
Quando é substituido a expressao 3.6 e 3.10 na equacao 2.1, obtém-se a equacgao a
seguir:
uf“ — uf ufjfll — 2uk+1 + uk+1
=« (3.11)
At (Ax)

Considerando 8 = a————, entao:
Ax

= —Bulf! + (14 28)uf ! — puit! (3.12)

Essa equagao possui varias incognitas, por isso nao pode ser resolvida por uma reor-
ganizacao algébrica simples, como a do método explicito.

As férmulas implicitas, juntamente com as condi¢oes de contorno resultam em um
conjunto de equacoes lineares algébricas com o mesmo numero de incognitas. Logo, o
método se reduz a solucao de um conjunto de equagoes simultaneas em cada ponto de

tempo.
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A fundamental diferenca entre os métodos explicito e implicito esta representada na

figura a seguir:
Figura 3.7: Método Explicito e Implicito

>< k+1 D Q{

k+1

ol
3/

i-1 i i+ 1 =1 i I+ 1

Fonte: SOUZA, 2003, p.4.

Para a forma explicita, a derivada espacial é aproximada no nivel k de tempo. Ja para
a forma implicita, a derivada espacial aproximada em k + 1, nivel de tempo avancado.

Exemplo: Considere a seguinte equacao diferencial parcial:

ou  O*u

ot 0a?

Com as condicoes de fronteiras:
u(t,0) =wu(t,1) =0, parat >0
e Condicao inicial:
uw(0,2) =2 (1—x)* para0 <z <1

Usando intervalos na variavel de espaco de 0.25 e na variavel de tempo 0.01. Calcule
pelo Método Implicito o valor da solucao numérica nos 5 nés para t = 0.01.

Solugao:

Como z € [0, 1], e tomando o valor de Az, tem-se:

Da condicao inicial, obtém-se:

ud=ul=0
ud = u(0,0.25) = 0.25 (0.75)* = 0.140625
ud =1 (0,0.5) = 0.5(0.5)* = 0.125
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Figura 3.8: Representacao dos nés em subintervalos

1 1 1 1 1
Uy U, Uy, wu, uy

t=001 e ®

t=0 L] ]
0 0 ] 0 0

a

0 025 05 075 1

Fonte: Elaborado pelas autoras
ud = u(0,0.75) = 0.75 (0.25)* = 0.046875

Do enunciado temos Az = 0.25,At = 0.01 e a = 1, obtemos § = 0.16. Substituindo

na equagao (3.11), para k =0 e ¢ = 1,2,3, temos:
i=1;= 1.32ul — 0.16ud = 0.140625
i =2 = —0.16u! + 1.32u} — 0.16u} = 0.125
i =3;= —0.16uj + 1.32u} = 0.046875

Na forma Matricial tem-se:

132 —016 0 ul 0.140625
—0.16 132 —0.16 |-| «& | =] 0125 (3.13)
0 —016 1.32 ul 0.046875

Da resolucao da matriz tridiagonal e das condicoes de contorno, tem-se:

up =0
uj = 0.1205
{ ub =0.1153 (3.14)
ut = 0.495

1_
uy; =0
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3.7 Meétodo de Crank - Nicholson

Na andlise numérica, o método de Crank Nicholson é um método de diferencas finitas
usado para resolver numericamente a equacao do calor e equagoes diferenciais parciais
similares. £ um método de segunda ordem no tempo e no espago, implicito no tempo e é
numericamente estavel. O método foi desenvolvido por John Crank e Phyllis Nicholson na
metade do século XX. Nele é proposto um esquema implicito alternativo para chegar mais
proximo do valor real da derivada de segunda ordem no espaco e primeira ordem no tempo
da equagao de difusao. Para alcancar esse objetivo, aproximagoes para as diferencas sao

implementadas no ponto médio do incremento de tempo.

Figura 3.9: Representacao do Método de Crank-Nicholson

P P— k+1
D

D K P— «

i— 1 i i+ 1

Fonte: SOUZA, 2003, p.5.

As solugoes aproximadas, encontradas por meio desse método, podem ainda conter
oscilagoes significativas caso a razao entre o passo de tempo e o quadrado do passo de
espago for grande (usualmente maior que 1/2). Por essa razao, sempre que grandes passos
de tempo forem tomados, o método menos preciso de euler implicito é frequentemente
utilizado, o qual é estavel e imune a oscilacoes.

O método de Crank-Nicholson é baseado em diferencas centradas no espago, e na regra
trapezoidal no tempo, é de segunda no tempo e no espaco. Por exemplo, para um caso

unidimensional, se a equacao diferencial parcial for:

ou ou 0%u
M _ R gu gu 1
Em seguida, fazendo: wu(iAz,kAt) = uf. A equacdo para o método de Crank -

Nicholson é a combinagao do método de Euler explicito em k e do método de Euler

implicito em k + 1 (deve-se notar, contudo, que o método por si sé nao é simplesmente a
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média desses dois métodos, ja que a equacao tem uma dependéncia implicita na solucao:

o Fuler Explicito:

k+1 k 2
u- — U ou 0°u
L = [F t,—, = 3.16
At ’ (u,x, "o’ 8352) (3.16)
e Fuler Implicito:
k+1 k 2
u: — U 8u 8 u
L = k! t,—, — 1
At ¢ <u,m, "o’ 8952) (3.17)

De 3.16 e 3.17, tem-se o Método de Crank - Nicholson:
k+1 k 2 2
u; T — ub 1 ou 0%u ou 0%u
S o C (R t— —— FF t,—,— ] |(3.18
At 2 [( ' (u,:p7 "0z’ 83?2) T B e (3.18)

A funcao F deve ser discretizada no espaco por diferencas centradas. Note que este
¢ um método implicito. Para conseguir o valor posterior de u no tempo, um sistema de
equagoes algébricas deve ser resolvido. Se a equacao diferencial parcial for nao-linear, a
discretizacao também deverd ser nao-linear para que o avanco no tempo envolva a solu¢ao
do sistema algébrico nao-linear de equagoes, embora que linearizacoes sejam possiveis.

O método de Crank-Nicholson é frequentemente aplicado a problemas da equacao do

calor. Como por exemplo:

ou 0?u
— =a=— 3.19
ot~ " oa? (3.19)
A discretizacao de Crank-Nicholson é dada por:
k+1 k
T oL [(ufyy —2uf +uf ) + (uff] — 20 4+ uf ] (3.20)
At
Fazendo § = 04—2, obtém-se:
2 (Ax)
uftt =l + B[ (ufy — 2uf +uf ) 4+ (uf - 20 4 W] (3.21)

Entao:
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—Puii + (14 28) ui™ — fut = Buiy + (1 - 28) ui + Bui_, (3.22)

Exemplo:
Considere a seguinte equagao diferencial parcial:

o _ o
ot " Ox2

Com as condigoes de fronteiras:
u(t,0) =wu(t,1) =0, parat >0
e Condigao inicial:
uw(0,2) =4(1 —x)z, para 0 <z <1

Usando intervalos na variavel de espaco de 0.25 e na varidavel de tempo 0.0625. Calcule
pelo método de Crank-Nicholson o valor da solucao numérica nos 5 nés para t = 0.0625.
Solugao:

Como z € [0, 1], e tomando o valor de Az, tem-se:

Figura 3.10: Representagao dos nés em subintervalos

1 1 1 1 1
Uy u, Uy, wu, uy

t=0,0625 e

t=40 . 3 ]
0 0 ] 0 0
ul} H] H: I Uy

a

0 025 05 075 1

Fonte: Elaborado pelas autoras

Da condigao inicial, obtém-se:

co
Il
<
so
I
(@]

w0 = (0,0.25) = 4(0.75) 0.25 = 0.75
ud =u(0,0.5) =4(0.5)0.5=1

ud = 1(0,0.75) = 4(0.25) 0.75 = 0.75
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Do enunciado temos Ax = 0.25,At = 0.0625 e o = 2, obtemos [ = 1. Substituindo
na equagao (3.19), para k =0 e i = 1,2, 3, temos:

i=1;= —uj+3u; =0,25
i=2= —ul+3uy —u =0,5
i = 3= 3ul —ub = 0,25

Na forma Matricial tem-se:

3 -1 0 ul 0,25
-1 3 1 |-l u |=] 05 (3.23)
0o -1 3 ul 0,25

Da resolucao da matriz tridiagonal e das condicoes de contorno, tem-se:

( 1
ug =0

ul = 0.182
ul = 0.287 (3.24)
ui = 0.179

1
uy; =0
. 4
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Capitulo 4

Problema Proposto

Considere uma viga, com comprimento de 10 cm e os seguintes valores: k£ = 0, 49cal /
(s.em.°C), Az = 2cm e At = 0,1s. At = 0, a temperatura da viga é igual a zero e as
condigbes de contorno sdo fixas para todos os tempos a 7'(0) = 100°C' e T'(10) = 50°C.
Observe que a viga ¢ de aluminio com C = 0,2174cal/(g°C) e p = 2,7g/cm?. Portanto,
a = 0,835cm?/s e 8 = 0,020875. Resolva numericamente a distribuicao da temperatura
nessa viga utilizando os métodos: Explicito, Implicito e de Crank-Nicholson. Comente os

resultados.

Figura 4.1: Distribuicao de temperaturas em uma viga de aluminio
100° 0° 50°
| |
| L |

Fonte: Elaborado pelas autoras

Observacao:
A temperatura u = u(x,t) da viga de comprimento L = 10cm, satisfaz a equagao do

calor:

ou_ o
ot _aﬁﬁ

Com as condicgoes de fronteira:
u (0,t) =100 e u (10,t) = 50 para t > 0
E com condigoes iniciais:
u(z,0) =0 para 0 < z < 10
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A difusividade térmica dada por é a = 0, 835¢m? /s e a solucdo analitica deste problema

€ expressa por:

T — T > —n2r2ar nmx
u($,t):< 2L 1>x+T1+;Cne< B )sen <T) (4.1)
Onde:
o -2 T,—T)> —T T a
=1 - men g -] (M) e

Sendo L é o comprimento da barra. Como os resultados precisos podem ser obtidos,
geralmente, utilizando-se apenas alguns termos da série, é possivel calcular a solucao
analitica do problema usando a série acima (HOLETZ, 2001, p.98).

Para o calculo da solugao do problema pelo método das diferencas finitas, utiliza-se a
premissa de que o ntimero de Fourier 5 deve ser igual ou menor que 0,5 para o método
convergir.

A seguir sera apresentado a solu¢ao do problema por meio dos métodos: Explicito,

Implicito e Crank-Nicholson.
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e Método Explicito

Solucgao:

Aplicando a equacao 3.8 para Ax = 2cm, At =0.1s, 7 =1,2,3,4 e  constante.
ub = Buby, + (1 - 26)ul + pul,
Parat =0.1s e k =0, o valor do né em x = 2¢m é dado por:
uj = 0,020875u5 + (1 — 2.0,020875) u¥ + 0,020875u)

uy = 0,020875.100 = 2, 0875

Os valores incognitos da fungao sao aqueles correspondentes aos nés em x = 4,6 e

8cm, dai:
u% =0
u:l)) =0
uy = 1,04375

Para t = 0.2s e k = 1, os valores para os quatro nés interiores sao:

ui = 4,0878
ui =0, 0436
uj = 0,02179
ui = 2,0439

Para t = 0.3s e k = 2, os valores para os nds no interior sao:

u? = 6,0055
u; = 0,1276
us = 0,06445
ui = 3,0028
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Para t = 0.4s e k = 3, tem-se:

uj = 17,8449
uy = 0,2489
us = 0,1271
uj = 3,9225

Apo6s utilizar a equacao do método explicito, obtém-se o comportamento da tempera-

tura para os diferentes momentos de tempo e comprimento da barra como mostrado na

tabela:
Tempo(s) Comprimento (cm)

0 2 4 6 8 10

0 100 0 0 0 0 50

0,1 100 | 2,0875 0 0 1,04375 | 50

0,2 100 | 4,0878 | 0,0436 | 0,02179 | 2,0439 | 50

0,3 100 | 6,0055 | 0,1276 | 0,06445 | 3,0028 | 50

0,4 100 | 7,8449 | 0,2489 | 0.1271 | 3,9225 | 50

Fonte: Elaborado pelas autoras

Através da tabela observou-se que o problema nao possui simetria em relacao ao eixo
médio da viga. Apéds a obtencao das solucoes foram desenvolvidos graficos que facilitam
o estudo da distribui¢ao de temperatura no decorrer do tempo e comprimento da viga.

Para representar a condigao inicial do problema, onde as extremidades sao mantidas a
100°C e 50°C, respectivamente, e o comprimento da viga a 0°C, foi desenvolvido o grafico

a seguir, que relaciona a distribuicao de temperatura no decorrer do comprimento da viga.
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Figura 4.2: Variacao da temperatura em funcao do espago
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Fonte: Elaborado pelas autoras

Os graficos abaixo mostram a variagao de temperatura no comprimento da viga cal-

culado pelo método explicito para os tempos de: 0.1s, 0.2s, 0.3s e 0.4s, respectivamente.

Figura 4.3: Solucao Numérica pelo Método Explicito para o tempo de 0.1s a 0.4s.
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Em suma, é possivél representar o comportamento da temperatura no decorrer do

Fonte: Elaborado pelas autoras

tempo na viga, em apenas um grafico como mostrado a seguir:
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Figura 4.4: Variacao da temperatura em relacao do espaco, para diferentes momentos de
tempos, calculado pelo Método Explicito.
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Fonte: Elaborado pelas autoras
e Método Implicito

Solugao:
Utilizando a equacgao 3.12 para Ax = 2cm, At = 0.1s e § = 0.020875, ¢ = 1,2,3,4

tem-se:
uf = —pulf + (1 +28) uf ™ — pult!
Parat = 0.1s e k = 0, o valor do n6 em x = 2c¢m é dado por:
1,04175u; — 0,020875u; = 2, 0875
—0,020875u] + 1,04175uy — 0, 020875u3 = 0
—0, 020875ug + 1,04175u3 — 0, 020875u; = 0
—0,020875u3 + 1,04175u; = 1,04375

Na forma matricial:

1,04175  —0,020875 0 0 ul 2,0875
—0,020875  1,04175  —0,020875 0 w | 0
0 0,020875  1,04175  —0,020875 | | ul | 0
0 0 —0,020875  1,04175 ul 1,04375
(4.2)

36



Logo:

u; = 2,0046
uy = 0, 0406
ug = 0,0209
uy = 1,0023

Parat =0.2s e kK = 1 tem-se:
1,04175u2 — 0,020875u5 = 4,0922
—0,020875u7 + 1,04175u3 — 0, 020875u; = 0, 0406
—0,020875u3 + 1,04175u3 — 0, 020875u? = 0, 0209
—0,020875u3 + 1,04175u; = 2, 04605

Na forma matricial:

1,04175  —0,020875 0 0 u? 4,0922
—0,020875  1,04175  —0,020875 0 u? 0, 0406
0 —0,020875  1,04175 —0,020875 | | w2 0,0209
0 0 —0,020875  1,04175 u? 2, 04605
(4.3)
Logo:
u? = 3,9306
u3 = 0,1189
u; = 0,0618
ui = 1,9653
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Para t =0.3s e k = 2 tem-se:
1,04175u2 — 0,020875u; = 6,0181
—0, 020875u} + 1,04175u3 — 0, 020875u; = 0, 1189
—0, 020875u; + 1,04175u3 — 0, 020875u} = 0,0618
—0,020875u3 + 1,04175u3 = 3, 00905

Na forma matricial:

1,04175  —0,020875 0 0 u? 6,0181
—0,020875  1,04175  —0,020875 0 u 0,1189
0 ~0,020875 1,04175  —0,020875 | | w3 0,0618
0 0 —0,020875  1,04175 u’ 3,00905
(4.4)
Logo:
3 _
u? = 5,7816
us =0,2324
uz = 0,1219
ui = 2,8909

Parat =0.4s e k = 3:
1,04175u; — 0,020875u; = 7,8691
—0,020875u} + 1,04175u; — 0, 020875u; = 0, 2324
—0, 020875u5 + 1,04175u3 — 0, 020875u; = 0, 1219

1,04175u; — 0,020875u3 = 3, 93465
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Na forma matricial:

1,04175  —0,020875

—0,020875  1,04175

0 —0, 020875

0 0

Logo:

0 0
—0, 020875 0
1,04175  —0,020875
—0,020875  1,04175

uj = 7,561386

uy = 0, 3786179

uz = 0,2003662

uj = 3, 7809769

7,8691
0,2324
0,1219

3,93465
(4.5)

A seguir é dado o comportamento da temperatura para diferentes momentos de tempo

e comprimento da viga.

Tempo(s) Comprimento (cm)
0 2 4 6 8 10
0 100 0 0 0 0 50
0,1 100 | 2,0047 | 0,0406 | 0,0209 1,0023 | 50
0,2 100 | 3,9306 | 0,1189 | 0,0618 | 1,9653 | 50
0,3 100 | 5,7816 | 0,2324 | 0,1219 | 2,8909 | 50
0,4 100 | 7,5614 | 0,3787 | 0,200366 | 3,78098 | 50

Fonte: Elaborado pelas autoras
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Analisando o grafico para t = 0, 1s, pode-se observar que ha uma pequena variacao da
solucao numerica nos pontos entre 2 e 3cm de comprimento. Essa variacao serd atenuada

com a resolugao do problema, onde o resultado numérico apresenta uma minima oscilacao,

conforme mostrado nos gréaficos a seguir:

Figura 4.5: Solucao Numérica pelo Método Implicito para o tempo de 0,1s a 0,4s.
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Fonte: Elaborado pelas autoras

O grafico (4.5),a seguir, descreve como ocorre o aumento da temperatura no compri-
mento da barra com o decorrer do tempo. Nota-se que no instante ¢ = 0,2s, a regiao
central da viga estda com uma temperatura de, aproximadamente, 10°C. Com o passar
do tempo essa regiao terda um aumento de temperatura. Em ¢ = 0,4s observa-se que a

temperatura na regiao central aproxima-se de 20°C.
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Figura 4.6: Variacao da temperatura em relacao do espaco, para diferentes momentos de
tempos, calculado pelo Método Implicito.
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Fonte: Elaborado pelas autoras
e Método de Crank-Nicholson

Solucao:

Aplicando a equagao 3.22 para Az = 2cm, At = 0.1s, 5 =0.0104375ei=1,2,3,4
—5Uﬁ11 +(1+28) Uf“ - 5Ufj11 = 5“2‘11 +(1-28) Uf + ﬁuf—l
Parat = 0.1s e £ =0, o valor do n6 em =z = 2cm ¢é dado por:

1,020875u; — 0,0104375u3 = 2, 0875
—0,0104375u; + 1,020875u3 — 0,0104375u3 = 0
—0,0104375u3 + 1,020875us — 0,0104375u} = 0

—0,0104375u3 + 1, 020875u; = 1,04375

Na forma matricial:

1,020875  —0,0104375 0 0 o 2,0875
—0,0104375  1,020875  —0,0104375 0 u% B 0
0 —0,0104375 1,020875 —0,0104375 . ué - 0
0 0 —0,0104375  1,020875 ul 1,04375
(4.6)
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Logo:
uy = 2,0450294
uy = 0,0210176
uy = 0,0106692
uy = 1,0225163
Parat=0.2s e k =1, tem-se:
1,020875u? — 0,0104375u3 = 4, 090058782475
—0,0104375u% + 1,020875u3 — 0,0104375u3 = 0, 0420352117375
—0,0104375u3 + 1, 020875u — 0,0104375u = 0,02133836553125
1,020875u — 0,0104375u = 2, 0450326320125

Na forma matricial:

1,020875  —0,0104375 0 0 u? 4,090058782475
—0,0104375  1,020875  —0,0104375 0 u3 _ 0,0420352117375
0 —0,0104375  1,020875  —0,0104375 ' u3 N 0,02133836553125
0 0 —0,0104375  1,020875 u3 2,0450326320125
(4.7)
Logo:

u? = 4,007269
uy = 0,0825781
uj = 0,0422318

ui = 2,0036473

42



Parat =0.3s e k = 2, tem-se:
1,020875u? — 0,0104375u5 = 6,01197916854375
—0,0104375u3 + 1,020875u3 — 0,0104375u3 = 0, 1231209467625
—0,0104375u3 + 1,020875u3 — 0,0104375u; = 0, 0631251887875
1,020875u3 — 0,0104375u3 = 3,006011957025

Na forma matricial:

1,020875  —0,0104375 0 0 ul 6,01197916854375
—0,0104375  1,020875  —0,0104375 0 us B 0, 1231209467625
0 —0,0104375  1,020875  —0,0104375 ' ul - 0,0631251887875
0 0 —0,0104375  1,020875 ul 3,006011957025
(4.8)
Logo:

uj = 5,890904

uy = 0,1817915

uj = 0,0938081

ud = 2,9455037
Para t = 0.4s e k = 3, tem-se:

1,020875u] — 0,0104375u; = 7, 85732882778125
—0,0104375u] + 1,020875u; — 0,0104375u3 = 0, 24046203498125
—0,0104375u; + 1,020875u3 — 0,0104375u]; = 0, 1244909995625

1,020875u; — 0,0104375u; = 3, 92874543230625
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Na forma matricial:

1,020875  —0,0104375 0 0 uf 7,85732882778125
—0,0104375  1,020875  —0,0104375 0 ug | 0,24046203498125
0 —0,0104375  1,020875  —0,0104375 ' us N 0, 1244909995625
0 0 —0,0104375  1,020875 u} 3,92874543230625
(4.9)
Logo:

uj = 7,6998913
uy = 0,3159515
uz = 0, 1645393
u; = 3,8500921

Obteve-se o comportamento da temperatura para os diferentes momentos de tempo e

comprimento da viga, como mostrado a seguir:

Tempo(s) Comprimento (cm)
0 2 4 6 8 10
0 100 0 0 0 0 50
0,1 100 | 2,0450294 | 0,0210176 | 0,0106692 | 1,0225163 | 50
0,2 100 | 4,00726 | 0,0825781 | 0,0422318 | 2,0036473 | 50
0,3 100 | 5,890904 | 0,1817915 | 0,0938081 | 2,9455037 | 50
0,4 100 | 7,6998913 | 0,3159515 | 0,1645393 | 3,8500921 | 50

Fonte: Elaborado pelas autoras
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Os gréaficos da figura (4.6) mostram a temperatura variando no decorrer da viga nos
tempos: 0.1s, 0.2s, 0.3s, e 0.4s. Pode-se representar o comportamento da temperatura em
funcao do comprimento da viga para as variagoes do tempo, em apenas um grafico, como

mostrado na figura (4.7).

Figura 4.7: Solugao Numérica pelo Método de Crank-Nicholson para o tempo de 0,1s a

0,4s.
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Figura 4.8: Variacao da temperatura em relacao do espaco, para diferentes momentos de

Fonte: Elaborado pelas autoras

tempos, calculado pelo Método de Crank-Nicholson.
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Representacao de diferentes solugoes para v em x = 2cm e t = 10s.

At I} Explicito | Implicito | Crank-Nicholson
10 | 2,0875 208,75 53,01 79,77
5 1,04375 -9,13 58,48 64,79
2 0,4175 67,12 62,22 64,87
1 0,20875 65,91 63,49 64,77
0,5 | 0,104375 65,33 64,12 64,74
0,2 | 0,04175 64,97 64,49 64,73

Fonte: Elaborado pelas autoras

A tabela apresenta resultados numéricos para a temperatura em x = 2 e t = 10.
Note que uma gama de intervalos sao utilizados, os resultados indicam uma série das
propriedades dos métodos numeéricos.

Em primeiro lugar, percebe-se que o método explicito é instavel para os valores
elevados de . Essa instabilidade nao é manisfestada por qualquer abordagem implicita.
Em segundo lugar, o método de Crank-Nicholson converge mais rapidamente, pois 3 é
reduzido e proporciona resultados moderadamente precisos.

Finalmente, se Az e At forem diminuidos como 3 foi diminuido (isto é, forem utilizados

segmentos mais espaciais), a solu¢do numérica se aproxima do resultado analitico.
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Consideracoes Finais

Este trabalho, teve como objetivo principal analisar a transferéncia de calor no decor-
rer do tempo, em um problema que envolve a condugao de calor unidimensional em uma
viga, utilizando os métodos: Explicito, Implicito e de Crank-Nicholson.

Na questao apresentada, observou-se que é possivel obter resultados coerentes e pre-
cisos utilizando o método das diferencas finitas, seguindo o critério de convergéncia dele.
E fazendo a discretizacao, verificou-se que os termos das formulagoes geram matrizes
tridiagonais, para os quais a resolucao dos sistemas é muito facil de ser efetuada compu-
tacionalmente, utilizando programas como o SCILAB.

Outro programa utilizado foi Microsoft Excel. Com ele determinou-se as simulagoes
dos gréficos, e a partir destes notou-se que houve uma minima variacao na temperatura
com relagao ao comprimento, no decorrer dos tempos empregados.

Verificou-se que o comportamento dos graficos, tanto dos métodos de Euler quanto o de
Crank-Nicholson, se assemelham devido os valores obtidos serem bastante aproximados.

Ao término deste trabalho, foi possivel observar que as equagcoes diferenciais parciais
representam um modelo fisico, por isso é necessario adicionar condic¢oes auxiliares de modo
a caracterizar melhor a situacao modelada. Essas condicoes sao denominadas, dependendo
do problema, de condicoes iniciais e de contorno, e a sua adequada implementacao é

fundamental para se obter uma solugao numérica de boa qualidade.
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