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RESUMO

O alicerce deste trabalho esta construido a partir das veredas reveladas pelo estudo sobre
miltiplos, divisores, miltiplos comuns, divisor comum para inteiros, maior divisor comum,
menor multiplo comum, suas propriedades elementares, algumas poucas propriedades
oriundas da fatoracdo em primos e algumas aplicagoes que sao exercicios. Para tal,
no primeiro capitulo digo nas preliminares trataremos dos conceitos mais elementares e
esséncias que versam sobre multiplo, divisor, maior divisor comum - mdc e menor miltiplo
comum - mmc, e por fim usando a fatoracado em nimeros primos mostrasse outra maneira
de calcular o mdc e mmc entre inteiros e alguns resultados essenciais e muito simples.
No segundo capitulo com as aplica¢oes e exemplos do uso do maior divisor comum e o
menor multiplo comum que sao ferramentas essenciais ao estudo dos nimeros inteiros.
Palavras Chaves: inteiros, divisibilidade, comensurabilidade, maior divisor comum,

menor multiplo comum.



ABSTRACT

The foundation of this work is constructed from the paths revealed by the study of
multiples, divisors, common multiples, common divisor for integers, greater common
divisor, smaller common multiple, its elementary properties, few properties derived from
prime factorization and some applications that Are exercises. For this, in the first chapter
I say in the preliminaries we will deal with the most elementary concepts and essences that
deal with multiple, divisor, major common divisor - mdc and smallest common multiple
- mmgc, and finally using prime factorization to show another way of calculating Mdc
and mmc between integers and some essential and very simple results. In the second
chapter with the applications and examples of the use of the greatest common divisor
and the smallest common multiple that are essential tools to the study of integers.
Keywords: Integers, divisibility, commensurability, greater common divisor, smaller

common multiple.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como base a dissertacao "Uma Extensao do MDC e MMC dos
Inteiros aos Comensuréveis" do professor Me. Steve Wanderson Calheiros de Aratjo, pois
seguiré fielmente o mesmo roteiro no entanto s6 trataremos sobre inteiros e versara sobre
miltiplos, divisores, miltiplos comuns, divisor comum para inteiros, maior divisor comum,
menor multiplo comum, suas propriedades elementares, algumas poucas propriedades
oriundas da fatoragao em primos e algumas aplicagoes que sao exercicios. Para tal,faremos
uma abordagem historica referente ao mdc e mme. No terceiro capitulo trataremos dos
conceitos mais elementares e esséncias que versam sobre miiltiplo, divisor, maior divisor
comum - mdc e menor miltiplo comum - mmec. Nao faremos aqui um tratado sobre
inteiros e aritmética, mas trataremos do bésico e essencial para o calculo de mdc e mmc
para inteiros. Ainda no primeiro capitulo faremos uma observagao sobre a existéncia
do mdc e mme onde utilizamos a demonstragdo que esta na referéncia [4], assim como
a demonstracao da equivaléncia da definicao de mdc, onde lancamos mao do belissimo
teorema Bachet Bizu encontrada na referéncia [3] para provar tal detalhe. Ressalto que
apresentamos o antigo e intacto Algoritmo de Euclides que dentre outras coisas mostra
a existéncia do mdc entre niimeros inteiros, mas também exibi como calcular de maneira
construtiva o mesmo. E frisamos que a demosntracao deste algoritmo é feita como na
referéncia [3]. Bem como as demonstragoes de lemas, proposi¢oes e teoremas ndo foi
alterada as formas que constam nas referéncias [3|, [5] e [4]. Por fim mostraremos outra
maneira de calcular o mdc e mmc usando a fatoragao em nimeros primos entre inteiros e
alguns resultados essenciais e muito simples. Em seguida no capitulo quatro trataremos
as aplicacoes dos resultados exibidos nos primeiros capitulos com exercicios e problemas.
Aqui nao escolhemos problemas ou exercicios complicados, mas simples e esclarecedores
para os que se interessarem em ler este trabalho possa compreender e servir de apoio no
entendimento do bésico sobre aritmética no que se referi a miltiplos, divisores, mdc, mmc
e suas formas de calcular. Outro detalhe que gostariamos de ressaltar é que as definicoes,
proposic¢oes sao como estao nas referencias, mas os exemplos sao totalmente originais. Ou
seja, o que faremos é uma coleta de informagoes de diversos livros, revistas e dissertacoes

em um unico trabalho na tentativa de unificar o que a de melhor sobre tal assunto.
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2 PRELIMINARES

2.1 Principios histoéricos

Falar das origens histéricas do mdc e mmec é pensar conjuntamente nas origens do
processo de divisibilidade, multiplicidade e fatoracao, o que remonta ao proéprio processo
de contagem. Existe um conjunto de pesquisadores que concordam que os primeiros seres
humanos aprenderam as primeiras noc¢oes de contagem antes mesmo de aprenderem a
falar ou a escrever. Dai percebemos que o pensamento logico matematico mais primitivo

e bésico é algo proprio da espécie humana podendo também ser observado em outras

espécies de animais.

O processo de contagem Surgiu quando as sociedades némades comegaram a se
organizar em conjuntos sociais mais complexos, tem-se o fato de que em um dado momento
o homem passou a comparar conjuntos para poder ter a nogao de quantidade. Usavam os
dedos da maos e dos pés para indicar colecoes de até vinte elementos, quando o numero
de elemento era maior que o numero de dedos , ele amontoavam pedras em grupos de

cinco, ou entalhes num bastao.

“... Como Aristoteles observou a muito tempo, o uso hoje difundido do
sistema decimal é apenas o resultado do acidente anatémico de quase
todos nos nascemos com dez dedos nas méaos e dez dedos nos pés.” [2]

Um dos exemplos mais antigos dos primitivos ideais do homem sobre ntimeros ¢é o
Osso de Ishango. Foi descoberto pelo antropoélogo belga Jean de Heinzelin de Braucourt
(1920-1998). Este artefato arqueologico foi encontrado na regiao de Ishango que se localiza

na fronteira entre o Congo e Uganda.

Figura 1 — Osso de Ishango.

Fonte: http://www.matematicaefacil.com.br/2016 /07 /matematica-continente-africano-
osso-ishango.html



13

O osso, provavelmente uma fibula de babuino ou outro grande mamifero, foi datado
do periodo Paleolitico Superior da histéria humana, h& aproximadamente 20.000-25.000
anos. Tem 10 cm de comprimento e possui uma série articulada e organizada de entalhes
identificando-a prontamente, para muitos observadores, como um tally stick (antigo
dispositivo de ajuda de memoria usado para gravar e documentar ntimeros, quantidades
ou mesmo mensagens). No osso era divido em trés face que foram gravados trés conjuntos
numérica, onde foram notados indicios de contagem dos meses lunares, ntimeros primitivos
invariaveis seqiienciais, célculos matemaéticos simples, multiplicacao e divisao, porém, o
seu objectivo original continua a ser objecto de debate. O Osso de Ishango esta agora
alojado no Museu de Ciéncias Naturais em Bruxelas, Bélgica, com cuja cooperacao a

imagem acima foi obtida.

Figura 2 — Osso de Ishango
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fonte: http://www.matematicaefacil.com.br/2016/07 /matematica-continente-africano-
osso-ishango.html

A matematica mesopotamica ja dispunha de um método de registro feito através
da escrita cuneiforme. Os conhecimentos matematicos desenvolvidos na sociedade
mesopotamica eram de carater extremamente pratico, com algumas excegoes, e voltado
para questoes de cunho comercial e econdémico. A Babilonia que era a cidade mais
desenvolvida de toda a Mesopotamia, estudaram e desenvolveram-se muito em cima do
processo de divisao. O trabalho com taxas de juros, cAmbio de moedas e divisao de
colheitas exigia operacoes matematicas de natureza diversa. As tadbuas de divisao eram
frequentemente consultadas para a verificagao de resultados. Tais tabuas ou tabuletas
eram feitas de barro onde eram cunhados os resultados e operacoes matematicas e depois
eram cozidos para aumentar sua durabilidade. Em contraste com a falta de fontes de
egipcios matematicas, o conhecimento da matemética babilonica é derivado a partir de
mais do que 400 tabuas de argila descobertos desde 1850. O primeiro teste de matematica
escrita remonta aos antigos sumérios, que criou a primeira civilizagao na Mesopotamia.

Eles desenvolveram um complexo sistema de medi¢ao de 3000 a.c. De cerca de 2500 a.c
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em diante, os sumérios escreveu a tabuada em tabuas de argila e exercicios geométricos
realizados e problemas de divisao. Matematica Babilonicas foram escritos usando um
sistema sexagesimal (base de 60). Este uso corrente de 60 segundos em um minuto, 60
minutos, em uma hora é derivado, e 360 (60 x 6) graus de um circulo. Avangos Babilonicos
em matematica foram facilitados pelo fato de que 60 tem muitos divisores. Além disso,
ao contrario dos egipcios, gregos e romanos, os babilonios tinham um verdadeiro sistema
posicional, onde digitos gravados na coluna a esquerda representa os maiores valores, como
no sistema decimal. Faltava-lhes, no entanto, um equivalente do ponto decimal, de modo

que o valor de lugar de um simbolo muitas vezes teve que ser inferido a partir do contexto.

A maioria das tdbuas de argila recuperado a data de 1600 a.c. 1800, cobrindo
topicos, incluindo as fragoes, algebra, equagoes quadraticas ctbicos e calculam triades de
Pitagoras. tdbuas mesopotamica Plimpton 322, datado de 1900 a.c, registra um niimero de
Pitagoras triplica, e embora esta nao é uma formulacao abstrata do teorema de Pitagoras,
milénios para a frente. Os comprimidos também contém tabelas de multiplicacao, tabelas

de trigonometria e métodos para a resolugao de equagoes linear e quadratica.

Figura 3 — Tabua Plimpton 322

Fonte: https://userscontent2.emaze.com

Outra grande civilizagao que deixou suas marcas na histéria humana foi a
sociedade Egipcia. Esta ficou marcada por suas grandes construgoes arquitetonicas que
foram grandes basilares para o crescimento fértil de muitos conhecimentos matematicos.
Pela construcao das grandes piramides do Egito fez-se necessario o desenvolvimento de
um grande estoque de registros mateméaticos. Os egipcios dispunham de um grande
conhecimento em relagao as operagoes com grandezas. A determinacao de divisores de
um nimero, bem como a propria operacao de divisao, realizado pelos egipcios se dava a
partir de um processo conhecido como “duplicacao”. Isto ocorria devido ao fato de que os
egipcios concebiam a adigao como a operacao fundamental da aritmética da qual todas

as outras derivavam.

O maior aprofundamento das divisdes matematicas e das determinagoes de
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divisores ocorre quando ao fim de cada cheia do rio Nilo era preciso dividir as terras
novamente aos seus proprietarios. Muitos registros de problemas matematicos elaborados
e resolvidos pelos egipcios chegaram aos dias de hoje através dos papiros escritos
em hierdglifos. Tais problemas envolvem as mais diversas areas da matematica hoje
conhecida. Em suma sao problemas de ordem geométrica e aritmética voltados para
situagoes reais que requisitaram tais conhecimentos. A idéia de miltiplos e divisores
aparece com alguma frequéncia dentro de muitos dos problemas. O mais famoso dos
registros matematicos da sociedade egipcia é o papiro de Rhind. Este papiro ficou assim
conhecido por ter sido adquirido pelo egiptélogo escocés Alexander Rhind no ano de
1858. Sua datagao é de 1650 a. c¢. O contetido do papiro consta de 84 problemas de

ordem aritmética e geométrica com suas respectivas solucgoes.

Forres L ST

ZU R TR ] o

Fonte: http://antigoegito.org/enigmas-matematicos-em-antigos-papiros-egipcios/

Todo o conhecimento matemaético que foi desenvolvido nas primeiras sociedades
organizadas foi sendo registrado e passado de um povo para outro através das
viagens comercias, principalmente. Com este processo de troca e aperfeicoamento de
conhecimentos, a sociedade grega foi uma das principais impulsionadoras dos estudos
matematicos em torno dos mais variados ramos da ciéncia dos ntiimeros. Foi na Grécia
que a Matematica conheceu seu primeiro grande apogeu de descobertas e estudos logicos
apurados. Muito se deve as grandes escolas gregas de estudos matematicos. Escolas como
a Sociedade pitagorica, como a Escola de Platao e como os Eleatas (escola de pensamento
conhecida entre noés por eleatica esta associada a polis de Eleia, no sul da peninsula
italiana). Cada uma dessas organizagoes teve seu papel fundamental no desenvolvimento
de toda a base matematica conhecida no periodo classico. A mais famosa obra matematica
grega é o conhecido compendio de livros escritos pelo grego Euclides de Alexandria. Tal
compéndio é denominado de Os Elementos. Sua influéncia pode ser sentida quando
se analisa o fato de que Os elementos foi um dos textos que mais influenciaram no

desenvolvimento da Mateméatica como se apresenta hoje.

Euclides foi um matematico que teve sua carreira na cidade grega de Alexandria,

embora nao possamos afirmar com precisao a cidade de seu nascimento, muito menos a
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época em que viveu. Segundo alguns historiadores, Euclides foi um dos grandes professores
da famosa escola de matematica de Alexandria, conhecida segundo Boyer [1], pagina 74,
como “Museu”. Ele é autor de algumas publicagoes sobre matemaética, musica astronomia
e tantas outras areas do conhecimento, dentre as quais, a geometria com destaque para Os
Elementos, uma cole¢ao formada por treze livros, que datam aproximadamente do ano
300a.C., trazem resultados, organizados sistematicamente, muitos atribuidos a outros
matematicos, alguns anteriores a Euclides. Ao contrario do que muitos pensam, Os
Elementos nao tratam apenas de geometria. Em suas 465 proposicoes figuram textos
sobre teoria dos numeros e algebra elementar. Os treze volumes desta publicacao estao

divididos da seguinte maneira:

e Livros I-VI Geometria plana;
e Livros VII-IX Aritmética (teoria dos nimeros);

e Livros XI-XIII Geometria espacial.

A grande inovagao feita por Euclides, nos Elementos, é a ado¢ao do método
axiomatico dedutivo, no qual, partindo de alguns conceitos primitivos, aceitos como
triviais ou intuitivos, demonstram-se consequéncias chamadas de teoremas ou proposicoes.
O ponto interessante, para este trabalho, encontrado em umas das defini¢des que compoes
Os elementos é fato de que esta é a primeira obra que traz uma linguagem logica e
concisa sobre muitos temas da matemaética e, entre eles, encontra-se a primeira defini¢ao
de Maximo Divisor Comum. Pouco se alterou da definigao de mdc que reside no livro de
Euclides para a defini¢ao de mdc que se estuda e ensina hoje em dia nos meios matematicos
e nas escolas. Em contraposi¢ao ao pouco que se alterou, tem-se o muito que foi construido
e descoberto a partir da definicao de divisores e de mdc deixadas por Euclides em sua obra.
A base tedrica em torno do mdc. consta de séculos, mas sua importancia jamais cairé
nas brumas do tempo. No inicio do livro VII, Euclides expoe o processo conhecido hoje,
como Algoritmo Euclidiano da divisao, bem como o processo para encontrar o Maximo

Divisor Comum de dois ou mais niimeros inteiros.

Iniciaremos o presente capitulo abordando de forma simples os conceitos mais
primitivos de aritmética. Que sao os de multiplo, divisor, menor multiplo comum e maior
divisor comum para niimeros inteiros. Assim como exibiremos o Algoritmo de Fuclides
onde praticamente sua forma original nao foi mexida e estd preservada ha 2000 anos
segundo a referéncia [2|, além de mostrar a existéncia do maior divisor comum entre
dois inteiros e as principais propriedades que decorrem imediatamente destas definicoes.
No final do mesmo mostraremos como se utiliza a fatoracao em nimeros primos para

calcular o mme e mdec.
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3 REFERENCIAL TEORICO DE MDC E MMC

Definicao 0.1. Dados a e b com b # 0 dizemos que o inteiro a é divisivel pelo inteiro
b ou que b € um divisor de a, e escrevemos bla, sempre que existir um inteiro k tal que

a = kb.

Observe que, de acordo com a Definigao 0.1, |b| < |a| e se a e b sdo positivos,
teremos
b<a. (1)

De fato, considerem a e b como na defini¢ao acima de forma que b divide a, isto ¢,

a = kb, para certo inteiro k. Como a, b sdo inteiros temos que |b| < |al.

Agora vejamos alguns exemplos.

1. 0 é divisivel por qualquer nimero inteiro diferente de 0. Pois, sempre podemos

escrever 0 = 0k, para qualquer inteiro k£ # 0. Assim,
k # 0, entao k|0.

2. O numero 1 divide todo inteiro k. Com efeito, basta observar que qualquer niimero

inteiro k pode ser escrito como k = k- 1. Assim,
1|k.

3. 2 divide qualquer ntumero par. Com efeito, considere a um nimero par. Entao,

podemos escrevé-lo como, a = k - 2 para algum inteiro k. Assim, 2|a.

4. os nameros 0, 12, 24, 36,... sao multiplos de 6 e 12, observe que o menor destes

miltiplos comuns positivo a 6 e 12 ¢ 12.
5. os nimeros 1, 2, 3 e 6 dividem 6 e 12, observe que o maior destes divisores comuns
a6 e 12 ¢é6. Isto nos induz as definigoes que seguirao nas proximas péaginas.
Quando um numero inteiro ¢ divide dois niimeros a e b, inteiros, diremos que ¢ é

divisor comum de a e b.

Definicao 0.2. Dados dois inteiros a e b, dizemos que um inteiro d é o maior divisor

comum (mdc) entre a e b, e escreveremos d = (a,b), se:

1. d € um divisor comum de a e b, isto €, d é divisor tanto de a como de b.
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2. d € o maior dos divisores comuns, no sentido de que se ¢ € um divisor comum de a

e b, entao c < d.

O mais interessante e mais complexo € mostrar que a definicao acima € equivalente

(i) d € divisivel por todo divisor comum de a e b.

A condigao (i) acima pode ser reescrita como se seque:
(i) Se ¢ é um divisor comum de a e b, entao c|d.
De fato, para fixar as ideias tomemos sem perda de generalidade, ¢ e d naturais,

onde ¢ é um divisor comum de a e b e d é tal que c|d, isto é, d = kc, para certo inteiro k.

Como d, ¢ > 0 e inteiros temos que ¢ < d.

A volta deste resultado, ou seja, vamos mostrar que “O maior divisor comum d de
a e b é o divisor positivo de a e b o qual é divisivel por todo divisor comum."Esta volta
da equivaléncia acima na definicao de maior divisor comum ¢é o contetido do importante

teorema conhecido por Bachet-Bézout.
Teorema 0.1 (Bachet-Bézout). Considerem a,b € Z. Entao existem x,y € Z com
az + by = (a,b) (2)

Portanto, se ¢ € Z € tal que cla e c|b, entao, c|(a,b).

Demonstragao. O caso a = b = 0 é trivial (temos z = y = 0). Nos outros casos,
considere o conjunto de todas as combinacoes de a e b como abaixo. Considerem a,b € Z*.

Definimos o conjunto de todas as combinagoes de a e b
J(a,b) ={rx € Z*;3uev € Z,r =ua+ vb}.

Observe que este conjunto contém sempre os nimeros a € b para quaisquer a e
b. Como J(a,b) C Z e é nao vazio podemos considerar d = aug + bvy 0 menor elemento
positivo de J(a,b). Afirmamos que d divide todos os elementos de J(a,b). De fato, se
tomarmos m = au+bv € J(a,b), sejam ¢, € Z o quociente e o resto na divisao euclidiana

de m por d, de modo que
m=dg+re0<r<d.

Temos
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r=m—dq = a(u— qup) + b(v — quy) € J(a,b).

Mas,como r < d e d é o menor elemento positivo de J(a,b), segue que r = 0 e
portanto d|m. Em particular como a,b € J(a,b) temos que d|a e d|b, entdo pela definigdo
temos que d < (a,b). Note ainda que se c|a e ¢|b, entdo c|(aug + bvg) < c¢|d. Tomando
¢ = (a,b) temos que (a,b)|d, isto é, pela definicao novamente temos que (a,b) < d o que

juntamente com a desigualdade d < (a,b), mostra que d = (a, b). ]

E claro que (a,b) = (b, a).

Agora vamos mostrar a existéncia do (mdc) em alguns casos particulares antes
que mostremos que sempre existe o maior divisor comum entre dois inteiros quaisquer

nao simultaneamente nulos.
1. (a,0)=a

De fato, pois ala e a|0, ou seja, a é divisor comum de a e 0. Agora suponha que a
nao seja o mde de a e 0. Isto ¢, (a,0) = d. Entao d|a e d|0, mas se a ¢ divisor comum de
a e 0 segue de acordo com a defini¢do que ald, entdo d = ky-aea=ky-d , com ky, ke € Z

consequentemente ky = kg = 1.

Portanto a = d.
2. (a,1) =1

De fato, pois 1]a e 1|1, ou seja, 1 é divisor comum de a e 1. Agora suponha que 1
nao seja o mde de a e 1. Isto é, (a,1) = d. Entao d|a e d|1, mas do fato de que 1 é divisor

comum de a e 1 temos que 1|d e com isso d = 1.
3. (a,a) =a

De fato, pois ala, ou seja, a é divisor comum de a. Agora suponha que a nao seja
o mdc de a e a. Isto é, (a,a) = d. Entdo dla e d|a, mas de ala temos que ald, isto é,
d=Fky-aea=ky-d,onde ki, ke € Z. Dai tem-se que 1 = kiks, ou seja, ky = ks =1. E

com isso tem-se que d = a.
Mas vejamos como fica no caso geral.

Dados dois ntimeros inteiros a e b ambos nao nulos podemos associar a cada um
deles seu conjunto de divisores positivos, D, e D, respectivamente. Dai, temos as seguintes

afirmagoes.
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1. D,N Dy, # @.
2. D, N D, é finita.

3. Como D,N D, ¢é finita, entao existe o elemento maximo que é o maior divisor comum

de a e b.

Prova 1. Basta observar que 1 € D, N Dy,

Prova 2. Para mostrar que estd intersecgao é finita basta verificar que se d|a,
entdo a = 0 ou |d| < |al, pois dai tem-se que D, ¢ finito e analogamente teremos que D,
¢ finito e como a interseccao de conjuntos finitos é finito teremos D, N D, é finita. De
fato, para tal vamos supor que a # 0. E neste caso, a = dg com ¢ # 0, assim |[¢g| > 1 e

la| = |dq| = |d||q| > |d|. Portanto, |d| < |a|. Donde concluimos que D, N D, que ¢ finita.

Prova 3. O fato de que D, N D, é finita nos permite dizer que este conjunto tem
elemento maximo. Seja d =méx.D, N Dy, entao d|a e d|b e tomemos ¢ € D, N Dy,. Assim
cla e c|b e como d =méx.D, N Dy, temos que ¢ < d, e, portanto, d = (a, b) de acordo com

a definicao.

Outra maneira de mostrar a existéncia é por meio do algoritmo de Euclides. Para
tal necessitamos antes demonstrar o Lema de Euclides e para mostra-lo iremos exibir duas
propriedades que decorrem diretamente da definicao de mdc. Esta maneira de mostrar
a existéncia é salutar fazer, pelo fato, de nos ensinar uma maneira pratica de calcular
o mdc entre dois inteiros, e, além disso, o fato de este algoritmo estar em muitos livros

didaticos do ensino fundamental. Para tal faremos alguns pequenos resultados e o lema
de Euclides.

Proposicao 0.1. Se cla e cla + b, entao cl|b.

Demonstragao. Da hipotese temos que a = kic e (a + b) = kec, com ki e ky € Z.

Substituindo a primeira equagao na segunda temos,

(/ﬁC + b) = k’QC

b= kfgC — k:lc
b= C(kQ — ]{Il)
b= ck
Donde concluimos que c|b. [

Proposicao 0.2. Se alb, entdo (a,b) = a.
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Demonstracao. Ora ala e alb por hipdtese, entdao a é divisor comum de a ¢ b. Suponha
que (a,b) = d, segue que d|a e d|b. Mas, como a ¢ divisor comum de a e b, tem-se por

defini¢ao que a|d e, portanto d = a. ]

Corolario 0.1. Se (a,b) =1 e albe, entdo alc.

Demonstragao. Como (a,b) = 1, existem x, y € 7Z tais que ax+by = 1 = a-cx+(bc)-y = c.

Do fato de a dividir cada termo do lado esquerdo, temos que ac.
Exemplos.

1. Observe que o 2 divide 6, entao (2,6) = 2.
2. Observe que o (2,7) =1 e 2|7.4, entao 2 divide 4.

Lema 0.1. Considerem a,b,k € Z com a < ka < b. Se existe (a,b — ka), entdo (a,b)

existe e

(a,b) = (a,b— ka). (3)

Demonstragao. Considere d = (a,b— ka), dai d|a e d|(b— ka), entao d|(b— ka+ ka), pois
se d|a implica que d|ka. Assim, d é um divisor comum de a e b. Agora tomemos ¢ um
divisor comum de a e b, segue que ¢ é divisor comum de a e b — ka, com isso c|d. Assim

pela generalidade de ¢ temos que d = (a, b). ]

1. Observe que o (6,72) =6 ¢ (6,72 — 3.6) = (6,54) = 6.

2. Observe que o (2,71) =1e (2,71 —3.2) = (2,65) = 1.

Veja a citacao abaixo de A. Hefez em seu livro elementos de aritmética pagina 54.

“O lema de Euclides é efetivo para calcular mdc, conforme veremos nos
exemplos a seguir, e serd fundamental para estabelecermos o algoritmo
de Euclides, que permitira, com muita eficiéncia, calcular o mdc de dois
nameros inteiros quaisquer.” [5]

A seguir, apresentaremos a prova construtiva da existéncia do mdc entre dois

inteiros quaisquer. Veja o que diz A. Hefez em seu livro elementos de aritmética pagina

56.

“ ...dada por Euclides (Os Elementos, Livro VII, Proposi¢ao 2). O
método, chamado de Algoritmo de Euclides, é um primor do ponto de
vista computacional e pouco conseguiu-se aperfeicoa-lo em mais de dois
milénios.”



22

Agora passamos ao algoritmo propriamente dito.

Considerem a,b € 7Z, podemos supor sem perda de generalidade que a < b. Se
a =1 ou a = bou ainda alb, ja vimos que (a,b) = a. Entao vamos apenas verificar o
caso em que a,b € Z, seja tal que a < b e que a {b. Dai pela divisao euclidiana, podemos

escrever,
b=aq +r, comr < |al.

Aqui temos duas possibilidades:

a) 1la, e, em tal caso, pelo Lema de Euclides,
T = (CL?rl) = (CL?b - qla) = ((l,b),

e termina o algoritmo, ou

b) 7 1 a, e, em tal caso, podemos efetuar a divisdo de a por ri, obtendo

a = r1Qs + T2, COM 1o < 77
Novamente, temos duas possibilidades:

a’) ro|ry, e, em tal caso, novamente pelo Lema de Euclides tem-se
Ty = (Tl,TQ) - (r17a - Qer) = (Tlaa) = (b_ q1a, (1) = (b7 a) = (avb)a
E paramos, pois termina o algoritmo, ou

b’) re t 1, e, em tal caso, podemos efetuar a divisdo de r; por ry obtendo

r1 = T9q3 + 13, onde r3 < ro.

Este procedimento nao pode continuar indefinidamente, pois teriamos uma
sequéncia de nameros naturais a > r; > ro, > ... que nao possui menor elemento o
que nao ¢é possivel pelo pricipio da boa ordem, Isto é, para algum n tem-se que 7,|r;_1),

o que implica que (a,b) = r,. Veja a seguinte citagao sobre o algoritmo de Euclides.

“Além de servir de ferramenta computacional para o calculo do mdc a
divisao euclidiana tem consequéncias tedricas importantes”. [4]

Vejamos um exemplo do uso do algoritimo de Euclides.
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1. Considerem a = 24 e b = 14. Temos pelo algoritimo que 24 = 14.1 + 10 e como
10114

, entao segue que 14 = 10.1 + 4 e novamente como 4 1 10 segue que 10 = 4.2 + 2.
Agora observe que 2 divide 4. Portanto de acordo com o algoritimo de Euclides 2 é

o maior divisor comum entre 24 e 14. Ou seja, (24,14) = 2.

2. Considerem a = 36 e b = 24. Temos pelo algoritimo que 36 = 24.1 + 12 e como 12
divide 24. Tem-se que de acordo com o algoritimo de Euclides 12 é o maior divisor
comum entre 24 e 36. Ou seja, (36,24) = 12.

3. Considerem a = 48 e b = 18. Temos pelo algoritimo que 48 = 18.2 4+ 12 e como
12118
, entao segue que 18 = 12.1 + 6 e 6 divide 12. Portanto de acordo com o algoritimo
de Euclides 6 é o maior divisor comum entre 48 e 18. Ou seja, (48, 18) = 6.
Agora vamos ver o conceito de multiplo.

Definicao 0.3. Dizemos que um inteiro a € miltiplo de um inteiro b, se
a = kb,
para algum inteiro k. E diremos que m € maltiplo comum de dois inteiros a e b se m é

maltiplo de a e b.

Exemplos.

5. Observe que o 0 é multiplo de todos os nimeros. Mas 0 nao é divisor de nimero

algum de acordo com a defini¢ao acima.

6. O numero 24 é miltiplo de 2. Pois, existe um inteiro que é 12 tal que 28 = 12 - 2.

Assim, 24 é multiplo de 2.

7. O naimero —48 é multiplo de 2. Pois, existe um inteiro que é —24 tal que —56 =
—24.2. Assim, —48 é multiplo de 2.

8. Observe que —48 é tanto multiplo de 2 como de —6, entao de acordo com a defini¢ao

acima temos que —48 é miltiplo comum de 2 e —6.

Esta nocao de multiplo comum sugeri a seguinte defini¢ao.
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Definigao 0.4. Dizemos que m € o menor maltiplo comum (mmc) entre a e b e escrevemos

m = [a,b] se:

1. a = b, entdo a = [a, b].
2. Sea#beb=0, entdo o mmc é definido por 0 = [a, 0].
3. Se a # b e ambos nao nulos a defini¢do é como segue:

(i) m >0,
(ii) m ¢ maltiplo comum de a e b,

(iii) m ¢é o menor dos miltiplos comuns, no sentido de que se m’ é um multiplo

! ~ !
comumdeaebem >0entaom<m.

Neste trabalho seguiremos os passos da referéncia [1] como enunciamos no resumo
e estenderemos a definicao de mmec como feito acima para que seja possivel calcular o
mmec entre dois nimeros iguais inclusive podendo ser nulos, entre um ntmero diferente
de 0 e outro qualquer inclusive 0 e dois nimeros distintos ambos nao nulos e isto esta
na dissertacao do orientador deste trabalho. Assim de acordo com a defini¢do temos os

seguintes exemplos:

1. Que 3 =[3,3].
2. Que 0= [0,0].
3. Que 0= [0,3].
4. Que 6 = [3,6].

Uma pergunta muito natural seria: sempre existe o mmc entre dois numeros

inteiros quaisquer?

Para responder a tal indagac¢ao vamos definir o seguinte conjunto: M; o conjunto
dos multiplos positivos de k. Pois vamos restringir a prova para os naturais sem perda de

generalidade.

1. Dados dois ntimeros a e b com a # 0 e b # 0, entao a intersecgao M, N M, # &
2. O conjunto M, N M, possui elemento minimo.

3. O conjunto min .M, N M, = [a, b].
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Demonstracao. 1: Como o ab é multiplo de a e b, isto é, pertencem a M, N M,, entao

M,NM, £ @.

]

Demonstracao. 2: Como M, N M, C N e os naturais sao bem ordenados entao pelo

principio da boa ordenacao M, N M, tem elemento minimo. O]

Demonstracao. 3: Considere m =min.M, N M,, e ¢ € M, N M,. Dai pela definicao de m

tem-se que m < ¢. Portanto, m = [a, b]. O

Um resultado interessante que conecta os conceitos de mdc e mmc é o que segue abaixo

e ¢ na verdade uma consequénciado teorema Bachet-Bezout.

la,b] - (a,b) = |a-b].

Proposicao 0.3. Dados dois niumeros naturais a e b, entao

la,b] - (a,b) =a-b.

Demonstracao. Escrevendo d = (a,b) e a =ay-d e b=b;-donde ay,b; € N sdo tais que
(ay,b1) = 1. Temos [a,b] = al para algum [ € N, além disso, b|[a,b] < bid|a;dl. Como
(a1,b1) = 1, isto implica que bi|l. E Pela definicdo de minimo multiplo comum, temos
que [ deve ser o minimo niimero divisivel por by, assim concluimos que [ = by, e, portanto
la,b] = bia. Logo (a,b) - |a,b]=d-by-a=a-b. O

Dois outros resultados importantes sao:

Proposicao 0.4. Para quaisquer inteiros a, b

(i) [_avb] = [a’ _b] = [avb]

(ii) (—a,b) = (a,—b) = (a, ).

Demonstragao. Observe que (a,b)|a = (a,b)| —a por outro lado temos que (—a,b)| —a =
(—a,b)|a. Entao (a,b)|(—a,b) e (—a,b)|(a,b). Sendo andlogo o processo para mostrar que

(a,—b) = (a,b) concluimos que

(—a,b) = (a,—b) = (a,b).
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Proposicao 0.5. Para quaisquer inteiros a, b e l,

(i) [la, 16] = |I].[a, b]

(i) (la, 1) = |I].(a, D).

Demonstra¢ao. Vamos provar (ii) pois (i) é inteiramente analogo. Tomemos [ = 0 e

teremos que

(0-a,0-b) =(0,0)=0-(a,b) =|0| - (a,b).

Tomemos | > 0 pelo teorema Bachet-Bezout temos que (la,lb) é o menor valor positivo
de lau + lbv, com u, v inteiros, que é igual a [ vezes o menor valor positivo de au + bv que
¢ igual a l(a,b). Assim, (la,lb) =1-(a,b), com [ > 0. Para [ < 0 temos

(la7lb) =—l- (—CL, _b) = |(la’7lb)| = | —1- (_av _b)’ = | - l| ) |(—CL, _b)|7
segue que

(la,1b) = | — 1| - (a,b) = (la, 1b) = |I| - (a, D).

3.1 Fatoracao em Primos

Veja a bela proposicao abaixo usando a decomposicao em primos cuja

demonstragao se encontra na referéncia [3].

Proposicao 0.6. Considere a = p1“'ps®? ... p,.% um niumero natural escrito na forma

acima. Se a’ € um divisor de a, entao

2ﬁ2 . /37‘

a=p"p . p,

onde 0 < 6; < ay, parai=1,2,...,7.

emonstracao. Considere a' um divisor de a e considere a poténcia de um namero
D t C d ! d d d B t d
primo p que esteja na decomposicdo de a’ em fatores primos. E claro que p’|a, segue

entao que divide algum p;* por ser primo com os demais p;*, e, como consequéncia,
p=pief <. O

Exemplo. Dado o ntimero: 288 = 32.2°, entao sao divisores de 288 os niimeros:
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Tabela 1 — Tabela de divisores do nimero 288

32 =302 96 = 31.2° 288 = 32.2°
16 = 3Y.24 48 = 31.24 144 = 3%.24
8 =30.23 24 = 31.23 72 = 32.23
4 = 30.22 12 =322 36 = 32.22
2 = 3Y.21 6 = 312! 18 = 32.2¢
1=230.2° 3=320 9 =322V

Explorando um pouco mais sobre o exemplo anterior. Observe que existe 3
possibilidades para o expoente da poténcia de base 3 e existe 6 possibilidades para o
expoente da poténcia de base 2. Usando o principio fundamental da contagem temos que

o numero de divisores positivos do nimero 288 é,
3.6 =18
Veja o que diz o autor da referéncia [1].

“A fatoragdo em ntmeros primos de um nimero natural é como se
estivéssemos vendo o seu DNA, pois revela toda a sua estrutura
multiplicativa. Desta forma é possivel determinar o mdc e mmc de um
conjunto de nimeros qualquer.”

3.1.1 MDC e MMC por meio de fatoracao em primos

Veja o belo resultado abaixo que na pratica ¢ muito utilizado nas escolas de ensino

fundamental e médio para determinar o mdc e mmec.

Considerem a = p1®'ps®2 ... p,®" e a’ = pP pa?2p, . Pondo
vi = min{ay, 5;}, 0; = max{a;, B}, 1=1,2,...,n,

tem-se que

(a,b) = pip2? . pa e a,b] = pi%ipa L py
Demonstracao. Pela proposicao anterior temos que p;"'p27% ... p," € divisor comum de a
e b. Logo, c = p1®'pa® ... p,°", onde €1 < min{«;, ;} e portanto, ¢ divide p; ' py?2 ... p, 7.

Do mesmo modo, prova-se para o mmc. O
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Exemplo. Qual o ¢ o mmc e mdc entre a = 233*5°75 ¢ b = 22335977113,

(a,b) = 22335°7°

[a,b] = 2°3*557711%.

Aproveitando o momento ja que falamos sobre a fatoracdo de um nimero em
fatores primos nao poderiamos deixar de comentar que existem outros resultados que
decorrem da fatoracao. Por exemplo quando fatoramos um nimero em fatores primos é
possivel dizer a quantidade de divisores positivos do determinado nimero. Por exemplo,

dado o ntimero a acima citado e que transcrevo abaixo
a = 2%3'5°7°

j& vimos pelos dois tltimos resultados que todo divisor de a terd a mesma decomposicao
a menos dos expoentes. Desta forma, usando o principio fundamental da contagem ou
também conhecido como principio fundamental da multiplicacao temos que o niimero de

divisores positivos de a ¢ dado por:

(3+1).(4+1).(5+1).(6 +1) = 4.5.6.7 = 840
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4 PROBLEMAS E EXERCICIOS

Agora de posse do conhecimento de como calcular o menor miltiplo comum
e o maior divisor comum estamos preparados para resolver problemas que necessitem
deste conhecimento. Além de podermos usar as vantagens da fatoragdo em numeros
primos. Neste capitulo faremos alguns exercicios para colocar em préatica alguns resultados

estudados no capitulo anterior.

1. Vamos calcular o mmc e mdc entre os ntimeros 2 e 4. Para tal observe que
2,4] =2.[1,2] =2.2=14
Pois, [1,a| = a para qualquer ntimero a inteiro. E
(2,4) =2.(1,2) =2.1=2
Pois, (1,a) = 1 para qualquer ntimero a inteiro.
2. Vamos calcular o mmc e mdc entre os numeros 36 e 144. Para tal observe que

36, 144] = [36.1,36.4] = 36[1,4] = 36.4 = 144

Pois, [1,a| = a para qualquer ntimero a inteiro. E

(36,144) = 6.(6,48) = 6.2.(3,24) = 6.2.3.(1,8) = 6.2.3.1 = 36

3. Vamos calcular o mmc e mmd entre os ntmeros 36 e 512. Para tal observe que

[36,512] = 4.9, 128] = 4.1152 = 4608
Pois, [1,a| = a para qualquer ntimero a inteiro. E
(36,512) = 4.[9,128] = 4.1 =4
Agora usando outro resultado. Veja,

4. Vamos calcular o mmc e mmd entre os ntmeros 42 e 360. Para tal observe que

[42,360] = 6.[7,60] = 6.420 = 2520

(42,360) = 6.(7,60) = 6.1 = 6
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5. Observe que o célculo do mdc e mmec entre os niimeros 9 e 128 ja nao é tao imediato.
Para tornar mais simples usaremos a ferramento dada pela fatoracao em ntmeros
primos feita no final do capitulo 1. 9 = 3% e 128 = 27. Entao temos que: (9,128) =1
9,128] = 27.3% = 1152

6. Dado o niimero N = 2°.33.5% solicita-se:

a. Qual o numero de divisores de N7

Resposta: Usando os resultados do final do capitulo 1 temos,
(5+1).3+1).(4+1)=6.45=120

b. Qual o nimero de divisores pares de N7

Resposta. Para tal basta perceber que os divisores que procuramos devem ser
multiplos de 2. Entao devemos excluir a possibilidade do expoente do fator 2 ser 0.
Dali,

(5).(3+1).(4+1) = 5.4.5 = 100

¢. Qual o ntimero de divisores de N que sao fmpares?

Resposta: Basta fazer 120 que é o total menos os divisores pares que é 100 e
obteremos 20 divisores impares. Mas de outra maneira basta fazer o expoente do

fator 2 igual a tnica possibilidade que ¢ 0. Dai,
1.3+ 1).(4+1)=145=20

d. Qual o nimero de divisores de N que sao quadrados perfeitos?

Resposta: expoentes dos fatores primos devem ser do tipo 0, 2 e 4. Assim para
o fator 2 temos as opgoes 0, 2 e 4; para o fator 3 temos as opgoes 0 e 2 e por fim
para o fator 5 temos as opgoes 0, 2 e 4. Sendo assim, pelo Principio fundamental
da contagem temos:

3.2.3 =18

divisores que sao quadrados perfeitos.

7. Considerem os ntimeros N = 2°.335* e M = 23.3%.55.73 vamos responder as

seguintes perguntas:
a. Calcule (M, N);

Resposta: Basta tomar os fatores comuns a ambos com os menores expoentes, veja:
(M,N) = 2°.3%5"

b. Calcule [M, NJ;
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Resposta: Basta tomar os fatores comuns e nao comuns a ambos com os maiores
expoentes, veja:

[M,N] =2°.3*5°.7°

. Dado duas composicoes A e B sendo que a composicao A faz um percurso C em 420
minutos e a composi¢ao B faz esse percurso C em 90 minutos. Se ambas partirem

juntas de um ponto D, solicita-se:

a. Apo6s quantos minutos ambas as composigoes irao se encontrar a primeira vez no

ponto D novamente?

Resposta: Observe que as composicoes irao se encontrar a primeira vez no menor

tempo comum a ambas, ou seja, apos
90, 420] = 10.[9,42] = 10.3.[3, 14] = 10.3.42 = 1260

minutos.

b. Quantas voltas cada uma das composicoes darao para se encontrar a primeira

vez no ponto D?

Resposta: A composicao B fard 1260 : 90 = 14 voltas e a composicao A fara
1260 : 420 = 3 voltas.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O desenvolvimento deste trabalho deu-se com o intuito de visualizar de uma
forma clara os caminhos percorridos do Maior Divisor Comum (mdc) e Menor Multiplo
Comum (mmc) dos Inteiros e mostrar conceitos para se chega a um resultado de maneira
simples, tendo assim, uma melhor compreensao sobre o assunto prospoto com defini¢oes,
propriedades e exercicios. Notamos que, ao pesquisar sobre o contexto histérico do assunto
deste trabalho, nao existe algo preciso que dirija-se apenas a essa temética e sim um
agrupamento de outros conceitos, defini¢oes e teorias que formam e ajudam a entender
melhor sua existéncia e principais propriedades. O objetivo proposto no trabalho foi
atingido, dados que o estudo de alguns contetdos do Maior Divisor Comum e Menor
Mualtiplo comum abordados foi importante para o entendimento de alguns propoésitos

como a de mdc e mmc por meio de Fatoracao em Numeros Primos.
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