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Resumo

Neste trabalho de conclusao de curso exploraremos o eixo temédtico o estudo da
Sequencia de Fibonacci via Teoria de Algebra Linear, mas especificamente no assunto
de Transformacao Linear que vai nos auxiliar a encontrar a férmula de Binet que tem
uma forte relagao com a Sequéncia de Fibonacci, iniciando um breve relato biografico de
Leonardo Fibonacci, assim como algumas de suas obras e conquistas em enfase um de
seus principais trabalhos: Os nimeros de Fibonacci que surgiram do ”estudo o problema
dos coelhos”. E ainda com relacao aos numeros de Fibonacci estudaremos suas relagoes
com a Biologia, a Arquitetura, a Arte, a Fisica e com Corpo Humano. Finalizamos este
trabalho relatando outros assuntos que trazem uma ligacao com Sequéncia de Fibonacci,
como algumas propriedades da Sequéncia de Fibonacci e sua relagao com outros assuntos
da matematica como Triangulo de Pascal, a Progressao Geométrica, o Nimero de Ouro
(nimero Phi), Retangulo Aureo e a Divisao Aurea. E para desenvolver este trabalho
foram necessarios conceitos de Teoria dos Numeros, Calculo Diferencial e Integral, Algebra
Linear e como apoio bibliogréafico os livros de "Iniciacao Cientifica OBMEP 2006 - Indugao
Matematica vol. 4”e ”Introducao a Teoria dos Numeros de José Plinio de Oliveira.

Palavras-chave: Sequéncia de Fibonacci, Numeros de Fibonacci, Numero de
ouro, Férmula de Binet, Retangulo Aureo.



Abstract

En este trabajo de finalizacion explorard el tema principal del estudio Fibonacci
Teoria través Algebra Lineal, pero especificamente en el tema de la transformacion lineal
que nos ayudara a encontrar la formula de Binet tenemos una fuerte relacién con la su-
cesion de Fibonacci, iniciando una breve resena biografica de Leonardo Fibonacci, asi como
algunas de sus obras y logros énfasis en una de sus obras mas importantes: los niimeros de
Fibonacci que surgieron de la "estudiar el problema de los conejos.” Y con respecto a los
numeros de Fibonacci estudiara sus relaciones con la Biologia, Arquitectura, Arte, Fisica y
el cuerpo humano. Terminamos este articulo que informa sobre otras cuestiones que traen
una relacién con la secuencia de Fibonacci como algunas propiedades de la secuencia de
Fibonacci y su relacion con otras asignaturas de mateméaticas como el triangulo de Pascal,
la geométrica progresion, el nimero de oro (nimero Phi ), rectangulo de oro y la Divisién
de oro "Matematico vol induccién 4 2006 OBMEP Iniciacion Cientifica”e ”Introduccion a
la Teoria de Numeros Joseph Plinio” E para desarrollar este trabajo conceptos necesarios
de Teoria de nimeros, calculo diferencial e integral, algebra lineal y apoyo bibliografico
como libros eran Oliveira.

Keywords:Palabras clave: Secuencia de Fibonacci, los nimeros de Fibonacci,
Numero oro, férmula de Binet, rectangulo de oro.
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Introducao

0.1 Historia de Leonardo Fibonacci

Figura 1 Leonardo Fibonacci

O nome de Fibonacci é Leonardo Pisano ou Leonardo de Pisa, que nasceu por
volta de 1175 na cidade de Pisa, um importante Centro Comercial da Italia, no século
XIII. Seu sobrenome é conhecido por Fibonacci, (por significar filho de Bonaccio), pois
seu pai chamava - se Guilielmo Bonaccio.

O pai de Fibonacci era um homem ligado a negdcios mercantis, o que contribuiria
para o interesse do jovem pelos niimeros, que a partir dai Leonardo iniciou os seus estudos
de matematica, onde foi considerado mais tarde um dos matematicos mais talentosos da
Idade Média.

Naqueles tempos as cidades comerciais italianas, tais como Génova e Veneza man-
tinham entrepostos em varias partes do mediterraneo. Isso fez com que a educagao de Fi-
bonacci tivesse influencias de varias culturas daquela regiao. Durante a infancia Fibonacci
recebeu parte de sua educacao numa escola em Bijaia, norte da Africa, onde o seu pai
ocupou o lugar de chefe de um desses entrepostos.

Fibonacci viajava com seu pai por diversos paises do mediterraneo como Egito, Si-

cilia, Grécia e Siria o que muito contribuiu para expandir seus conhecimentos matemaéticos,
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encontrando-se por diversas vezes com estudiosos islamicos em cada um dos locais que
visitava e adquirindo conhecimento matematico do mundo arabe, tendo a oportunidade de
estudar diferentes sistemas numéricos e métodos de operagoes aritméticas. E assim, dedi-
cou os seus estudos aos nimeros indo-arabicos. Conheceu também a obra de al-Khwarismi
e assimilou numerosas informagoes aritméticas e algébricas como o problema do Resto
Chinés e o famoso problema dos Coelhos.

Ao retornar para sua terra natal em 1202, Fibonacci publicou sua obra muito
famosa intitulada Liber abacci (o Livro do Abaco ou do Calculo) e uma segunda versao
desse livro surgiu em 1228. Este livro contém uma grande quantidade de assuntos relacio-
nados com a Aritmética e Algebra elementares da época e realizou um papel importante
no desenvolvimento matematico na Europa nos séculos seguintes, pois por este livro que
os europeus vieram a conhecer os algarismos hindus também denominados ardbicos.

Fibonacci defende energeticamente a notagao numérica indu-arabica pela facili-
dade de se trabalhar com esses niimeros quando em comparagao com o sistema utilizado
pelos italianos, devendo-se muito a ele a introdugao desses numerais na Europa.

Devido o livro ter uma forte influéncia arabe, contém nao apenas as regras
para calculo com os numerais indo-arabes, mas também diversos problemas, que incluem
questoes, certamente muito 1teis aos mercadores, como o calculo de juros, conversoes
monetarias, medidas, e outros tipos de problemas que Fibonacci resolve recorrendo a di-
versos algoritmos e métodos, entre eles o método da falsa posigao e a resolugao de equagoes
quadraticas.

Ainda se destacam como obras de Leonardo Fibonacci os livros.

e Practica geometriae (1220): Onde descreve seus conhecimentos sobre Geometria e

Trigonometria.

e Flos (1225): Neste Manuscrito Fibonacci apresenta as solugoes de trés problemas que
lhe tinham sido colocados por Joao de Palermo, um membro da corte do Imperador

Frederico II.

e Liber quadratorum (1225): E o maior livro que Fibonacci escreveu, no qual aproxima

raizes cubicas, obtendo uma aproximacao correta até a nona casa decimal.

E essas descobertas deram a Fibonacci grandes reconhecimentos da sociedade da

época, onde o imperador Frederico II, o patrono do saber, convidou Fibonacci a participar

Amoras, Alex Modesto Matematica - Unifap
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de um torneio matematico onde Joao de Palermo lhe propos trés problemas que foram
prontamente resolvidos pelo talentoso matemaético.

Fibonacci morreu em 1250 provavelmente na cidade de Pisa na Italia, mas suas
contribuigoes para a matematica sobrevivem até hoje e muitas de suas descobertas tem

grande aplicabilidade no mundo moderno.

0.1.1 O Liber Abaci

Também conhecido como o livro do calculo, dividido em quinze capitulos foi escrito por Le-
onardo Fibonacci em 1202, e foi baseado na Aritmética e Algebra que aprendeu durante as
suas viagens pelo Mediterraneo. Ha aplicacoes envolvendo permuta de mercadorias, socie-
dades e geometria métrica. Ha4 também uma farta colecao de problemas, dentre os quais o
que deu origem a importante sequéncia de Fibonacci, como o problema da reproducao dos
coelhos, que encontramos no capitulo doze desse livro, onde temos o seguinte enunciado
em latim:.

Quot paria coniculorum in uno anno ex uno pario germinentur.

Ou seja, um casal de coelhos recém-nascidos foi posto num lugar cercado, onde
nao ha possiblidades de entrada de coelhos externos ou saida de coelhos internos neste
periodo; os coelhos nao morrem de velhice, fome ou doenga. Determinar quantos casais
de coelhos ter-se-ao apds um ano. Supondo que, a cada meés, um casal de coelhos produz
outro casal e que um casal comecga ha procriar dois meses apés o seu nascimento.

Sendo assim, no primeiro meés, o més inicial, terfamos um par de coelhos (ainda
filhotes). No més seguinte ainda apenas um par de coelhos (agora adultos), no terceiro
meés teremos o par inicial mais o seu par de filhotes. Ao quarto més o par inicial d& a luz
ao seu segundo par de filhotes, ficando um total de trés pares de coelhos (o par inicial,
o primeiro par de filhotes, agora adultos, e o segundo par de filhotes). Notemos que no
préximo mes, o quinto, o nimero de pares de coelhos serda a soma do ntmero de pares
de coelhos do meés atual, mais o nimero de pares de coelhos do més anterior. Pois serao
estes que irao contribuir com o acréscimo do ntimero de coelhos para o préximo meés, ja
que quando chegar o quinto més estarao aptos a procriar. Logo, o quinto meés tera cinco
pares de coelhos: os trés pares presentes no quarto meés, mais dois pares de filhotes, um
par gerado pelo par inicial e o outro pelo primeiro par de filhotes que o par inicial teve.

A figura 2 ilustra os primeiros seis meses.(No capitulo 3 faremos a demonstragao

completa).

Amoras, Alex Modesto Matematica - Unifap
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Capitulo 2

Preliminares

2.1 Nocoes Primitivas

A evolucao dos niimeros, assim como a dos conjuntos numeéricos, ocorreu de modo
a colaborar com a necessidade da humanidade. Os nimeros inteiros apareceram quando
os numeros naturais nao satisfaziam todas as necessidades, por exemplo, na contagem, da
medida, de temperatura.

Os Numeros Inteiros positivos foram os primeiros nimeros trabalhados pela hu-
manidade e tinham como finalidade contar objetos, animais, enfim, elementos do contexto
histérico no qual se encontravam.

O conjunto dos numeros inteiros positivos recebe o nome de conjunto IN dos
nimeros naturais. Sendo ele:

N=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,...}

Enquanto que o conjunto dos nimeros inteiros contempla também os inteiros

negativos, constituindo o seguinte conjunto:
Z=A{..,-8-7,—6,-5,—4,-3,-2,—1,0,1,2,3,4,5,6,7,8, ...}

Os numeros inteiros estao presentes até hoje em diversas situacoes do cotidiano
da humanidade como, por exemplo, para medir temperaturas, contar dinheiro, marcar
horas, etc. Sua importancia ¢ indiscutivel.

Vejamos algumas definigoes:

Azxioma: Na matematica, um axioma é uma hipdtese inicial as quais outros enun-
ciados sao logicamente derivados. Pode ser uma sentenga, uma proposicao, consideradas
como 6bvias ou como um consenso inicial necessario para a construcao ou aceitagao de
uma teoria. Diferentemente de teoremas, axiomas nao podem ser derivados por principios
de dedugao e nem sao demonstraveis por derivacoes formais, simplesmente porque eles
sao hipdteses iniciais. Isto é, nao ha mais nada a partir do que eles seguem logicamente.

Em muitos contextos, “axioma”, “postulado”e “hipotese’sao usados como sinonimos. A
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palavra “axioma”vem do grego, que significa “considerado valido ou adequado”ou “con-
siderado auto-evidente”.

Teorema: Um Teorema é uma proposicao fundamental. Ou seja, é um resultado
importante que se destaca. Usualmente deixa-se o termo “teorema”para as afirmacoes que
podem ser provadas de grande “importancia matematica”. Sao dados outros nomes para
os outros tipos dessas afirmagoes (proposigoes):

Proposicao: Proposicao é uma sentenca declarativa, que pode ser verdadeira ou
falsa. Geralmente, de simples prova e de importancia Matematica menor.

Lema: é um “pré-teorema”. Um teorema que serve para ajudar na prova de outro
teorema maior. A distincao entre teoremas e lemas é um tanto quanto arbitraria, uma vez
que grandes resultados sao usados para provar outros. Por exemplo, o Lema de Gauss e o
Lema de Zorn sao muito interessantes, e muitos autores os denominam de Lemas, mesmo

que nao os usem para provar alguma outra coisa.

2.2 Nocoes Preliminares

2.2.1 Notacgoes

V : leia-se “para todo” ou “qualquer que seja’.

3 : leia-se “existe (pelo menos) um”.
2.2.2 Implicagao
Suponhamos, P e QQ sdo “asser¢oes” (ou “propriedades”). Quando escrevemos:
P=Q
queremos dizer que:
P implica em Q

Ou seja, sempre que P for verdadeiro, também (@ sera verdadeiro.

Também podemos dizer que (a verdade de) P é condicao suficiente para (a validade

de) Q.
e Ou Q é condicao necessaria para P;

e Ou Q vale se P vale;

Amoras, Alex Modesto Matematica - Unifap
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e () vale se P vale;
e Se P, entao Q.
Temos ainda que:
P = Q significa o mesmo que ) < P.

Observacao 2.2.1. A seta numa implicagao P <= () nado pode ser simplesmente inver-
tida. Se P ¢ condicdo suficiente para @, isto €, significa que ) € condi¢cao necessdria para

P, mas nao que Q) € condicao suficiente para P.

Existem asserc¢oes P e (Q que ambas implicam na outra, ou seja, as quais satisfazem

simplesmente:
P<—QeQ<«<=P.

Temos entdao que P ¢é suficiente para Q e também P é necessario(a) para Q.
Dizemos que P é (condigao) necessério (a) e suficiente para Q, ou seja, P vale se, e
somente se, vale Q.

Indicaremos isto por:
P = Q.

Dizemos que P e Q sao assercoes equivalentes, ou ainda, que P constitui uma
propriedade de caracteristica para Q) (e vice-versa).
Se P é uma assercao, indicaremos por P a assercoes “nao P”, a qual é verdadeira

se, e somente se, P é falsa. Sejam P e Q duas assercoes e suponha:
P= Q.
Caso as duas assercoes forem falsas, temos:
Q=P

Ou seja, se P é suficiente para Q, entao () ¢é suficiente para P, ou ainda, se P é

suficiente para Q, entao P é necessaria para ().

Amoras, Alex Modesto Matematica - Unifap
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2.3 Conceito Primitivos e Conjuntos

13 2

Como conceitos admitiremos: A nogao de elemento, a relacao de igualdade “=",
a nocao de conjunto e a relacao da pertencia “€”.

Um conjunto A é uma “cole¢ao” ou “familia” de “elementos” ou “objetos”.

Dado um conjunto A. Para indicarmos que um elemento a pertence a A, escreve-
remos a € A, enquanto sua negagao é escrita a ¢ A.

Admitimos também que, para qualquer objeto de a ocorre exatamente uma das

propriedades:
Ouae€ Aoua ¢ A

Além disso, para dois elementos a,b € A teremos exatamente uma das possibili-

dades:
Oua=boua#b.

Temos que:

A ={al...}, é lido: A é um conjunto de todos os elementos a tal que.

2.3.1 Igualdade entre Conjuntos

Definigao 2.3.1 (Igualdade entre Conjuntos). Dados dois conjuntos A e B, sdo iguais

quando eles possuem 0s mesmos elementos, isto é:

A=B+«—=Vac A= ac BeVbe B= bec A.

Exemplo 2.3.1. Os sequintes conjuntos tem notacao padrdo e serao sempre usados :
N ={1,2,3,...} representa o conjunto dos nimeros naturais.
Z={-2,—-1,0,1,2,...} representa o conjunto dos nimeros inteiros.

Q= {%|m,n €EZen# 0} representa o conjunto dos numeros racionais.

R representa o conjunto dos nimeros reais.

2.3.2 Subconjuntos

Definigao 2.3.2. Se A e B sao dois conjuntos, dizemos que A € um subconjunto (ou uma
parte) de B (também B abrange A), se todo o elemento de A for elemento de B, ou seja,

se para todo o elemento a, a implicacao

Amoras, Alex Modesto Matematica - Unifap
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a€ A= a€ B

se for verdadeira. Fscreve-se como B 2O A ou A C B.

Temos:
A=B < AC Be BC A.
Observacao 2.3.1. Considere A,B e C trés conjuntos, valem as regras:
a) Sempre A C A;
b) AC BeBC A, entio A = B;
c) Se ACBeBCC, entao A C C.

A negacao de A C B é simbolizada por A Z B.
Se A C B e A # B, diremos que A é subconjunto préprio de B. Assim, A C B
significa que existe um b € B tal que B ¢ A.

2.4 Método de Inducao Matematica

Definigao 2.4.1. Seja P(-) Uma fungao proposicional em N. Se P(1) € verdade e para
todo m € N, p(m) implica P(m + 1), entao p(n) e verdade par todo n € N isto é:

(P(1) e (Yme N, P(m) = P(m+1))) = (Vn € N, P(n))
Note que:

(P(1) e (Ym e N,P(m) = P(m+1)))= P(1)= P(2)= P(3)=...= P(n) = ...

Em outros termos: Seja S um subconjunto de N que satisfaz
i) P(1) €S
it) Vn€S,P(n) = P(n+1)

Entao

S=N

Exemplo 2.4.1. Prove que para todos inteiros n > 1

Amoras, Alex Modesto Matematica - Unifap
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1424 +n=

P(1), para n = 1, tem-se que:

Se a formula é verdadeira pra n = k entao deve ser verdadeira paran = k+ 1, ou

seja, P(k) = P(k + 1) Supondo que a férmula é verdadeira para n = k

n(n+1)

P(k): 1424 +n=——

para algum inteiro k£ > 1

Deve-se motrar que:

(k+1)(k+2) Kk +3k+2

Plk+1):14+24---+(k+1)=

2 2
P(k+1):1+2+...+(k+1):(k+1)2(k:+2)
1+2+...+k+(k+1):@+(k+1)
1+2+...+k+(k+1):k‘(k:2+1)+2(k;2+1)
1+2+---+k:+(k+1):k2+k‘£2k+2
1+2+---+k+(k+1):w
1424 +k+(k+1) = (k+1)2(k:+2)

Logo ¢ verdadeiro

2.5 Estudo das Sequéncias Niumericas

Definicao 2.5.1. Uma sequéncia de numeros reais € uma func¢ao.

f:N=R

n— f(n)=a,
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As notagoes cldssicas para sequéncias sao:f(n) = a, , que é o termo geral da

sequéncia. A sequéncia é denotada por:

an:<a1’a2’a37... ,am...>

Paran € N
A imagem de n por a é chamada de n-énesimo termo da sequéncia.

a; — Primeiro Termo
as — Segundo Termo

a3 — Terceiro Termo

a, — n-ésimo termo.

Exemplo 2.5.1. Seja a sequéncia (%) no intervalo 1 < n < oo, calcule os primeiros

termos.

Primeiro termo é 1
Segundo termo é %
Terceiro termo é %
Quarto termo é }1
Quinto termo é %
Sexto termo é é

Setimo termo é

Q= =

Oitavo termo é

Nono termo é %

SI=

n-ésimo termo é

Logo a sequéncia sera

2.5.1 Estudo do Limite de uma Sequéncia Niumerica

Definigao 2.5.2. Uma sequéncia (a,) paran € N converge ao nimero real L quando para

todo € > 0 existe ng € N tal que|a,, — L| < € para todo n > nyg
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Se a sequéncia (a,) para n € N converge para L denotamos:

lim a,=1L
n—-+oo

O numero L é dito o limite da sequéncia.
Uma sequéncia é dita divergente se nao converge. Logo, a sequéncia (a,) para
n € N diverge quando, para nenhum nimero real L se tem lim,, ., a, = L, ou seja, se

existe € > 0 tal que para cada ng € N tal que |a,, — L| > ¢.
Exemplo 2.5.2. Seja a sequéncia (a,) = %, para n € N, converge a zero.

De fato € > 0 devemos determinar um niimero ny € N tal que para todo n > ng;
|% —0l<e= % < ¢ desde que n > % caso % pode nao ser um numero natural escolhemos

ng > %, logo para todo n > ng temos % < g, logo

2.5.2 Estudo de Sequéncias Definidas Recursivamente

Definicao 2.5.3. Algumas sequéncias nao surgem de uma formula para o termo geral,
mas de formulas que especificam como gerar cada termo em func¢ao de seus anteriores.
Tais sequéncias sao definidas recursivamente e as formulas que as definem sao chamadas

de formulas de recursao.

Exemplo 2.5.3. Considere a sequéncia cujos termos sao:

a =2 e an =20,

Como sao os Termos dessa sequéncia?

an =V20,_1=1\/2... 22

|

n vezes

Observacao 2.5.1. Importante: toda sequéncia definida recursivamente precisa ter um
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caso inicial ndo recursivo, Neste caso € a; = /2, Também outro exemplo cldssico sobre
sequencia recursiva € a sequéncia de fibonacci:

Sequéncia de Fibonacci:

FnJrl =F,+
(1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, . . .)

2.6 Critério de Convergéncia de Cauchy

O assunto seguinte é de carater geral, é um critério de convergéncia, que nos dard uma
condi¢ao, nao somente suficiente, mas também necessaria, para a convergéncia de qualquer
sequéncia de ntmeros reais. Este critério é conhecido como Critério de Convergéncia de

Cauchy.

Definicao 2.6.1. :Uma sequéncia de nimeros reais (a,) € dita ser uma sequéncia de
Cauchy se ela satisfaz a sequinte condi¢ao: dado arbitrariamente um nimero real € > 0

pode se obter ng € N tal que m > n, e n > ng implica|a,, — a,| < €.

Percebemos que esta definicao compara-se com a definicao de limites, pois o limite
exige que os termos a, se aproximem arbitrariamente de um numero real L, Enquanto
que, para (a,) ser uma sequéncia de Cauchy, exige-se que seus termos a,, € a,, para valores
suficientemente grandes dos indices m e n, se aproximem arbitrariamente uns dos outros,
ou seja, impoe-se, apenas, uma condicao sobre os termos da prépria sequéncia.

Usando os Teoremas a seguir, mostraremos que uma sequéncia é convergente se

e somente se é de Cauchy.
Teorema 2.6.1. Toda Sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstracao 2.6.0.1. Seja (a,,) tal que x, — a entao dado € > 0 existe ng € N tal
que |z, — a| < 5, assim para m,n > ng temos que |T, — Tp| = [T, —a +a — x| <

[Ty —a|l +|a — 2, < 5+ 5 =¢, ou seja (a,) € uma sequéncia de Cauchy.

Teorema 2.6.2. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.
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Demonstracao 2.6.0.2. Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy, tomando ¢ = 1, na de-
fini¢ao, obtemos ng € N tal que m,n > ng implicam |z, — xzn| < 1 em particular n > ng
implica |T, — x,| < l,isto épara n > ny temos x, € (xp, — 1,2,, + 1) segue-se que
X = (x1,29,...,2py — 1,2y + 1) € a € 0 menor e b é o maior elemento de X, entdo

a < x, <bpara todon € N o que conclui a demonstragao.

Teorema 2.6.3. Se x,, € uma sequéncia de Cauchy, se x, possui uma subsequencia con-

vergente. Entao x, € convergente.

Demonstracao 2.6.0.3. Seja (z,,) subsequéncia de (x,) que converge pra a € R. Dado

e > 0, existe ng € N. Tal que m,n > ng implica que |, — x| < 5. Como x,, converge

£

para a existe tambem um ny > ng tal que |z — al < 3,

assim n > ng implica |x, — a| <

|Tn — T, |+ |Tny, — a] < 5+ 5 = ¢ desta forma x,, converge para a.
Teorema 2.6.4. (x,,) é convergente se e somente se (x,,) € de Cauchy.

Demonstracao 2.6.0.4. Se (x,) € de cauchy = € limitada = (x,) admite uma subse-
quencia convergente (x,) = € convergente, ou seja, X = lim,_,,(z,) seja € > 0, como
(zn) € de cauchy, temos que existe ng € N tal que |, — x| < § para todo m,n > ny.
Como (xp,) € convergente entdo eziste k € {ny,ng, ...} tal que k > ngy implica
|z — 23] < 5. Como k > ng temos também que |x, — 21| < § para todo n > ng finalmente

para todo n > ngy temos | — x,| < |v — xx| + |z — x,| < € concluindo que (z,,) converge.

2.7 Conceito Sobre Limites

Definicao 2.7.1. Seja f uma funcdao e p um ponto do dominio ou extremidade de um dos
intervalos que compoem o dominio de f dizemos que f tem um limite L, em p se para

todo € > 0 dado 0 > 0 tal que, para todo x € Df.

O<l|z—p|<d=|flx)—L|<e

Tal nimero L, que quando existe um tnico, serd indicado por lim,,, f(z) = L.

assim:

lim f(z) =L &

T—p

Ve > 0,30 > 0 talque Vo € Df
O<|zr—p|<d=|f(z)—L|<e
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Exemplo 2.7.1. Calcule o limite.

lim(3x — 1) =2

z—1

Pela defini¢do Ve > 0,35 > 0 tal que |3z — 1) —2| <eelO< |z —1| < ¢
O exame da desigualdade envolve € proporciona uma chave a escolha de ¢, as

seguintes desigualdades sao equivalentes.

13z —1—-2|<e¢
13z — 3| <e
13(z—1)| <e
lz—1| <e
z— 1] < g
A ultima desigualdade nos sugere a escolha do ¢, fazendo € = $ vem que |(3z —

1) — 2| < e sempre que 0 < |z — 1| < ¢ Portanto

lim(3x — 1) =2

z—1

2.8 Transformacao Linear

Definicao 2.8.1. Sejam U e V' espacos vetoriais. Dizemos que uma funcao T : U —V €

uma transformacao linear se forem verificadas as sequintes condigoes:
i) T(u+v) =T(u)+T(v),Yu,v € U
ii) T(Au) = AXT'(u),Yu e U eVA€R

Observacao 2.8.1. Note que T': U — V' é uma transformacgao linear se e somente se

T(Au+ pv) = XT(u) + pT'(v), para todo u,v € U, A\, € R.
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Proposicao 2.8.1. Se Tu = A\.u = T"u = \".u, sendo u Autovetor, X\ Autovalor en € N

Demonstracao 2.8.0.5. Usaremos inducao finita para provar tal fato Temos que para

0s casos de n igual a 0 ou 1 a demonstragao € trivial. n = 2

T?u =T (Tu) = T(Au) = Xu = \.u
Supondo verdedeiro para n = k.
Tru = Neu
Paran=k+1
Th+Dy = T(T*u) = T(Nu) = AN u = AEHD 4

Definigao 2.8.2. Dada A € M,x,(R) definimos o polinémio caracteristico de A como

sendo determinante

PA()\) = det(A — \I)

onde I é matriz identidade de orden n.
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Capitulo 3

Teoria Matematica de Fibonacci

Neste capitulo apresentaremos a teoria matematica que esta ligada a sequéncia de Fibo-
nacci, bem como o problema dos coelhos, a genealogia do zangao e algumas propriedades

da sequéncia de Fibonacci.

3.1 Os Coelhos de Fibonacci.

Um casal de coelhos recém-nascidos foi posto num lugar cercado, onde nao ha possiblidades
de entrada de coelhos externos ou saida de coelhos internos neste periodo; os coelhos nao
morrem de velhice, fome ou doenca. Determinar quantos casais de coelhos ter-se-ao apés
um ano. Supondo que, a cada meés, um casal de coelhos produz outro casal e que um casal
comeca ha procriar dois meses apds o seu nascimento.

Modelagem do Problema:

Vamos adimitir um casal de coelhos diferenciando o sexo de ambos pelos simbolos.

® — Macho
QO — Femea

E as suas respectivas idades, Jovens um meés e Adulto dois meses de idade por.

o — Jovem
o — Adulto

Representaremos essa evolucao da populagao pela seguinte tabela:

Simplificando esse problema em uma tabela mais capactada, observa-se o seguinte:

Observamos a tabela 3.2 que apresenta detalhadamente a reproducao de coelhos
que ao longo de um ano o nimero de pares sera 144. Assim , Fibonacci resolveu o problema
dos coelhos e observou que apartir do terceiro més, os nimeros da sequéncia podem ser
obitidos através da soma dos dois nimeros anteriores e sendo assim poderiamos obter

qualquer elemento desta série, neste caso, o nimero de coelhos em um determinedo meés.
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3.1 Os Coelhos de Fibonacci.

Casais
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3.1 Os Coelhos de Fibonacci.

Casais

P e e e e e e e e e e e e e e e e

e e e e N e S e N N e S S N S e e

P~~~

e e e e e e e e e N N N N N N N

L e e e e e T e e e e e e e e e e

e e e N e e e N N N e S N N S S e

N~
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..................
P e e e e e e e e e e e e e e e A A

S N N N e e e e e e e e e e e e N

P e e e e e e T e e e e e e e e e A
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..................
P e N e R e T e T T e e e N R e e

e e e e e N e N N N S N S N N S S

o dos casais de coelhos por més.

uga

Tabela 3.1 Reprod

Totais de Casais

01

Casais de jovens

01

Casais de Adultos
00

01

Meés

01

00
01

02

01

03

05

08

01

02

02

03
05

03
05

13
21

08
13
21

08
13
21

34
95
89

34
95

10
11

34
95

144

89

12

Tabela 3.2 Reprodugao de coelhos em suas respectivas geracoes.
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Temos que a solucao do problema nos da uma sequéncia de ntimeros que tem uma

caracteristica especial denominada recursividade, ou seja:

1° termo somado com o 2° termo gera o 3° termo

2° termo
3° termo
4° termo
5° termo
6° termo
7° termo
8° termo

9° termo

somado
somado
somado
somado
somado
somado
somado

somado

com

com

com

com

com

com

com

com

o 3° termo gera o 4° termo
0 4° termo gera o 5° termo
0 9° termo gera o 6° termo
0 6° termo gera o 7° termo
0 7° termo gera o 8° termo
0 8° termo gera o 9° termo
0 9° termo gera o 10° termo

0 10° termo gera o 11° termo

10° termo somado com o 11° termo gera o 12° termo

e assim por diante.

Denotando a sequéncia por u = u, como o numero de pares de coelhos ao final

do meés n, poderemos escrever:

U1 + U = Ug

Ug + U3 = Ug

Uz + Uy = Us

Ug + Uy = Ug

U5+U6ZU7

u6+U7:u8

U7 + ug = Ug

ug + Ug = Uig

Ug + Ug = U1

Urg + U1l = U2

Up_g + Up_1 = U, para u; = Uy = 1. (3.1)

Também estd lei de formacao desta sequéncia pode ser escrita da seguinte maneira:

Fn+2 = Fn+1 + Fn, neN (& F1 = FQ =1 (32)

As relagbes (3.1) e (3.2) definem, por recorréncia, uma sequéncia de nimeros
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naturais, chamada de Sequéncia de Fibonacci, cujos elementos sao chamados de niimeros
de Fibonacci.

Uma recorréncia do tipo (3.1),

Up = Up—1 + Up_2

Basta determinar o elemento u,, se conhecermos os elementos anteriores u,,_; e
U,_9, que , para serem calculados, necessitam doconhecimento dos dois anteriores, e assim
por diante. Fica, portanto, univocamente definida a sequéncia quando sao dados u; e
ug; onde u; = uy = 1 Sendo assim, aplicando a recorréncia (2.1), temos a sequéncia de

Fibonacci fica da seguinte maneira: (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,...)

up =1 1+2=3 5+8=13 21434 =55
uy =1 243=5 8+ 13 =21 34 +55=289
1+1=2 34+5=8 13+21=34 55489 =144

3.1.1 A &rvore Genealégica da abelha macho (Zangao).

Veremos também que esta sequencia nao aplica - se somente a reproducao de coelhos, mas
serd encontrada em diversos fenomenos da natureza como na arvore genealégica do zagao
como mostraremos a seguir, ou seja, na reproducao das abelhas, quando um évulo nao é
fertilizado ele gera uma abelha macho (Zangao), e quando ocorre a fertilizagao, gera uma
abelha fémea. Assim, uma abelha macho sempre tera como pais apenas uma abelha fémea,
ao passo que a abelha féemea terd um casal de abelhas como pais. Logo, se analisarmos a
arvore genealdgica de um zangao, teremos que seu gerador é sempre apenas uma abelha
fémea. Esta, por sua vez, tem um pai e uma mae gerados por uma abelha femea e um par
de abelhas macho e fémea, respectivamente.

Modelagem do Problema:

M — Abelha Macho
F — Abelha Femea
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o i B o

Figura 3.1 Arvore Genealogica do Zangao

Vamos simplificar através de uma tabela tomando-se o nimero de abelhas de cada

geragcao.

Geragao 1 2 3 4 5 6 7 8
N° de Abelhas 1 1 2 3 5 8 13 21

Tabela 3.3 Abelhas ao longo das geragoes.

Percebemos que o problema da arvore genealégica do Zangao (tabela 3.3) assemelha-
se com problema dos coelhos (tabela 3.2), por essa razao temos que a sequéncia de Fibo-

nacci permanece da mesma forma: (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,...).
3.2 Propriedades Numericas da Sequéncia de Fibonacci.

A seguir expomos algumas propriedades matematicas da sequéncia ou dos nimeros de
Fibonacci. Embora muitas delas nao sejam utilizadas nesse trabalho, acreditamos que é
importante estuda-las, ja que sao inimeras as possibilidades de aplicacao desta sequéncia.
Seja a sequencia de Fibonacci Fy; Fy; Fs; .0 F;...,comn € N e [} = F, = 1. Temos

as seguintes propriedades.
Propriedade 3.2.1. Igualdade Fundamental.
Seja a equagao
Foio=F, .1+ F,;, para todo n>1 neN e F=F=1 (3.3)

Desse modo, descreve-se a Sequéncia de Fibonacci como uma sequéncia recursiva,

Amoras, Alex Modesto Matematica - Unifap



3.2 Propriedades Niimericas da Sequéncia de Fibonacci. 24

isto é quando qualquer termo a partir do terceiro pode ser obtido através da somoa de

dois ntimeros anteriores, sendo essa a principal caracteristica desta sequéncia.

Propriedade 3.2.2. A Soma dos n Primeiros Numeros da Sequéncia de Fibonacci.

E dada por.

Fo+Fi+...+F1=F
Demonstragao 3.2.0.1. Por inducao finita, provamos ser valida para o primeiro termo

n=1.

F0:1:2—1:F2—1

supondo verdadeiro para n =k

F0+F1++Fk:Fk+1—1

devemos provar paran =k + 1 de fato

(F0+F1++Fk,2+Fk,1)+Fk: (FkJrl _1)+Fk:Fk+2_1
Propriedade 3.2.3. A Soma dos Termos de Indices impares da Sequéncia de Fibonacci

pode ser dada por:

Fi+F+F+. . +Fy—1=F,—1

comn >0

Demonstracao 3.2.0.2. Por indugado finita, provamos ser valida para o primeiro termo

n=1.

Fi=1=2-1=F-1

Supondo verdadeiro para n =k

F1—|—F3+...+F2k—1:F2k—1
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Basta provar paran =k + 1

Fi+ Fs+ .+ Fop =14+ Fogpy — 1= (Fu+ Fs+ o4 Fop — 1) + Fopyo

F1+F3++F2k—1+F2(k+1)—1:(ng—1)+F2k+1

F1+F3—|—+F2k—1+F2(k+1)—1:F2k+2—1

Fi+Fs+ ...+ Foy — 14 Fogqry — 1 = Fopqny) — 1
Propriedade 3.2.4. A Soma do Quadrado dos Termos da Sequéncia de Fibonacci

é dada por

FP 4+ FA 4+ Fi+ . . +F*=F,F,

Demonstracao 3.2.0.3. Por inducao finita, provamos ser valida para o primeiro termo

n=20.

Fo=1=11= Fy.Fy

Supomos ser verdadeira para n = k

FP 4+ FP 4+ Fi+ ..+ F=F, - Fg

Tem-se provar ser valida para n =k + 1

FE+ P+ Fy 4+ Fl+ Fly = Fo B + F2

Fe+ FP+ Fy+ o+ FR 4+ Fly = Fy Fep + Fropn Frop

Fy + F{ + Fy + .+ F + Fy = (Fy + Figr) Fra

e+ FP 4+ Fy+ ..+ F+ F2 = B Frpe
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Propriedade 3.2.5. Para m,n > 0;m,n € N temos:

Fm+n+1 =F,1.Fy + Fn~Fm+1

Demonstracao 3.2.0.4. Por inducao finita sobre m temos que para m = 1
Foro = Fo1 + F,
=F, 1+ F, +F,
= Fop1 +2F,
logo

Fn+2:Fn+1+2Fn:F1-Fn+1+F2-Fn

Param =2
Foirs=Foe+ Fopi=Foa + Foa + F,
=2F, 1+ F,
=(F,+ 1+ Fy)
=2F, 1+ 3F,
Logo

Fo_3=F, 1.Fy+ F,.F3

Supondo verdadeiro para m = k
Fringr = Fo1 Py + Fro Fry

Temos de provar ser verdadeiro para m = k+1, como supomos verdadeiro até um
certo m = k, temos que pela hipdtese indutiva a formula € vdlida para m =k — 1. Assim
Fles1)4n+1 = Frgns1 + Fogn = (Foo1 Fr+ Fy Fig) + (Fo1 Foa + Fy Fy)
= Fo1(Fi + Fiq) + Fo(Fi + Fr—1)
= Fo1.Fyp1 + Fo(Figo)
= Fo1.Frg1 + Fy(Fley+1)

Propriedade 3.2.6. para F?> = F, 1.F,,1 + (—=1)™ comn >0

Demonstracao 3.2.0.5. Usaremos novamente inducao finita para provar essa proprie-

dade, paran =1
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FP=1=12=F.F,+(-1)

Supondo verdadeiro para n = k.

F?2=Fp 1. Fpy + (—1)*

Temos de provar que vale paran =k + 1

Foy = Fy1. Fipn = Fiop (B + Fr) =

= Fyp.Fy1 + Fy1.Frn = Fp.Fyo + FE — (=1)F =

= Fy(Fps1 4 F) + (=1).(=1)* = F},.Fypo + (—1)F+D

Definicao 3.2.1. Dados dois nimeros inteiros a e b, dizemos que a e b sao primos entre

st, se o unico divisor comum entre eles for 1.
Teorema 3.2.1. Os numeros consecutivos de Fibonacci sao primos entre si.

Demonstracao 3.2.0.6. Vamos supor por absurdo que F, e F,.1 possuem um divisor
inteiro d > 1 em comum, logo F,, — F,,.1 = F,_1 também € divisivel por d. Se tomarmos

F, e F,_1 e repetirmos o processo, teremos que F,_o também serd divisivel por d.

Por inducao finita sobre m podemos provar que se F,_,, € F,_(;41) possuem um
divisor d em comum, entao F},_(;,+2) também ¢é divisivel por d, sendo m < n — 2. Temos

que para m = 0 é verdade (mostrado acima). Supondo verdade para m = k temos

Fo oy — Fn—(k+l) = Fn—(m+2)

com d divisor de ambos os lados. Temos de provar para m = k + 1

Foe+1) = Fa—er2) = Froo3) = Foe((k41)+2)
Como o lado esquerdo, Fj,_(x+1) € F,—(k42) sdo divisiveis por d, entao o lado direito,
Fo_((k+1)+2), também ¢ divisivel por d. Assim, repetindo-se o processo varias vezes, teremos
que Fy é divisivel por d, o que é absurdo, pois Fy =1 e d > 1. Logo F, e F, 1 sao primos

entre si.
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Capitulo 4

A Sequéncia de Fibonacci na
Matematica.

Neste capitulo abordaremos Fibonacci e sua relagao com a matematica, mostrando ou
demonstrando alguns assuntos que estao ligados diretamente com os niimeros de Fibonacci
e que sao de muita valia , pois comprovao a veracidade que Fibonacci descobriu em seus

estudos.

4.1 A Sequéncia de Fibonacci.

Definigao 4.1.1. A sequéncia de Fibonacci € a sequéncia (F,,) definida pela recorréncia.

{F1 = F5 = 1
F, = Fay + Fag

Para todo n > 3

As vezes é conveniente definirmos fo = 0, nesse caso a recorréncia ¢ valida para
todo n > 2.

Veja os primeiros termos da sequéncia: (1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, ...)

4.2 Encontrando a Férmula Generalizada (A Férmula de Binet)

Como ja percebemos a sequéncia de Fibonacci segue o modelo da recursividade, pois para
conhecer um termo F;, qualquer temos de conhecer os elementos anteriores n — 1 termos
anteriores a F),. Nesta secao, iremos determinar uma féormula capaz de encontrar o termo
F,,. Seré necessario para desenvolver essa féormula generalizada da sequéncia de Fibonacci,
conceitos sobre transformacoes lineares.

Em 1843 um matemaético francés redescobriu uma férmula capaz de calcular o
n-ésimo termo da sequéncia de fibonacci, onde em sua homenagem estd férmula recebeu

o nome de Férmula de Binet.
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Onde nesta secao mostraremos a férmula de Binet e no proximo capitulo trata-

remos também sua relacao com numero de ouro também conhecido como ntimero aureo.

Fn = %((1 +2\/5>n_(1 _2\/5)H>

4.3 Fibonacci e Transformacao Linear
4.3.1 Definindo a Transformacao Linear

Seja T : R? — R? o operador linear definido por T(z,y) = (Yn,Tn + yn) temos que

Upt1 = T, com v, = (x,,y,) possui o seguinte sistema;
Tn+1 = Yn
Yn+1 = Tp+ Yn

Ynt1 = Yn + Yn—1 (1)

Seja

€ Yn = Tpi1, €NLAO Yp_1 = Tp, 1080 Ypi1 = Yn + Tn

De (1) se transforma no seguinte sistema:

{2

Ynt1 = Tp+Yn

Em forma matricial

Entao seja a matriz

0 1
(1)
Associamos a transformacao 7' : R? — R? associado a matriz A definido por:

Up = (an; yn>

Tv, = Un+1

rew=(4 1) ()

(anrla yn+1> = (Ym Tp + yn)

logo

Equivale a (2)

Analisamos agora os autovalores de T : R? — R2, a qual ¢ linear
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(z,y) = T(z,y) = (y,z +y)
(¥, +y) = Az,y)

N y = A\r
rT+y = Ay

Como

1 1-X
p(T)=AA-1)—1=0
A2 A—1=0

p(T) = det(T — X)) = det { A 1

desenvolvendo essa equacao quadraticas obteremos duas raizes reais:

1445
2

1 —
Ao = 2\/5

sendo estas raizes os autovalores da transformacao 7.

A1

Temos agora de encontrar uma base formada pelos autovetores u = (a,b) e v =

(¢,d) da transformacao 7' de modo que

1 5
Tu= X\ = < + \/_)u
2
e Y
1—+/5
To =Xy = ( >v
2
Assim chegamos nos seguintes sistemas indeterminados.
— 15
b= +2 a
a+b =125
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se tomarmos b e d iguais a 2, temos que a = V5—1ec=—+/5—1 ficando os outovetores
u e v iguais a (v/5 —1,2) e (—v/5 — 1,2) respectivamente.
Segue da Proposicao 1.8.1 que;

Tu=Au=T"u=\u= (1+\/g>n.(\/g—1,2>

Tv=Xv=T"v=\"v= (1 _2\/S>n-(—\/5— 1,2)

Assim se escrevermos o vetor vy = (1, 1) como combinagao linear dos autovetores
u e v, ao aplicarmos T', n vezes, teremos T"(vg) = v, = (Tp,Yn), onde o termo de posi¢ao
(n 4+ 1) da sequéncia de fibonacci sera igual a x,.

escrevendo

v = (1,1) = (%)(x/ﬁ— 1,2) - (%)(—\/ﬁ— 1,2)

Temos que.

By BBy
N G

vn:T”voz<

Substituindo T™u e T"™wv.

o = Ty <3+\/5)<1+\/5>”(\/g_1’2)_ (3—%)(1—\/5)"<_\/5_172)

44/5 2 44/5 2
Ou seja;
1 <1 + \/5><n+1> <1 — \/5><n+1>
Y 2 2

Como

vo = (1,1) = 1°ermo = F}

v1 = (1,2) = 2°ermo = F5

2,3

)
)
) — 3°termo = F}
)
)
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Vin—1) = (Tn-1, Yn—1) = n— ésimo termo = F,,, logo.

b= %((1 +2\/5>n_<1 _2\/3)”>

Temos assim uma férmula que torna possivel determinar qualquer termo da
sequencia de Fibonacci sem a necessidade de conhecer os termos anteriores.

Vejamos o exemplo aseguir.

Exemplo 4.3.1. Encontre diretamente da formula de Binet o 20° nimero da Sequéncia

de Fibonacci.

Temos que

"o % [(1 +2\/S>n_<1 _2\/3”

deste modo, basta substituir na férmula de Binet, ou seja,

n=20= Fy = [(1 +2\/5>20_(1 —2\/5)20]

agora desenvolvemos

(1—1—\/5)20: (1+V5)*  (14++5)%

9 220 T 262144

(1 o \/3>20_ (1 o \/3)20 B (1 o \/3)20
2 20 262144
pelo binémio de Newton, o desenvolvimento de (1 ++/5)% — (1 — v/5)% é igual a

(1+ V)2 — (1 - ﬁ)?():z(( A >\/3 +( Y >(¢S)3 ot ( ” >(¢5)19>

Assim,

o = 3](55)"-(55)")- s H( )5 (2 )wEr e

(% )walg)_ -

- L ( 210 ) +< 230 )<\/5)2+...+ ( ?8 )(\/5)18]:
= 597 ( 210 ) +< 230 )(\/5)2 + ot ( 230 >N§)9]: 6765
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4.4 Fibonacci e Progressao Geométrica.

Através dessa propriedade encontraremos também a fémula de Binet, que nos garante

obter todas as solugoes da equacgao recursiva de Fibonacci:
FnJrl =1+ F,

valida para todo inteiro n > 1, basta obter quaisquer duas solucoes nao proporcionais, as-
sim pela propriedade linear da multiplicacao por escalar, podemos escolher uma sequéncia
de Fibonacci cujo primeiro termo seja igual a 1.

Vamos considerar entao a sequéncia W,, que seja uma progressao geométrica com

W, =1 e a razdo nao nula (¢ # 0), isto se:

W — qn—l

para que estd sequeéncia seja de Fibonacci devemos ter que:

Wn_l + Wn - WTL+1

ou seja

qn—2+qn 1:qn

que se reduz a

l+q=¢

Resolvendo a equacao vamos ter duas raizes:

1++5
2

15
2

Observamos que:

G1+q =1
G2-q2 = —1
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Para cada raiz, obtemos uma seqiiéncia de Fibonacci, logo podemos construir V,,

e W,, através de:

Wn = QELil

e U, pode ser escrita como combinacao linear de V,, e W,,, isto é:

1 n—1 1 . n—1
U, = aV, + bW, — a[ J;‘ﬂ +b[ ‘/5}

2
E esta é a forma mais geral possivel para uma seqiiéncia de Fibonacci, logo se

tomarmos em particular:

a+b=1

a.qg1y+b.g =1

Teremos que:

1+45
2v/5

RERG
2v/5

e substituindo na expressao de U, obtemos a Formula de Binet:

b:

n 2v/5 2 2v/5 2
ool o]
nT Vs 2 1+V5 2 NG 1-v5 2
)
n— B 2 V5| 2
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Figura 4.1 Triangulo de Pascal

4.5 Fibonacci e o Triangulo de Pascal.

O triangulo de Pascal (Figura 4.1) é um padrao numérico infinito muito antigo, Foi uti-
lizado por Pascal para determinar os coeficientes do desenvolvimento binomial (a + b)™
e para solucionar problemas combinatério. A sua construcao é muito simples: no vértice
do seu ponto mais elevado, temos o algarismo 1 fileira n = 0. Na fileira n = 1, temos os
algarismos 1 e 1. Cada um dos outros nimeros é a soma do nimero logo acima com o

nimero a esquerda.
Exemplo 4.5.1.

1+41=2 1+2=3

1+43=4 3+3=6

44+46=10 1+5=6

E assim por diante.

Os nimeros de Fibonacci podem ser encontrados também no Triangulo de Pascal,
o triangulo aritmético, também conhecido como Triangulo de Tartaglia em alguns paises,
ja era conhecido no século XII, e algumas das suas propriedades foram estudadas pelos
matematicos Yang Hui na China e por Omar Khayyam na Pérsia.

A partir do Triangulo de Pascal podem ser obtidos os numeros de Fibonacci,
basta somar os nimeros das diagonais, como mostra a figura 4.2. Comeca a partir da
primeira diagonal 1, a segunda 1, em seguida, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

O seguinte teorema nos fornece uma formula para encontrar os niimeros de Fibo-

nacci nas diagonais do Triangulo de Pascal.
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Figura 4.2 Numeros de Fibonacci no Triangulo de Pacal

Teorema 4.5.1. (Teorema de lucas) para qualquer n > 1, sequéncia de Fibonacci é dado

pelo somatorio.

n41l
LQJ(n—k)

kE—1
k=1

onde |z | representa o maior inteiro ou igual a .
Antes de mostrar a demonstragao desse teorema 3.5.1 por indugao matematica,
vamos apresentar dois casos importantes:

i) se n for impar, temos que:

i) se n for par, obtemos:

< n—k
=3 (301)
k=1

Demonstracao: Provaremos esse teorema 3.5.1 usando o principio da indug¢ao matematica.

=
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Quando n = 2, temos:

Suponhamos agora que seja verdadeira para n > 2. Queremos provar que para n + 1
também ¢é verdadeira. Para isso, consideremos os dois casos ) e i)

i) Para n par, temos n — 1 e n + 1 impares. Logo,

(n+1)+1

Frp = ZQ: <(n2i)1_k)

k=1
A relagao de stifel, nos permite realizar o proximo passo.

n+2

= () ()]

k=1

n+2 n+t2

2 n—=k 2 n—=k
F”+1_;(k—1)+;((k— )—1)

Vamos efetuar uma mudanca de variavel, fazendo p = k — 1, e p variando de 0 a

5, mas como p # 0 entao ele deve variar de 1 a 7.

(n—1)+1 (n—1)+1
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i1) para n fmpar, temos n — 1 e n + 1 pares logo,

n+1

e (30)

k=1

Ultilizando a relagao de stifel

FnH:%KZif)* <k7:>k—1>1

k=1

RS

n+1

Fn+lzi(2:]f)+: ((kiz)k—l)

k=1

Substituindo p = k£ — 1 temos
ntl ntl
P i(n—k)+2 ((n—l)—p)
n+l =
+ e\ k-1 p—1

Fn+1:Fn+Fn—l

Portanto, pelo Principio de Inducao Matemaética, completamos a prova do teo-

rema, o qual é verdadeiro para todo n > 1.
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Capitulo 5

O Numero de Ouro

Nesta secao vamos mostrar que a matematica esta presente em nosso meio atraves de
uma simples razao, e faremos isto por meio de um nimero conhecido como o nimero de
ouro, o numero ¢(Phi), e apresentaremos a relagdo do nimero de ouro com a sequéncia

de Fibonacci.
5.1 Breve Histéria do Niimero de Ouro.

O numero de ouro, também chamado de proporgao aurea, razao de ouro ou nimero aureo,
¢ uma constante irracional representada pela letra grega (Phi) ¢ definido por

145
=0

¢
Sua representacao é uma homenagem ao escultor Fidias, que utilizava estd constante
em suas obras, a sua primeira defini¢ao foi dada no livro Os Elementos de Euclides de
Alexandria, Euclides chamou esse nimero de razao extrema e média.

Este nimero é muito querido pelos matematicos, astronomos, fisicos, bidlogos,
artistas que ha anos o estudam, e ficam fascinados com cada descoberta, e a sua influéncia
na arte, na arquitetura, na musica, na geometria, na natureza e outros.

Grandes matematicos como Euclides e Pitagoras, na Grécia Antiga, Leonardo
de Pisa também conhecido como Fibonacci, o astronomo Johannes Kepler, dentre outros
estudiosos, até mesmo o fisico Roger Penrose, trabalharam intensamente com esta simples
razao e suas propriedades.

E considerado como simbolo da harmonia e beleza, e podemos encontra-lo tanto
nas piramides ou papiros do Egito, como em obras de arte de Botticelli, Leonardo da

Vinci e Salvador Dali. Este nimero estd fortemente ligado a sequéncia de Fibonacci,

como ¢ possivel verificar observando a expressao

r= () -057))
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do termo geral.

O namero de ouro, teve a sua primeira definicao, por volta de 300 a.C., dada
por Euclides de Alexandria. Euclides definiu uma proporc¢ao derivada da divisao de um
segmento no que ele chamou de "razao extrema e média”. Assim definiu: " Diz-se que uma
linha reta é cortada na razao extrema e média quando, assim como a linha toda esta para

0 maior segmento, o maior segmento estd para o menor” (Demonstracao aseguir).

5.1.1 O Niumero do Ouro.

Definicao 5.1.1. Diz-se que uma linha reta € cortada na razao extrema e média quando,

assim como a linha toda esta para o maior segmento, o maior segmento estd para o menor.

Demonstracao 5.1.1.1. Considere um segmento de reta AB e encontre um ponto inter-

medidrio,C, tal que

AC _ AB
CB CB
A C B

De acordo com a definigao temos que a razao dos comprimentos de AC' (segmento
maior) e C'B (segmento menor) é igual a razdo dos comprimentos de AB (linha completa)

e AC (segmento maior), ou seja,

AC  AB

CB CB
Se tomarmos o comprimento CB = 1 e o comprimento maior AC = x, e utilizando a
definicao acima, chegamos a equagao:

_:B+1
oz

x
1

o que implica na equagao quadratica.
P —x—-1=0

cujas as raizes sao

-
S

B
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a solucao positiva é exatamente razao aurea

1 5
01 = 5 =1,618...
2
e o recipocro
1—+/5
Py = V5 = —0,618...
2
somando ¢; e ¢o obtemos,
1+v5 1-+5
¢1+ P2 = + =1
2 2
ou seja
P1t+o2=1=¢a=1-¢
e multiplicando a raizes temos,
1+v5 1-56
i — . - 1
o1 @2 5 5
ou seja,
1
P1-p2=—-1= o =——
P1

Se observarmos a taxa de crescimento dos niimeros de Fibonacci, ou seja, a razao

entreo (n + 1)-ésimo nimero da sequéncia e o (n)-ésimo quando n aumenta, se aproxima

cada vez mais da razao aurea. Observem que os quocientes a seguir vao se aproximando

do numero de ouro.

5.2 Fibonacci e o Ntimero de Ouro.

Curiosos que sao os mateméaticos descobriram fato bastante interessante nos nimeros de

Fibonacci, tomando as razoes (divisdes) de cada termo pelo seu antecessor, obtemos uma

outra sequéncia numérica cujo termo geral é dado por:

Fn+1
Fy

=¢

Vejamos asseguir Algumas dessas razoes:

1 3
S =1 =2 - =15
1 Y Y 2 Y

g = 1,6666666666666666666666666666667 ...
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8 13

- =1,6; — =1,625

5 7 ) 8 Y
21
3 = 1,6153846153846153846153846153846...
34
o1 = 1,6190476190476190476190476190476...
95
31 = 1,6176470588235294117647058823529...
89
=5 =1,6181818181818181818181818181818...
144
39 = 1,6179775280898876404494382022472...
233
Ta1 = 1,6180555555555555555555555555556...
377
233 = 1,6180257510729613733905579399142...

Vejamos a razao dos nimeros de posicao 15 e 14.

619 = 1,6180371352785145888594164456233...

377

Vejamos a razao dos nuimeros de posicao 20 e 19.

6765
4181

Também os ntimeros de posicao 200 e 199.

= 1,6180339631667065295383879454676...

280571172992510140037611932413038677189525
173402521172797813159685037284371942044301

= 1,6180339887498948482045868343656...

E assim por diante, a medida que aumentamos os niimeros da sequéncia de Fi-
bonacci, a razao entre um nimero e o seu antecessor, varia em torno da Razao aurea,

cada vez mais aproximando do seu valor. Seja n a posicao do nimero na sequéncia, F;, o
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niumero de Fibonacci e F), 11 0 seu sucessor, entao a razao F}—:l se aproxima de ¢ quando
n aumenta.

Esta sequéncia nao é limitada superiormente, mas existe um fato interessante:
Tomando as razoes de cada termo pelo seu antecessor, obtemos uma outra sequéncia
numérica cujo termo geral é dado por:

}a%+1
F,

= ¢ = 1,6180339887...

que é uma seqiiéncia limitada.
Vamos observar o grafico a baixo (Figura 5.1),onde o eixo das ordenadas repre-
senta as razoes sucessivas e no eixo das abcissas estao indicados os elementos da sequéncia

de Fibonacei. )
Razao Aurea

2,5

Razdo

1,5 / o
1

0,5

L 2
4

0

1 1 2 3 5 8 | 13 | 21 | 34 | 55 | 89 | 144 | 233
|—0—Raz§o.f\urea 1 1 2 | 15 | 166 | 1,6 |1,625 1,615/1,619 1,617 1,618 1,617|1,618

Figura 5.1 Convergéncias das razoes entre os nimeros de Fibonacci para a razao durea

Propriedade 5.2.1. A razao entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci

tende ao numero de ouro quando n vai para o infinito, ou seja:

. }av+l 1 + \/5
lim = = —

n—o00 F, o 2 gb

Demonstracao 5.2.0.2. Temos pela formula generalizada que.

1

. lqr+1 . V5 <

lim = lim

n—oo [, n—00 L<<1_\/5>n_(1_\/5)n)
/5 2 2
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assim

14v5 ) (1+v5)"_ (1=5
R (97)(5°) -(57)

lim =

. (=22) -0)
2

como F, = \/ig ((%) — (%) ) podemos escrever

Fn_\/g:<1+\/5>”_<1—\/5>" . (1+2\/5>”:Fn.\/5+<1—\/5)n

2 2

ficando o limite

g () (Rl f>") (55

(S8

a

n
fazendo a distibuitiva e colocando em evidéncia < ) chegamos que

2

A(()-(+)

Fn+1 ]-_\/5 : (

SRE T2 R Fr V5
logo
_ Fo 1+ \/5 ( >
lim —  ——
n—oo [, 2 n—>oo
Pela Sequéncia de Fibonacci temos que F, > 1 V n € IN, assim
17\/5)71 n
( 2 < 1-— \/5
F, - 2
como
1 _ n
lim ‘ ( \/3) =0
n—o00 2
pois
1—+5\" .
2
Temos pelo teorema do confronto que.
(=) (=%)
. 2 . 2
[ R = 0= i =
Logo
. Fn+1 ]- + \/5
lim =
n—oo [, 2
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Utilizando o resultado acima, temos,

lim = (—1)

n—o0 2
pois
lim D4 gy D2 =
n—oo F, n—oo Fn+1
logo,
. Fn+2 anl . Fn+2 . Fn+1 1+ \/g
li =1 — I —1
n—00 F. n—oo F11  mooo By 2

9.3 Fibonacci e o Retangulo Aureo.

O matematico grego Eudoxus que estudou a teoria das proporgoes e descobriu as proprie-
dades de um retangulo que mais tarde ficaria conhecido como retangulo aureo ou retangulo
de ouro.

Chama-se retangulo aureo qualquer retangulo com a seguinte propriedade: ”Se
de um retangulo ABC D, suprimirmos um quadrado, como ABEF', o retangulo restante,
CDEF, sera semelhante ao retangulo original.” Considere um retangulo dureo ABC'D, de
lado AB = ae AD = a + b, retirando o quadrado ABEF, como mostra a Figura 5.2,

teremos um outro retangulo EFCD.

B d F b C
L L L 3
a
L L L]
A E D

Figura 5.2 Retdngulo Aureo

O retangulo que sobra, EFCD, é semelhante ao retangulo ABCD. Entao, vale a

proporcao:

AD EF
AB ED
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substituindo os valores de AB e AD, ED e EF, teremos:

AD_EF a+b_a

AB _ED a4 b

dai
(a+bb=a-a= ab+b* = d’

—a+ab+12=0

dividindo ambos membros da equacio por (—b?), temos

vamos chamar essa relagao 3 = ¢, logo
¢ —6-1=0

chegamos assim em uma equacgao do segundo grau, como o A > 0 possui duas raizes reais,

uo seja,
o= LTV5 1 gis0
2
(&
Po = L-v5 —0, 6180...

2
Por ser uma proporg¢ao entre medidas, nao consideramos valores negativos, entao

fica apenas o valor positivo

$1

! +2\/5 = 1,6180...

Isto significa que o retangulo de lados a 4+ b e a é aureo, e o retangulo de lados a
e b também é um retangulo aureo.

Usando o mesmo raciocinio aplicamos o mesmo processo anterior para mostrar
que também sao dureos os retangulos de lados b e a — b, a — b e 2b — a e sucessivamente,
como mostra na figura 4.3.

Em outras palavras, dados os niimeros positivos a e b, satisfazendo a relagao

a+b_g
a b
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formaremos a seqiiéncia a + b, a, b, as, as,..., sendo as =a—beaz =b—ay =2b—a, em
geral a, = a,_9 — Qp_1.

Trata da seqiiéncia a + b, a, b, a — b, 2b — a, 2a — 3b, 5b — 3a, 5a — 8b, 13b — 8a, ... .
Pois bem, o raciocinio anterior estabelece que quaisquer dois elementos consecutivos desta
sequéncia, sao os lados de um retangulo aureo. Portanto, o processo anterior de retirar
quadrados de retangulos aureos conduz a uma sequéncia infinita de retangulos aureos,

com dimensoes cada vez menores.
a b

Th-a

a-l

Figura 5.3 Retangulos Aureos de Dimengées Menores

Muitos matematicos, além do préprio Fibonacci, dedicaram-se ao estudo da sequéncia
que foi proposta, e foram encontradas intimeras aplicagoes para ela no desenvolvimento
de modelos explicativos de fendomenos naturais, vejamos uma aplicacao que relaciona o
retangulo aureo com a sequéncia de Fibonacci e entenda por que ela é conhecida como
uma das maravilhas da Matematica.

A partir de dois quadrados de lado 1, podemos obter um retangulo de lados 2 e 1.
se adicionarmos a esse retangulo um quadrado de lado 2, obtemos um novo retangulo 3 e
2. Se adicionarmos agora um quadrado de lado 3, obtemos um retangulo 5 e 3. Observe a
figura 4.4 e veja que os lados dos quadrados que adicionamos para determinar os retangulos
formam a sequéncia de Fibonacci.

Para construir uma espiral inscrita no retangulo, iremos seguir os mesmos passos
para a construcao do retangulo dureo. Tendo o retangulo dividido em infinitos outros
retangulos aureos, estaremos formando uma seqiiéncia de quadrados dispostos em uma
espiral logaritmica, esta espiral é formada pelos arcos criados ao dividir o retangulo em
outros cada vez menores.

A espiral logaritmica é conhecida também como a espiral do crescimento ou a spira
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mirabilis. Esta espiral é relacionada aos nimeros de Fibonacci, a relacao dourada, e aos
retangulos dourados, e chamada as vezes de espiral dourada. Este padrao de crescimento

é chamado de ”lei da natureza”, ver a figura 5.6

Figura 5.4 Retangulo de Ouro

-
\' )
Figura 5.5 Espiral de Fibonacci

55
34
55

34
21
15
1

(]

2

/w

13

N

2

Figura 5.6 Espiral de Ouro
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Observacgao 5.3.1. A espiral logaritmica e uma espiral cuja equacao polar e dada por

Ocot(e) onde a € a distancia da origem do referencial ao ponto inicial da espiral

r = ae
(0 =0) ea € o dngulo constante de abertura da espiral e 6 é uma varidvel independente
variando de —oo a +00, de modo que a curva tenha comprimento ilimitado. Para o angulo

a =90 a curva formard uma circunferéncia.

Assim encerramos essa secao e mostramos a relacao dos numeros de Fibonaci com

o nimero de ouro e consequentemente com o Retangulo Aureo.
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Capitulo 6

Fibonacci e Suas Aplicacoes

Neste capitulo abordaremos acerca das aplicagoes de Fibonacci, vamos mostrar que essa
sequéncia aparentemente sem importancia e apenas uma mera curiosidade na época, que
acabou virando a grande atragao matematica no mundo da biologia porque se comegou a
perceber que essa sequéncia e a proporc¢ao entre seus nimeros, apareciam varias vezes na
natureza.

Assim, os ntumeros de Fibonacci estao presentes, de uma forma ou de outra, na
concha do caramujo, na organizacao das sementes na coroa das flores, no nimero de
espirais dos girassois, no desenho das pinhas, no crescimento dos galhos de uma &arvore,
na proporc¢ao entre machos e fémeas entre abelhas, bem como nas manifestagoes humanas
e culturais, detecta-se a razao aurea nas arquitetura do Parthenon e em muitas outras
arquiteturas antigas, temos a presenca na arte nos quadros de Leonardo Davinci como a
Monalisa, as seccoes aureas estao presentes no corpo humano, percebemos as aparigoes
dos nuimeros de Fibonacci também na Fisica.

Sao muitas as apari¢oes dos numeros de Fibonacci em nosso cotidiano e na maioria
das vezes é facil perceber suas manifestagoes, para muitos estudiosos essa sequéncia pode
até parecer enigmatica ou mistica mas para a matematica e a simples comprovacao de
que a matematica esta presente em nossa historia e muito mais em nosso futuro.

No final da defesa do Tcc reproduziremos dois videos, em relacao aos assuntos

abordados que comprova a veracidade dessa descoberta de Fibonacci.

6.1 Os Niimeros de Fibonacci e a Raziao Aurea na Natureza.

Esta secao mostraremos aplicacoes de Fibonacci e a Razao Aurea que estao presente na
natureza, e percebemos com isso que a natureza ja havia descoberto a matematica muito

mais cedo que o homem.
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6.1.1 No Nautilus

O Nautilus é um molusco que possui uma concha e a sua forma é semelhante a uma
espiral que é chamada de ”espiral de ouro”’e que pode ser formada através dos nimeros
de Fibonacci ver figura 6.1 a seguir é possivel observar uma dessas conchas é uma espiral

que a representa (espiral logaritmica).

ra

Figura 6.1 A Semelhan¢a do Nautilus e a Espiral Logaritmica

A espiral logaritmica é uma espiral crescente, cuja curvatura aumenta em pro-
gressao geométrica, tal espiral pode ser obtida a partir tanto da proporcao aurea quanto
da Sequéncia de Fibonacci, utilizando régua e compasso, construa essa espiral logaritmica
a partir do retangulo aureo.

A espiral da concha do nautilus tem uma propriedade interessante, se tomarmos
qualquer uma das camaras e ampliarmos ela vai se encaixar perfeitamente na camara
seguinte, o animal cresce numa mesma proporcao e mais impressionante é que se tomarmos
as primeiras camaras e aumentarmos na mesma proporcao elas vao se encaixar nas camaras

adjacentes e assim por diante.

Figura 6.2 Nautilus Apartir de Retangulos Aureos
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6.1.2 Na Pinha e no Romanesco

A espiral de ouro pode ser encontrada nas pinhas. Podemos ver que as sementes nas pinhas
parecem formar espirais que se curvam tanto para a direita quanto para a esquerda, se
contarmos as espirais, verificaremos que hé 8 que curvam para a direita, e 13 que curvam
para a esquerda. Estes dois valores sao dois dos termos consecutivos da sequéncia de
Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...). Esta disposi¢ao permite que as sementes se encontrem
distribuidas uniformemente, nao se encontrando concentradas demais no centro e dispersas

demais nos bordos, tendo todas as sementes o mesmo tamanho ver a figura 6.3.

Figura 6.3 Espiral de Ouro na Pinha

A espiral no romanesco.

Figura 6.4 Espiral de Ouro no Romanesco
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6.1.3 No Girassol

Um outro exemplo da espiral de ouro encontramos na maioria dos girasséis, mas se conse-
guirmos encontrar um bom espécime verificaremos que as suas sementes formam espirais
curvando-se para a esquerda ou para a direita, de forma que todas fiquem eqiiidistantes,
afirma-se que esta disposicao permite melhorar a eficiéncia dos girasséis na captacao de
agua e de luz. Além disso, as pétalas dos girasséis encontram-se em pares de 21 e 34
pétalas, ou 34 e 55, ou até mesmo 55 e 89, que sao ntimeros consecutivos da sequéncia de
Fibonacci.

As sementes do girassol tém o formato da espiral equiangular, elas se distribuem
regularmente, aparentemente em circunferéncias concéntricas e seguindo certa lei de cres-
cimento que faz com que o arranjo fique perfeitamente regular seja qual for seu tamanho.

Onde aspecto é parecido com o da fi

Figura 6.5 As Sementes do Girassol Formam Espirais

6.1.4 Nos Furacoes e nas Galaxias

Na formacao dos furacoes percebemos uma espiral dourada.

Figura 6.6 Espirais no Furacao
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assim como nas galaxias.

Figura 6.7 Esperiais na Galaxia

6.1.5 Crescimento de Arvores

De modo geral, podemos dizer que em muitas plantas os ramos e galhos crescem em
quantidades baseadas nos nimeros da sequéncia de Fibonacci. Esquematizando, teremos

a representacao da seqiiéncia de Fibonacci na figura abaixo:

Figura 6.8 Crescimento dos Ramos e Galhos

Percebemos nesta secao a ligacao que ha entre a matemadtica e a natureza, e
atraves de exemplos visuais provamos a semelhanca entre elas e existem muitas outras
aplicagoes na natureza que relacionan essas duas areas de trabalho.

Na natureza, esta repleta de seres vivos contendo essas dimensoes, ”sec¢ao aurea”,

por isso, nos fascinam tanto.
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6.2 Fibonacci e a Raziao Aurea no ser Humano.

No corpo humano, essas dimensoes também sao percepitiveis, as seccoes aureas no corpo
humano estao presentes nas orelhas, como também nas falanges dos dedos, na razao entre
o tamanho do braco e a mao; a medida do ombro a ponta do dedo e a medida do cotovelo
a ponta do dedo; a altura do cranio e a medida da mandibula até o alto da cabeca; a
medida do seu quadril ao chao e a medida do seu joelho até o chao; o tamanho dos dedos

e a medida da dobra central até a ponta. de acordo com a figura 6.9

Figura 6.9 Segmento Aureo no corpo humano

6.2.1 Na Orelha

Uma orelha perfeita seria aquela na qual se encaixaria em uma espiral logaritmica como

na figura 6.10.

Figura 6.10 Espiral Logaritmica na Orelha
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6.2.2 No Rosto

Alem disso, pode-se encontrar as proporcoes aureas também no rosto humano, constatou-
se que o rosto humano e baseado inteiramente em ¢. Em particular, a cabeca forma um
retangulo aureo, sendo o ponto do meio dos olhos, a secao aurea, a boca e o nariz sao
posicionados em secoes de ouro da distancia entre os olhos e a parte inferior do queixo ver

na figura 6.11.

Figura 6.11 Secoes Aureas no Rosto

6.2.3 No Sorriso

Muitos estudos demonstram que a regra de ouro esta presente na harmonia do sorriso e

da denticao.

Figura 6.12 Proporg¢ao Aurea nos Dentes

Os dentes vistos frontalmente, como a figura 6.12 acima, estao na proporcao aurea

um em relagdo ao outro. Por exemplo, a largura do incisivo central estd proporcional a
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largura do incisivo lateral, assim como o incisivo lateral estd proporcional ao canino, e o
canino ao primeiro pré-molar. O segmento ”incisivo central até o primeiro pré-molar”se
encontra na proporcao aurea em relagao ao canto da boca. A altura do incisivo central
estd na proporgao durea em relacao a largura dos dois dentes centrais (retangulo de ouro).

Na face relaxada, veja a figura a 6.13, a linha dos labios divide o terco inferior
da face nos segmentos da proporcao aurea da ponta do nariz a linha dos labios e da linha

dos labios até o queixo.

Figura 6.13 Divisdo Aurea do Queizo ao Nariz

As "Marcas da Secao Aurea”, impressas em papel no sortimento de blocos for-
necidos no estojo, (figura 6.14), sdo muito 1teis para registros da boca e para trabalhos

sobre modelos.

Figura 6.14 Modelo com Marcas da Se¢ao Aurea

6.2.4 Na Mao

Na mao se medimos os tamanhos dos dedos é a medida da dobra central até a ponta ver

a figura 6.15
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Figura 6.15 Segmento Aureo na Mao

6.3 Fibonacci e a Razdo Aurea na Arte e Arquitetura Antiga.
6.3.1 Na Arte Antiga (Monalisa)

Na arte temos muitos pintores que se utilizaram das proporcoes aureas em seus famosos
quadros, entre eles estd o pintor Leonardo da Vinci que no quadro Mona Lisa pode-
se observar a proporcao durea em varias situacoes, note, na figura 6.16 abaixo, que se
construirmos um retangulo em torno de seu rosto, veremos que este é um retangulo de
ouro e também entre os elementos do rosto os retangulos dureos enquadram a face e a
testa, o lado direito da face com a linha que passa pelo nariz e o olho e a posicao da pupila.

Note também o retangulo envolvendo todo o corpo, sendo dividido na razao extrema e

ne

média separando o tronco e a cabeca.

Figura 6.16 As Propor¢oes no Quadro da Monalisa
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6.3.2 Na Arquitetura Antiga (Parthenon)

Para os gregos, o retangulo aureo representava a lei da beleza matematica. Ele estd em
sua arquitetura classica e em suas esculturas. O Partenon, construido em Atenas por volta
de 430-440 a. C. teve como base para a sua construgao o retangulo de ouro veja a figura

6.17.

Figura 6.17 Parthenon Formado por Retangulos Aureos

6.4 Fibonacci na Fisica.
6.4.1 Na Otica

Vamos agora ver a sequéncia de Fibonacci surgindo na fisica, mais precisamente na 6tica
dos raios de luz, tomemos duas placas de vidro, com indices de refracao diferentes, jus-
tapostas uma sobre a outra. Um raio de luz que incida sobre esse conjunto pode sofrer
reflexdes e desvios. Vamos contar o nimero de caminhos possiveis de um raio de luz
aumentando, gradualmente, o nimero de reflexdes nesses caminhos.

Olhando a figura 6.18, podemos ver que o nimero de caminhos segue a sequéncia
de Fibonacci. Representando o nimero de reflexoes, chamado de ”geracao”, pela letra n,
o numero de caminhos serd F'(n), um numero de Fibonacci. Por exemplo, a geraciao n = 4
leva a F'(4) = 8 caminhos.

Neste caso os raios podem passar direto ou refletir uma, duas, trés até n vezes.
O curioso é que as possibilidades fazem parte da sequéncia de Fibonacci, por exemplo: o
nimero de possibilidade de passar direto é 1, de refletir uma vez é 2, de refletir duas vezes
é 3, trés vezes é 5, quatro vezes é 8, cinco vezes é 13 e assim sucessivamente ha um niimero
infinito de reflexoes internas antes de emergir. O nimero de possibilidades é a sequéncia
1,2,3,5,8,13..., a propria sequéncia de Fibonacci com excecao de um nimero 1 no inicio.

Sendo que todos esses caminhos sao permitidos pelas leis da otica.
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NUmero de reflexdes:

=L
=V

Numero de caminhos:

1 2 3

Figura 6.18 Reflexoes de Luz Sobre Placas de Vidros

SIEE
g i N8I
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Consideracoes Finais

Neste trabalho a priori apresentamos um pouco da biografia de Leonardo Fibonacci
e suas contribuicoes para a Matematica, como o famoso problema dos Coelhos que encon-
tramos em uma de suas principais publicacoes o livro Liber Abaci, e percebemos também
que existe uma semelhanga do problema dos Coelhos com a arvore genealogica do Zangao.

Estudamos a sequéncia de Fibonacci e algumas de suas diversas aplicagoes na
Matematica, bem como suas relagoes com a transformacao linear, progressao geométrica
e triangulo de pascal. Apresentamos a sua defini¢ao, e algumas propriedades. Que mais
adiante foram tteis para demonstrarmos a lei de formacao da sequéncia de Fibonacci,
chegando entao que os termos desta sequéncia sao escritos apartir da soma dos dois termos
anteriores, conforme foi demonstrado no capitulo 3.

Mostramos a relacao da sequencia de Fibonacci com o niimero de ouro, onde
constatou-se sua interacao com o numero ¢ = 1,618.

Temos também suas aplicagoes nas diversas areas da encontradas na sociedade,
como na natureza, no corpo humano, na arquitetura, na arte, na fisica e muitos outros
exemplos que podemos observar que existe algo em comum.

Portanto vemos que os nimeros de Fibonacci que formam a sequéncia de Fibo-
nacci traz um rico legado de conhecimento que estd bem presente em nosso cotidiano, e
que passam desapercebidos pela sociedade e esse trabalho tem por finalidade trazer uma

pequena introducao acerca da Sequéncia de Fibonacci e suas Aplicagoes.
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