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“Riemann ¢é possuidor de uma
originalidade gloriosamente

fértil.”

(K. F. Gauss)



Resumo

Neste Trabalho de Conclusao de Curso, se apresenta um pouco da vida de Riemann e
sua valiosa contribuicao para a matematica. Analisamos a convergéncia da série usada
por Euler na Fungcao Zeta para definir seu valor no ponto de abscissa dois na fungao.
Se prova uma forma de se trabalhar com a Func¢cao de FEuler, que é conhecida hoje
como Func¢ao Zeta de Riemann com a aplicacao de mudancas de variaveis e integrais

duplas.

Palavras-Chave: Riemann, Func¢ao Zeta de Riemann, Séries, Convergéncia, Mudancas

de Variaveis, Integrais Duplas.



Abstract

In this work Completion of course, presents a bit life of Riemann and his valuable
contribution to mathematics. We analyze the convergence of the series used by Fuler
Zeta function to set its value at the point of abscissa in the two function. If a trial
form of dealing with the Fuler function, which is known today as the Riemann zeta

function with the application of changes of variables and double integrals.

Keywords: Riemann, Riemann Zeta Function, Series, Convergence, Change of Vari-

ables, double integrals.
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Capitulo 1

Historia da Vida de Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann nasceu no dia 17 de setembro de 1826 em Brese-
lenz, Alemanha, filho de um ministro luterano que obteve uma boa instrucao estudando
em Berlim e Gottingen, mas em condi¢oes muito simples por causa de sua saude fragil e de
sua timidez. Ainda no ensino secundario estudou os trabalhos de Euler e Legendre. Aos 19
anos, Riemann com apoio do pai, foi para a Universidade de Gottingen estudar teologia,
com o objetivo de tornar-se clérigo. Mais tarde, pediu permissao ao pai e mudou o foco
de seus estudos para a Matematica, transferindo-se, um ano depois, para a Universidade
de Berlin, onde atraiu o interesse de Dirichlet e Jacobi. Em 1849, retornou a Goéttingen,
onde obteve o grau de doutor em 1851. Sua brilhante tese foi desenvolvida no campo da
teoria de fungoes complexas. Nessa tese encontram-se as chamadas equacoes diferenci-
ais de Cauchy-Riemann conhecidas, porém, antes do tempo de Riemann que garantem
a analiticidade de uma funcao de variavel complexa e o produtivo conceito de superficie
de Riemann, que introduziu consideragoes topolégicas na analise. Trés anos mais tarde,
foi nomeado conferencista nao remunerado, cargo considerado o primeiro degrau para a
escalada académica. Com a morte de Gauss em 1855, Dirichlet foi chamado a Géttingen
€OMO Seu Sucessor e passou a incentivar Riemann, primeiro com um pequeno salério e de-
pois com uma promocao a professor assistente. Em 1859 morreu Dirichlet e Riemann foi
nomeado professor titular para substitui-lo. O periodo de 1851 a 1859, do ponto de vista
economico, foi o mais dificil da vida de Riemann, mas ele criou suas maiores obras jus-
tamente nesses anos. Riemann era um matematico de multiplos interesses e mente fértil,
contribuindo nao sé para o desenvolvimento da geometria e da teoria dos niimeros como

também para a andlise matematica. Riemann tornou claro o conceito de integrabilidade



de uma funcao através da definicao do que atualmente chamamos Integral de Riemann.

Durante uma conferéncia-teste, generalizou todas as geometrias, euclidianas e nao-
euclidianas, estabelecendo a Geometria Riemanniana, que serviu de suporte para a Teoria
da Relatividade de Einstein.

Em 1851, Riemann completou o doutorado sob orientacao do grande matematico
alemao K. F. Gauss (1777-1855) que afirmou: ”Riemann é possuidor de uma original-
idade gloriosamente fértil”. Um fato peculiar é que a chave para alguns dos problemas
contemporaneos mais essenciais reside em uma conjectura feita por Riemann.

Denominada de Hipdtese de Riemann, essa conjectura representa um dos problemas
mais importantes da Matematica. Tudo comegou quando Euler definiu em 1740 uma
funcao denotada pela letra grega ¢ ( 16-se "zeta”). A funcao zeta de Euler associa a todo

nimero real maior que 1 um novo ntmero real

> 1 1 1
4(8)ZZH‘S=1+§+§+...+E+...
n=1

72

E interessante notar que, substituindo s pelo nimero 2, Euler descobriu que ¢(2) = %-.
Ele observou que essa funcao daria informagoes sobre o padrao dos nimeros primos e,
assim, nascia a Teoria Analitica dos Numeros, ou seja, o estudo dos nimeros primos por
meio do Calculo aplicado a investigacao de propriedades de algumas fungoes complexas.

Funcoes complexas sao funcgoes definidas no conjunto dos numeros complexos que
assumem valores complexos. Nao da para enxergar um grafico de uma fungao dessas
porque ele tem dimensao quatro. Porém, é possivel com a ajuda de um bom software
obter os graficos das partes real e imaginaria de uma tal funcao.

Essa funcao foi investigada por Riemann, detalhadamente, quando ele substituiu o
nimero real s por um niimero complexo, o que tornou a fungao zeta uma funcao complexa.

Ou seja , ((s) é o numero complexo:

[e.o]

((s) = Z %, para Re(s) > 1

n=1

[Re(s) significa a parte real do nimero complexo].
A funcao zeta nao estd definida para todos os nimeros complexos. Entretanto, Rie-

mann percebeu, utilizando uma técnica da Teoria das Fun¢oes Complexas, que era possivel



estender a funcao zeta para todos os nimeros complexos, exceto para o nimero z = 1.
Assim, a funcao zeta passou a ser chamada de Funcao Zeta de Riemann.

Nesse artigo, provou varias propriedades importantes dessa funcao, e enunciou vérias
outras sem prova-las. Durante um século, depois de sua morte, muitos matematicos
tentaram prova-las e acabaram criando novos ramos da analise matematica.

Riemann morreu de tuberculose, no dia 20 de Julho de 1866 em Selasca, na Italia,
durante a tultima de suas varias viagens para fugir do clima frio e imido do norte da
Alemanha.

Foi no século XVII que as series infinitas chamaram a atencao de muitos matematicos.
Encontrar a soma exata de uma serie infinita era um desafio.

o0

Um deles, o de encontrar o valor de 1+ % + 3—12 + .. + % + .. = Z % desafiou
os mais brilhantes mateméaticos por quase cem anos, e que tem sua import%:nlcia por estar
ligado a funcdo zeta de Riemann, foi solucionado por Leonhard Euler (1707-1783) em
1734.

Como vimos a Funcao Zeta de Euler passou a ser chamada de Funcao Zeta de Riemann
substituindo na Fungao de Euler que trabalhava com o conjunto dos Numeros Reais pelo
o conjunto dos Numeros Complexos trabalhada por Riemann. Mas Euler trabalhou na

~ 2 , .
sua fungao no ponto 2 que teve como resultado %-. Montraremos no capitulo seguinte que

a Série que ele trabalhou converge e é limitada. Por fim para qual valor real ela converge.



Capitulo 2

Séries Numéricas

Uma série é uma soma s = a1 +as+---+a, +--- com um ntmero infinito de parcelas.
Para que isso faca sentido, tomemos s = lirf (ap + -+ -+ a,). Como todo limite, este
n—-roo
pode existir ou ndao. Por isso emite séries convergentes e séries divergentes. Aprender a
questionar se uma série converge ou nao é a principal finalidade deste capitulo.
1 . Séries convergentes
Dada uma sequéncia (a, ) de niimeros reais, a partir dela formamos uma nova sequéncia

(s,) onde

S1=ay, Sag=a;+az, -+, Sp,=ai+ax+---+ap,
o
Os numeros s, chamam-se as reduzidas ou somas parciais da série Z a,. A parcela
i=1
a, € 0 n-ésimo termo ou termo geral da série.

Se existir o limite s = lim s, dizemos que a série ) a, é convergente e s = > ay,
n—-+00
(e 9]
= E a, = a1+ as+---+a,+---, serd chamado a soma da série. Se lim s,, nao existir,
i=1

diremos que Y a,, é uma série divergente.

Exemplo:

2 . Séries hiper-harmonica

Uma série importante na teoria da série é a série p ou série hiper-harmonica:
1
— ot — (2.1)

onde p é uma constante



Na demonstracao a seguir vamos provar que a série p diverge para p < 1 e converge
sep>1.

Se p = 1, a série p é a série harmonica que diverge. Se p < 1, entao n? < n; assim,

ip > L1 para todo n inteiro positivo
T n

Logo, pelo Teorema 12.5.2 (ii) de [1], a série p é divergente.
2.1. Teorema 12.5.2 (ii) (Teste de Comparacao)

o0

Seja g u, uma série de termos positivos.

n=1

e.¢]
(ii) Se E w,, for uma série de tremos positivos que sabemos ser divergentes e se

n=1
oo

u, > w, para todo n inteiro positivo, entao E u, sera divergente.

n=1
Se p > 1, vamos agrupar os termos da seguinte forma:
S (S PR (L I R L (2.2)
1P 20  3p 4p  5p @GP TP 8 9 15p '
Consideremos a série
1 2 4 8 on-1
Bl R T N . 23
1p+2p+4p+8p+ +(2n—1)p+ ( )
Trata-se de uma série geométrica cuja a razao ¢é 2% = 21,%1, que é um numero positivo

menor que 1. Assim sendo, a série (2.3) é convergente. Vamos reescrever os termos da

série (2.3) para obter
SR (RN U L Y (L (2.4)
1r 2r - 2p 4p  4p 4P 4P g 8P 8P '

Comparando-se as séries (2.2) e (3.4) vemos que o grupo de termos em cada conjunto entre
parénteses, ap6s o primeiro grupo, tem a soma menor (2.2) do que em (3.4). Logo, pelo
teste da comparacao, a série (2.2) é convergente. Como (2.2) é um mero reagrupamento
da série p que é uma série de termos positivos quando p > 1, segue, do Teorema 12.5.4
de [1], que a série p é convergente. B

2.2.00Te0rema 12.5.4

Se Zun for uma série convergente de termos positivos, seus termos poderao ser
agrupaaz; de qualquer maneira, e a série resultamte continuard convergente e com a

mesma soma que a série original.



3 . Série Crescente e Limitada

Vamos considerar Z ayn, sendo a, > 0,V n € N. Dai, tem-se: (S5,) é crescente. Pois,

n=1

S1=1<S=a1+ta<S3=a+a+a3<--- <5, <+

Se (.S,,) for limitado entao S, é convergente.

De fato, temos que (5,,) é limitado, digamos, S,, < L,V n € N.

Como (S,,) é limitado pelo Axioma do Supremo existe o supremo de (S,,). Digamos
que sup {S,} = S.

3.1. Axioma do Supremo

Se X C R, é nao vazio e limitado superiormente, X tem supremo.

3.1.1. Supremo

Diremos que um conjunto A possui supremo se existe um numero real s que satisfacam
as seguintes condigoes:

(i) s é uma cota superior de A.

(ii) qualquer outra cota superior de A e maior que s.
Nota: O supremo de A, denota-se por sup(A).

Iremos provar que S,, — S.

Com efeito, dado € > 0, exite M € N, tal que S—e < Sy; < S, (defini¢ao de supremo).
Dai, S—e< Sy <S+e.

Isso é verdade V n > M entao
S—e<Sy<8S,<S+e¢

Dai lim S, =S.

n—oo

Portanto > a, = S.

o0

: . I .
Outra maneira de vereficar que a série E —; € convergente, segue abaixo. Observe
n

n=1
que a, = # >0, Vn € Nentao S, é crescente. Além disso (S,,) é limitada.

De fato,

=1 =1 =1
1 < ZE:1+2ﬁ<1+2n2—n

n=1

> 1 1 1 1 1 1 1 1
= 1 I =14+ 4 _Z ...
+;n(n—1) +Z(n—1 n) +1 2+2 3+3




logo

> 1
1 _— =2,
+;n(n—l)

Sendo S, limitada e crescente, tem que S,, converge.
Agora surge a indagacao. Para onde? Responder esta pergunta é o proposito de
nosso trabalho. No capitulo seguinte iremos mostrar para onde a série converge, para

introduzimos integrais duplas junto com transformacoes jacobianas.

10



Capitulo 3

O Teste da Integral

Teorema 3.0.1. (Teste da Integral)

Vamos supor que f seja uma fun¢ao continua, positiva e decrescente em [1,00) e seja
oo

a, = f(n). Entao a série Zan ¢ convergente se e somente se a integral impropria
n=1
floo f(z)dz for convergente entao, a série geométrica (1 = L+7r+7r2+.-- permite-nos

escrever

1,1 1,1
dx d

// v = //(1+:vy—|—a:2y2+---~|—a:"y")dxdy

o Jo 1—uxy o Jo

! 12 132 1nn—1 1
= /(x+—fvy+—rcy He ety )] oy
0

2 3
1 2 n—1
y oy y
= 124+ 2 4 ... d
/O(+2+3+ + n)y
2 3
ey y" I 1
= (y+§+32+ +E)} 1+22+§+

A soma da série de Euler % é, portanto, o valor da integral dupla

1_// dxdy

Se fizemos a rotacao de um angulo arbitrario 9, levando o sistema xy para o sistema

uv.

as equacoes de transformacao serao:

x=1ucos 0 —v sen 0, (3.1)

y=u sen 6 +vcos 0, (3.2)

11



<

Figura 3.1: rotagao de eixo

em que u, v sao coordenadas dos novos eixos. Invertendo a transformacao de coordenadas

obtemos
u=xcos 6 —ysin 6,
v=uxsin 0+ ycos 0,

Teorema 3.0.2. (Mudanga de varidvel em integrais duplas)

A extensao das integrais, definidas como funcdes em uma unica varidvel ou mais
varidvels reais ocupam um lugar importante na maioria dos textos de cdlculo. Geralmente
micia-se o tema considerando-se funcgoes definidas numa regigo R do plano, de fronteira
nao muito complicada, sendo que as definicoes sao formuladas por meio de coordenadas
retangulares. Uma vez feito isso, introduzem-se métodos para transformar coordenadas
retangulares em outros sistemas de coordenadas, mediante equagoes da forma r = f(u,v)
ey = g(u,v). Pode-se interpretar que essas equagoes transformam a regiao R do plano
xy numa regiao QQ do plano uv. Entao, Sob restricoes adequadas quanto as funcoes f e

g, podemos usar a formula

//RSO(:B,y)d:): dy=//Q@(f(x,y),g(x,y))gg:i;du dv

O simbolo gg’g; ¢ chamado ”Jacobiano”da transformacao, por defini¢ao, o determi-

nante funcional

af  of
of9) | au o
d(u,v) % %

12



Nota: os jacobianos destas transformacoes (3.1) e (3.2) sao iguais:

= =1 3.3
B, 0) ~ Ol,y) (33)
De fato
o 9z Oz cos 8 —sen
(x,y) _ det ou Ov — det
O(u,v) % g—z sen @ cos 8
= cos’ a + sen’a =1
e como

Oz,y) Ou,v) _,
O(u,v) O(x,y)
a primeira igualdade (3.3) fica demonstrada.

Usando 0 = 7,

7r
cos — = sen
4

|

T
4
essas equagoes (3.1) e (3.2) tornam-se

(U-U),

N[ —=

=32
Y= %\/5<u +U>?

logo temos

2

(u? —0?) e l—xy:#

Y

N |

Ty =

O quadrado inicial, de vértices (x =0, y =0),(z =1, y=0),(x =1, y =1),

(x =0, y = 1), transforma-se no quadrado de vértices

(u=0, v:0),(u:%\/§, v——%\@)
(u =2, v:0),(u:;\/§, v % 2)

que é simétrico em relacao a u. Assim, integrando para v > 0 no plano u, v, separadamente

nos intervalos (da variavel u)[0, v/2] e [1v/2, V2], vem

13



0\\ 0.5 1 // 1.5

Figura 3.2: rotacao do quadrado em 45°

r=1 y=1 1 1 1 d
/ / dxdy = / </ id ) dx.
z=0 Jy=0 I —xy 0 0o 1—xy

Vemos que a integral I pode ser escrita na forma

V2

E “ dv v2 V2-u dv
=14 — | du+4 —_—
0 0 2—u?+? V3 0 2 —u?+v?
2

Denotando-se as integrais a direita por I e Iy, teremos

2T fu d
Y S T
0 0 2—u*+wv
Se repararmos que
/“ dv 1 ; v
= arc tg———
0 2—u+ v 22 Vo

V3 u
2 1 v
= ——— arc tg| —— du
0 2 — u? 2 — u? o

14



@ 1 U
=4 ———— arc tg| —— |du .
/o V2 —u? g( 2—u2>

Para continuar o calculo, usamos a substituicao

u=+v2sen, V2—u2=+2cosb, du=+2cosbdf (3.4)

t v arc t —\/5 sen 0 0
T — =
are te 2 —u? & V2 cos 6

Entao

3

6 2

§ 1
L=4] ——-0-V2cos0df =20 =—
! /0 V2 cos 6 cos ]

Para calcular I, escrevemos

V2I V2o dv
e [
vz | Jo 2—u®+v

V2 1 \/5 —u
=4 —— arc tg| ——— | du.
V2 /2 —u? V2 —u?
Para continuar o calculo, usamos a mesma substitui¢do anterior (3.4) e o fato adicional

de que

arc t Q =arct \/_—\/ﬁsene =arct M
& V2 —u? & V2 cos 0 & cos 0

B ; cos 0 et sen (5 —0)
S T sena )T O 1+ (cos 5—0) )

15




2 seng (5 —0) cosi(5 —0) 1
_arctg< 2 cos?L(T —9) D)

Isto nos possibilita escrever

[T T 1 L
12_4/g ﬁ0080<4—29>\/§coséd0—4[49 49]

7T2 7T2 7T2 7T2 7T2
8 16 24 144 9

Completamos o calculo somando esses resultados:

=1 w2 7 2

n=1

16

n? 18 9 6

[SIE]

e



Consideracoes Finais

Neste trabalho deixamos claro como surgiu a Fun¢ao Zeta de Reimann, através de
Euler associada ao um Numeros Real maior que 1. Mostramos a importancia de séries
convergente a partir de alguns teoremas e definigoes.

Priorizamos neste trabalho uma pequena amonstra de como a Matemaética esta ligado
com outras areas, esta série trouxe uma importante ramo da Analise Matematica. Esta

Funcao é um caso em aberto para os Niumeros Complexos.
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