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RESUMO

Esta monografia tem como objetivo apresentar e fazer um breve estudo sobre um
modelo matematico que ficou conhecido como Modelo Predador - Presa. Todavia, para
se compreender tal estudo, é necessario ter um conhecimento prévio sobre equacgoes di-
ferenciais ordinarias e estabilidade de um sistema autonomo, que serdao destacados no

decorrer do trabalho. Para a realizacao dessa pesquisa foi feito um estudo bibliografico.

Palavras-chave: Modelo Predador - Presa. Equagoes Diferenciais Ordinérias. Sistema

Autonomo. Estabilidade.



ABSTRACT

This monograph aims to present and make a brief study on a mathematical model
known as the Predator - Prey Model. However, to understand such a study, it is ne-
cessary to have prior knowledge about ordinary differential equations and stability of an
autonomous system, which will be highlighted in the course of the work. A bibliographic

study was carried out to carry out this research.

Keywords: Predator - Prey Model. Ordinary Differential Equations. Autonomous
System. Stability.
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INTRODUCAO

Este trabalho ¢é resultado de uma pesquisa bibliografica e tem como principal objetivo
apresentar o Modelo Lotka - Volterra. Como subsidio preliminar, serda mostrado um

sucinto embasamento tedrico de equacoes diferenciais.

No primeiro capitulo mencionam-se os primeiros modelos matematicos para predizer
a variacao da populacao, o Modelo de Malthus (Crescimento Exponencial) e o Modelo de
Verhulst (Logistico). Antes disso, porém, faz-se uma breve defini¢ao sobre a modelagem
matematica, primordial para a obtencao de tal modelo; e definicbes sobre a taxa de

variacao e derivadas de uma funcao e equagoes diferenciais.

No segundo capitulo estuda-se a estabilidade (ou instabilidade) de um sistema autoénomo
de equacgoes diferencias ordinarias, lineares ou nao lineares, e o comportamento das

solugoes em torno de um ponto especifico, denominado ponto critico.

No terceiro capitulo é que sera falado, de fato, sobre o Modelo Predador - Presa.
Sera feita a sua construcao matematica através das hipéteses mais simples pertinentes a
dinamica da populagao de duas espécies interagindo entre si. E por fim, sera analisada a

estabilidade do sistema de equacoes referentes ao modelo citado.



1 MODELOS DE
CRESCIMENTO
POPULACIONAIS

Desde os primordios da humanidade, o ser humano teve que aprender a viver com
os recursos naturais existentes no mundo. Consoante ao passar do tempo, o homem
mostra-se cada vez mais engenhoso para a solucao de seus problemas com o mundo que
o cerca.

As origens das ideias centrais da Matematica sao o resultado de um processo para
entender e explicar fatos e fendomenos observados na realidade. O desenvolvimento dessas
ideias e sua organizacao intelectual se dao a partir de elaboracoes sobre representacao do
real, a qual chamamos de modelagem matematica.

A modelagem matematica, hoje em dia, é uma importante ferramenta no processo
de ensino-aprendizagem, pois é ideal para a implantacao de novas ideias, em que uma
abordagem sobre um desconhecido assunto da matematica é ilustrada através de uma

situacao problema.

1.1 Modelagem Matematica

Diferentes autores definem a modelagem matematica a sua maneira, mas com uma
mesma esséncia: transformar problemas em equagoes matematicas e buscar a solucao de
tais problemas. Neste capitulo, a modelagem matematica serd abordada de acordo com

a visao de Bassanezi.



1.1.1 O que é um Modelo Matematico?

Segundo (BASSANEZI, 2013), modelo matemdtico é um conjunto de simbolos e

relagoes matematicas que representam de alguma forma o objeto estudado.

Modelo ¢é a representacao em escala reduzida, de objeto a ser reproduzido em di-
mensoes normais. Ou seja, o modelo sempre idealiza certa realidade. E algo que simplifica
o mundo real. Logo, analisando um evento numa escala pequena, retém-se informagoes
de tal evento em maior escala. Todavia, é importante ressaltar que a andlise desse modelo

deve ser feita de forma rigorosa, através de um estudo dos dados.

1.1.2 Modelagem Matematica

A Modelagem Matematica seria o ato de obter tal modelo, ou seja, um processo
que transforma uma situacao da realidade em uma expressao matematica. Segundo o
dicionario, a palavra modelagem significa dar forma ou contorno a algo por meio de
um modelo. Nesta perspectiva, a Modelagem Matematica visa propor solugoes para
problemas por meio de modelos matematicos. Assim, o modelo matematico é o que da
forma a solucao do problema enquanto que a Modelagem Matematica é o processo de
obtencao dessa solugao. Nesta proposta, a resolucao de problemas através da utilizacao

de modelos matematicos remete ao desenvolvimento da Matematica e de suas aplicagoes.

Tais definicoes supracitadas sintetizam o que se entende por modelagem matematica.
Através desta, muitas féormulas e equacoes matematicas foram deduzidas, como, por
exemplo, as equagoes predador-presa, objeto desse estudo. Além disso, a modelagem ma-
tematica é uma importante ferramenta na formulacao de problemas envolvendo equagoes

diferenciais.

1.2 Dinamica Populacional e Modelos Matematicos

Nesta secao, sera feita uma breve apresentacao dos primeiros estudos de modelos
populacionais, atribuidos a Malthus e Verhulst. Para tanto, é necessario conhecer alguns
conceitos pertinente a dinamica de uma populacao.

Populagao: entende-se como um conjunto de individuos de uma mesma espécie que

residem em determinado territorio.

Taxa de natalidade: ¢ o nimero de individuos que nascem em uma populagao em
determinado intervalo de tempo.
Taxa de mortalidade: é o ntimero de individuos que morrem em uma populacao,

em determinado intervalo de tempo.



Taxa de crescimento: é o nimero dado pela diferenca entre a taxa de natalidade

e a taxa de mortalidade de uma populagao, em determinado intervalo de tempo.

Por fim, entende-se como dinamica populacional o estudo da variacdo na quantidade

de individuos de uma determinada populacao em varios tempos e espacos.

Nesse ambito, os primeiros testes sobre a formulagao de modelos matematicos para
tracar a dinamica de uma populagao surgiram através do economista e demégrafo britanico
Thomas Robert Malthus (1766 - 1834), onde, em 1798, publicou a obra “An Essay on the
Principle of Population” (Um Ensaio sobre o Principio da Populagao). Para Malthus,
a taxa de crescimento da populacao era proporcional a populacao a cada instante, o
que significava dizer que a populacao crescia exponencialmente. Porém, Malthus nao
considerou que logo a populagao alcangaria nimeros extremamente grandes em curtos
intervalos de tempo, ou seja, tal modelo nao previa uma limitagao para o crescimento da
populagao.

Coube entdo ao matemético belga Pierre Francois Verhulst (1804 — 1849) comple-
mentar as enunciagoes propostas por Malthus. Em seu modelo, Verhulst incorporou uma
limitacao ao crescimento populacional, de tal forma que reduzisse a taxa de crescimento e
impedisse o crescimento exponencial. Verhulst pressupos que nao havia possibilidade de
uma populacao crescer de forma indefinida, conforme proposto por Malthus; ao contrario,
existiam impedicoes da natureza que tenderiam a manter a populacao fixa apds deter-
minado intervalo de tempo. O modelo logistico (de Verhulst) é o mais apropriado para

estimar o crescimento populacional.

1.3  Definicoes Prévias

Para se fazer a andlise mateméatica dos modelos mencionados, é necessario entender
antes algumas defini¢goes matemédticas preliminares. Nesta secao serd feito um breve

estudo sobre derivadas e equagoes diferenciais.

1.3.1 Derivadas

Suponha duas quantidades desconhecidas, z e y, e que y depende de x. Ou seja,

tem-se uma funcao y = f(z). Se x variar de 1 para z, a variacao de x serd

Axr =29 — 11

10



Entao, y deve variar de y; para y,, ou seja,
Ay =y —u
Como y = f (x) , tem-se

Ay = f(x2) — f (z1)

O quociente entre as variagoes de y e x

% _ S (@) = f (=)

Ax To — T1

é chamado taxa média de variacao de y em relagao a x, em (x1, z5).

A taxa instantanea de variagao em xr = x; , é dada por

lim ~Z = lim J(x2) = ] (21)
Az—0 Az Ta—T1 To — X1

Definicao 1

Seja I um intervalo aberto, e

f:I—-R
z— f(z)

uma fungao. A derivada de f em xq, xog € I, €

£ (o) — tim (20 1) = F (0

h—0 h
se o limite existir.

Ou de forma alternativa, podemos escrever

f/ (xo) — lim f (‘T) — f (IO)
T—T0 T — X
Notagoes para derivada:
dy df (vo)
dl" dx ) f (.flfo) :

Exemplo: Calcule a derivada da fungao f(z) = x?

Solucao

11



Calculando o limite, tem-se

() = lim M

h—0

, . z? + 2zh + h? — 2?
f(x)_hli% h

.  h(2z+h)
f(:z:):hmT

h—0

f'(z) = lim 2z + h = lim 2z + lim h = 2z
h—0 h—0 h—0

Observa-se que o conceito de taxa de variacao instantanea estd intimamente ligado
ao de derivada. O estudo de taxa de variacao é bastante utilizado em diversas areas,
como, por exemplo, na Fisica, para se calcular a velocidade instantanea de um objeto
em movimento; ou na Geografia para calcular a taxa de crescimento populacional de
um pais. Tanto a velocidade instantanea como a taxa de crescimento populacional sao

encontradas através do calculo de derivadas num determinado ponto.

1.3.2 Derivada de Ordem Superior

Se uma funcao f é derivavel, entdao f’ também é uma funcao. Caso a funcao f’ seja
derivédvel, a derivada de f’, denotada por f”, é chamada de derivada segunda de f. De

um modo geral,a derivada n-ésima da funcao f, denotada por f™, é a derivada da funcio

fl=n,

1.3.3 Derivadas Parciais

Seja z = f(x,y) uma fungao real de duas varidveis reais e seja (zo,y0) € Dy. Para yo

fixo pode se considerar a funcao g de uma variavel real dada por

g(w) = f(z,90).

A derivada desta funcao no ponto x = xg, caso exista, é dita deritvada parcial de f

em relagcao a x, no ponto (zy,yy) e denota-se por

0
8_£(I0’ yo)

12



Assim,

of
g (w0) = %(fﬂmyo)-

De acordo com a definicao de derivada, tem-se

OF (1 i 20 =90
O 0;Y0) = e T — 70 )
ou seja,
of (@, 90) — f (%0, w0)
8_ (an yO) = lmn .
T T—g T — X

Analogamente, define-se derivada parcial de f em relagao a y, no ponto

(20, Yo), denotada por

of
a—y(l"o,yo)-
Logo,
of _ f(xo,y) — f (0, %0)
a—(xo,yo) = lim .
Y Y=o Y=Y

Portanto, para calcular a derivada parcial da fungao z = f(z,y) em relagdo a uma

das varidveis, fixa-se a outra, fazendo assim com que ela torne-se uma constante.
Exemplo 1: Seja f (z,y) = coszy. Determine as suas derivadas parciais.
Solucao
Fixando y, ou seja, olhando y como uma constante, deriva-se em relagao a x
of

— = —ysinxy

ox

De modo andlogo, fixando x, deriva-se em relagao a y

of
ay

= —rsinxy

1.3.4 Equacoes Diferenciais

Muitos problemas que ocorrem nas ciéncias naturais (Fisica, Quimica e Biologia),
engenharia, ciéncias sociais, etc., envolvem a modelagem matematica, que resulta, muitas
vezes, numa equacao diferencial, ou seja, requerem obter uma funcao que satisfaga uma

determinada equacao que contém derivadas da “funcao-incégnita’”.

Uma equacao diferencial é uma equacao que contém uma ou mais varidveis de-

13



pendentes e suas derivadas. Além disso, possui também pelo menos uma variavel in-
dependente. Se a funcao desconhecida depende de uma unica varidvel independente,
entao se tem uma equacao diferencial ordinaria; caso possua mais de uma variavel

independente, entao a equacao se chamara equacgao diferencial parcial.

Ordem: A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da derivada de maior ordem

que aparece na equagcao.

1.3.4.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Em geral, uma equacao diferencial ordindria (EDO) assume a forma

F(zy @),y (2),y" (), ...y (2)) =0 (1)
onde y = y(x) é a varidvel dependente, = é a varidvel independente e n é a ordem da
equacao.

Exemplo: A equacao

d?U (t)
m =—-m
at? g
d?U (t)
at? g
é uma equagao diferencial ordinéria, em que U(t) é a varidvel dependente, ¢ é a varidvel

d?U(t)
dt?

independente, e ¢ a derivada (de 2* ordem).

Outra classificacao importante de equagoes diferenciais depende do niimero de fungoes
desconhecidas. Se existe uma tinica func¢ao a ser determinada, uma equacao é o suficiente.
Porém, se existem duas ou mais func¢oes que devem ser encontradas, entao precisa-se de

um sistema de equagoes.

1.3.4.2 Equacgoes Lineares e Equagoes Nao Lineares

A equacao diferencial
F (ﬂf, Y, y/7 y//7 e y(n)) =0

é dita linear se F' é uma funcio linear das variaveis v, v/, v",..., y™.

A equacao diferencial ordinaria linear geral é da forma
an () y" () + @ () "7 (@) + o an () (@) +ao (2) y (2) = b(2)  (2)
onde a;(x) e b(x) sdo fungdes continuas, ¢ = (0,1,2,...,n). Caso a EDO nao assuma a

14



forma (2) acima, ela ¢ dita nao linear.

Solugoes.

Uma solugao da EDO (1) no intervalo o« < x < 8 é uma fungao ¢, tal que ¢/, ¢”, ..., o™

existem e satisfazem

0" (@) = f (2.0 (), ¢ () ... 0" (2))
para todo x em a < x < 3.

Por exemplo, as fungoes y; = cos x, yo = sin x sao solucoes da equacao

pois satisfazem a equagao diferencial dada.

Nao existe um método universal para encontrar a solucao de uma EDO em ter-
mos de fungoes elementares para uma fungao arbitraria f . Entretanto, existem alguns
métodos aplicaveis a determinadas subclasses de uma EDO para encontrar sua solugao.
Sera apresentado aqui um tipo de equacgao diferencial que serd bastante util no decorrer

deste trabalho, as equagoes separdveis.

1.3.4.3 Equacgoes Diferenciais Ordinarias Separaveis

Equacgoes que podem assumir a forma geral

dy _ f(x)

dr —m7 g(y) #0

sao ditas Equagoes Diferenciais Ordinarias de Varidaveis Separaveis, ou simplesmente
equacgoes separaveis.

Para equacoes deste tipo, existe uma regra pratica de resolucao. Veja através de um
exemplo.

Exemplo: Encontrar a solucao da EDO

dy 1+
dr 14y

para y # —1.

Resolugao:

15



Primeiramente, faz-se a separacao das variaveis. Logo, tem-se:

(14+y)dy = (1+x)dx

Agora, basta integrar em ambos os lados da igualdade, uma em relacao a y e outra

/(1—|—y)dy:/(1+x)dx

Calculando as integrais, tem-se

em relagao a z:

2 2
Yy X
py== k
S ty="tath

onde k£ é uma constante de integragao positiva.

1.3.4.4 Equagoes Auténomas

Uma classe importante de equagoes diferenciais consiste naquelas em que a variavel

independente nao aparece explicitamente. Tais equagoes sao ditas autonomas.

Exemplo:

dx dx
52— — eM—" = rsinwt

dt dt

1.4 Modelos Populacionais

Na segao anterior foram definidos conceitos necesséarios para o entendimento do com-
portamento, isto é, da taxa de variacao, seja de crescimento ou declinio, de uma po-
pulagao. No entanto, serd apresentado e construido agora o modelo que ficou conhecido
por ser o pioneiro a tratar da dinamica de uma populacao isolada, o Modelo de Malthus;

e 0 Modelo de Verhulst, também chamado Modelo Logistico, que é uma adaptacao do
Modelo de Malthus.

1.4.1 Modelo de Malthus

O modelo malthusiano parte do principio que a taxa segundo qual a populacao de um

pais cresce em um determinado instante é proporcional a populacao do pais nesse mesmo

16



instante. Partindo desse pressuposto, vamos construir matematicamente o Modelo de

Malthus, também conhecido como Modelo de Crescimento Exponencial.

Seja N a varidvel que indica a quantidade de uma populacao. Entao N(¢) é a funcao
que permite calcular o nimero de individuos da populagao no instante ¢, ¢ > 0. Tem-se
ainda N(0) = Ny indicando o ponto de partida para o estudo da populacdo, ou seja, o
nimero de individuos no instante em que se comegara a fazer a analise.

Para o crescimento de uma populagao tém-se os seguintes fatores:

(1) A populacao aumenta devido ao nascimento e diminui devido as mortes;

(17) A populacao aumenta quando novos individuos chegam (processo de imigragao)

e diminui quando individuos residentes partem (processo de emigragao).

Consideremos as variaveis B, D, I e F, onde:

e B ¢é o numero de nascimentos
e D é o numero de mortes
e [ é o numero de imigrantes

e [ é o nimero de emigrantes.

Considere também o intervalo de tempo (¢, +1) e AN = N(t+1) — N(t), onde AN
¢é a variacao da populacao. Entao
AN = (B— D)+ (I - E)

Para uma populacao fechada, isto é, para I = E = 0 , tem-se

N(t+1)=N()+(B—-D)

Para um tempo ¢ pequeno, a fungdo N(t) é continua. Entao, a taxa de variagao

instantanea da populacao é dada por

AN
—~=B-D
dt

Fazendo B =b0N e D = dN , onde b e d sao, respectivamente, as taxas instantaneas

de nascimento e mortalidade, tem-se

AN
——=0b-dN
o = (0—d)

Chamando r = b — d, segue a equacao

17



AN
—— =rN (I
7 =V ()

Se r > 0, entao é chamada de taxa de crescimento. Caso r < 0, entao r sera
chamado de taxa de declinio. Suponhamos que r» > 0, de modo que a populacao esta

crescendo. Teremos o seguinte Problema de Valor Inicial (PVI):

dN

& =rN

dt ([[)
N(0) = N,

Resolvendo este PVI usando separacao de variaveis, tem-se:

dN
W = rdt
Integrando em ambos os lados
dN
o que implica em
In|N|=rt+k
Se N > 0,
N = ert—f—k
logo,
N =ete¥

Fazendo C = e*, segue que a solucao geral da equacio é

N(t) = Ce™
Sujeitando a condigao inicial
N(0) = Ny
encontra-se C' = Nj.
A solugao do PVI é
N(t) = Noe”

18



Fazendo um breve resumo da analise da solucao do PVI:

e Ser >0, entdo lim; .., NV () = 0o ou seja, a populacdo cresce de forma ilimitada;
e Ser <0, entdo lim; .o, IV (t) = 0, ou seja, a populagao sofre uma taxa de declinio;

e Se r =0, entao limy_,o N (t) = Ny, ou seja, a populagdo se mantém constante.

Assim, o modelo que consiste no PVI (I7), sob condigoes ideais, é razoavelmente pre-
ciso para muitas populagoes, pelo menos por periodos de tempo limitados. Entretanto, é
claro que tais condigoes ideais nao podem continuar indefinidamente; em algum momento
um determinado fator natural, tal como limitacao do espaco, suprimento de comida ou de
outros recursos reduzira a taxa de crescimento e terminara com o crescimento exponencial
ilimitado.

Para um tempo ¢ muito grande, tem-se o modelo discreto:

AN = Td.N
onde ry4 € a taxa de crescimento populacional discreto.

Logo, chega-se a seguinte equacao:

N(t+1) = N(t) = ra.N()

Reescrevendo a equacao, tem-se

N(t+1)=(1+7rqg).N(t)

Chamando A = 1 + r4, encontramos a equagao

N(t+1) = AN(t)

Esta equacao sujeita a condigao inicial N(0) = Np, tem como solu¢ao do modelo

discreto

N(t) = X'. Ny
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1.4.2 Modelo de Verhulst

Para levar em consideracao o fato de que a taxa de crescimento da populacao depende,
de fato, da populacao, Verhulst modificou o Modelo de Malthus de tal forma que a
populagao cresceria até um limite maximo suportado, tendendo a se estabilizar. Para
isso, Verhulst, substituiu  na equagdo (/) , por uma funcao h(y) , obtendo assim, a
equacao modificada

% =h(N).N (III)

Agora queremos escolher h(N), tal que h(N) = r > 0 quando N é pequeno. h(N)
diminui quando N aumenta e h(/N) < 0 quando N ¢é suficiente grande. A fungao mais
simples que tem essas propriedades é, segundo Boyce

h(N)=r— g (IV)

onde a ¢ uma constante positiva.

Substituindo (IV') em (I11), obtemos

d_N_(r_ﬂ).N
dt T

A equacao acima é conhecida como equagao logistica.
2
Fazendo K = -, tem-se

dN N

Reescrevendo a equagao, chegamos em
dN N
—=rN|1—-—
a < K) V)

onde r é chamada de taxa de crescimento intrinseca, isto é, a taxa de crescimento na
auséncia de qualquer fator limitador; e K ¢ o nivel de saturacao ou capacidade de

sustentacao ambiental.

De (V'), usando separagao de varidveis, tem-se:

dN

—— = rdt
N5

Quebrando em fracoes parciais a expressao a esquerda da igualdade, obtém-se:
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1 1
<N+K_N)dN:Tdt

Integrando em ambos os lados:

/(%wLKiN)dN:/rdt

o que implica em

In|N| —In|K — N|=rt+ Cj

onde Cy é uma constante arbitraria de integracao a ser determinada pela condicao inicial
N(0) = Ny. Observa-se que, se 0 < Ny < Cpy , entdo N permanece nesse intervalo
para todo o tempo. Assim, podemos retirar do médulo o logaritmando, e usando as

propriedades de logaritmo, chegamos em

N
hl(K—N) :Tt+00

Dali,
Logo,

implicando em

Fazendo A = e, segue

N (t) = K.Ae"™ — A.N (t) .™

Portanto,

N(t)+ AN (t)e" = A Ke™
Explicitando N (t), conclui-se que

A.Ke™

N = T e
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Dividindo o numerador e o denominador da equacao anterior por Ae™, chega-se em

K

N({t)=———
*) %.e*’”’%—l

(V1)

Submetendo (V1) a condigao inicial N(0) = Ny, chega-se em

Logo, a solugao geral de (V) é

K

(K&(J)Vo )e—rt +1

N(t) =

Se Ny > 0 e t = oo na equacao acima, teremos
lim N (t) = K
t—o0

Assim, para cada Ny > 0, a solugao tende a capacidade de suporte. Depois de muito
tempo a populagao esta proxima do seu nivel de saturagao, independentemente do tama-

nho inicial da populagao.
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2  ESTUDO QUALITATIVO DE
SISTEMAS AUTONOMOS E
ESTABILIDADE

Neste capitulo sera feito um estudo qualitativo de sistemas autonomos de equacoes
diferenciais ordinarias, que nos darao o embasamento tedrico necessario para a apre-
sentacao, e posterior andlise, do modelo Lotka — Volterra (Predador - Presa), no préximo

capitulo.

2.1 Sistema de Equacoes Lineares Algébricas, Au-

tovalores e Autovetores

Para resolver sistemas lineares de equacoes diferenciais precisamos, antes, definir al-

guns resultados importantes da algebra linear.

2.1.1 Sistemas Lineares

Um conjunto de n equacoes algébricas lineares simultaneas em n variaveis

a1y, + ajppxe + ... +apx, = bl
(1)
Ap1%1 + Q21 + ... + QppTp = bn
pode ser escrito como

Az =B (2)

onde A é a matriz n X n e B um vetor. As componentes de z devem ser determinadas.

Se B = 0 o sistema ¢é dito homogéneo. Caso contrario, ele é dito nao homogéneo

Se a matriz dos coeficientes A for invertivel, isto é, se det (A) # 0, entdo o sistema
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(2) terd uma tnica solugao.

Defini¢ao 1 (Independéncia Linear)

Um conjunto de k vetores vy, vs, ...t € dito linearmente independente se existe

um conjunto de ntimeros complexos, ¢, ¢a, ..., ¢k, nem todos nulos, tais que
C1U1 + ...+ CrUL = 0 (3)

O tnico conjunto C' = {cy, ..., cx } que satisfaz (3) é ¢; = o = ... = ¢, = 0. Logo, diz-se

que vq, ..., Vg sao linearmente independentes.

2.1.2 Autovalores e Autovetores

A equacao

Az =y (4)

pode ser vista como uma transformacao linear que transforma um vetor dado = em
um novo vetor y. Para encontrar tais vetores, toma-se y = Az, onde \ é um escalar.

Assim procuram-se solucoes da equagao
Az =Xz (5)

ou, de forma equivalente

(A— Az =0 (6)

A dltima equagao tem solucoes nao nulas se, e somente se, A for escolhido de modo
que
det (A—=X)=0 (7)

Os valores de A que satisfazem (7) sdo chamados autovalores da matriz A, e as

solugoes nao nulas associadas aquele autovalor sao chamados de autovetores.

A equagao (7) é uma equagao polinomial de grau n em A, de modo que existem n au-
tovalores Aq, ..., A,, dos quais alguns podem ser repetidos. Se um determinado autovalor
aparece m vezes como raiz da equagao (7), entao ele é dito de multiplicidade algébrica
m. Cada autovalor tem pelo menos um autovetor associado, e um autovalor de multi-

plicidade algébrica m pode ter ¢ autovetores linearmente independentes, onde 1 < g < m.
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2.2 Sistemas Autonomos

O estudo qualitativo de um sistema autonomo consiste em analisar o comportamento

da solucao do sistema numa vizinhanca do ponto de equilibrio.

Definicao 2

O sistema

/o
r1 = fl (Il, ,I‘n)
(8)
/
Ty = ful(T, ..., T0)
¢ dito sistema autéonomo, pois a variavel independente ¢t nao aparece explicitamente.

Exemplo 1: O sistema de EDO’s lineares com coeficientes constantes

7 = Az
e Em R: 2/ = ax, f(z) = ax
e Em R2 o'y = anr + aprs ’ J1 = an®y + apprs
2’y = a1 + ATy Ja = an 1 + agnry

Definicao 3

O ponto (z7, 25, ..., ) é dito ponto de equilibrio ou ponto critico do sistema auténomo

dLUZ' .

(8) se ' = (0,0,...,0), ou z} = i 0, parat=0,1,2,...,n.

Exemplo 2: A EDO

¥=—r-2

tem como ponto de equilibrio * = —2, pois

r=0=-1-2=0=2=-2

Sera feita uma breve andlise da equacao acima em torno de condicoes inicias nas

vizinhangas do ponto equilibrio.

Primeiramente, encontrar-se-a a solugao da EDO em questao. Colocando a equacao

na forma diferencial, tem-se:
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Fazendo a separacao de variaveis, chega-se em

dx
T+ 2

dx
= [ —dt
/:c+2 / d

= —dt

integrando em ambos os lados

o que implica em

Injz+2|=—-t+c

Logo,

r+2=e""C

Explicitando x(t) segue

r(t)=et e =2

Fazendo A = e, encontramos a solucao geral

r(t)y=A-e" =2 (9)

Submetendo (9) a condi¢ao inicial z(0) = —2, obtém-se

r(0)=A-e?—2=-2

o que implica A = 0. Logo, a solucao do PVI

¥ =—-x—2
z(0) = =2
sera
x1(t) = =2
Observe também que
() =-2
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Do mesmo modo, para a condi¢ao inicial z(0) = 0, encontra-se A = 2, e a solugao

ficara

xg(t):2-e*t—2

Note também que

lim 2 (t) = —2

t—o0
Para a condicao inicial z(0) = 2, tem-se A = 4 e a solugao serd
.ZCg(t) :4'€7t—2

Veja que
lim x5 () = —2

t—o00

Para a condicao inicial z(0) = 1, tem-se A = 3, de modo que a solugao ficara
z4(t) =3-e " -2

Observe novamente que

lim x4 (t) = —2
t—o0
Para a condic@o z(0) = —4, tem-se A = —2. A solugao sera

x5 (1) = 27" —2

e ainda
lim z5 (t) = —2
t—o0
Se z(0) = —5, entao A = —3, e a solugao geral serd

z6(t) = —3-e" =2

Tem-se entao que
lim zg (t) = —2

t—o00

Para a condicao inicial z(0) = —6, tem-se A = —4. Logo, a solugao sera

l’7(t) =—4. €7t -2
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Veja mais uma vez que
lim 27 (t) = =2

t—o00

Observe como se comporta o grafico das solucoes dos PVI’s acima

L 1x

Figura 1: Trajetorias das solugoes dos PVI’s

Perceba que, a medida que o tempo aumenta, as solugoes dos PVI’s em torno do
ponto t = 0 vao se aproximando da reta z(t) = —2. Ou seja, existe o que chama-se de
estabilidade.

Um ponto de equilibrio recebe as seguintes classificacoes: estdvel, assintotica-

mente estavel e instdvel.

Em suma, um ponto de equilibrio é:

e estavel se, para qualquer condigao inicial na sua vizinhanga, a trajetéria da solucao

correspondente permanecer proxima desse ponto;

e assintoticamente estavel, se for estavel e a trajetoria se aproximar do ponto

quando t — oc.

e instavel, se nao for estavel.

Considere o caso bidimensional mais simples: um sistema linear homogéneo de se-

gunda ordem com coeficientes constantes
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que pode ser reescrito como

'y = a1y + 41222 (11)

!
T'9 = Q2171 + A22T2

A solugao do sistema (11) é dada por

A

x(t)=c1-e oo+ e - €20 (12)

onde z (t) = [Z Ei;

V1 € Vg 820 autovetores associados a A; e Ao, respectivamente.

] , C1 € ¢y 820 constantes reais, A\; e Ay sdo autovalores da matriz A e

O tnico ponto de equilibrio do sistema (11) é z* = (0, 0).

Em geral, supondo que A é invertivel, ou seja, det(A) # 0 , o sistema de EDO linear
homogéneo (11) tem por ponto de equilibrio z* = (0, 0).

Consideremos os seguinte casos:

1° caso: Autovalores Reais e Distintos e de Mesmo Sinal

A solugao geral da equagao (11) é

A Aot .

x(t)=cp-eM v+ ey

onde A\ e Ay sao ambos positivos ou negativos.

./\1<)\2<O.

Segue que

lim z (t) =0

t—o0

independentemente dos valores de ¢; e ¢o. Isso significa que a medida que o tempo
aumenta, as solugoes se aproximam do ponto critico na origem. FEntao, tem-se

estabilidade.

et — (0 mais

Aot

Observe que se A\; < Ay, entao || > |A\g|, ou seja, a parcela ¢; -

rapido que o termo ¢, - et — 0 . Ou seja, se t — 0o, entdo x (t) =o€
Esse tipo de ponto critico é chamado de no atrator.

Veja como se comporta num plano de fases tal ponto de equilibrio:
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Figura 2: N6 atrator; ! = vy, €2 = v, sao autovetores.
Fonte [2]

o )< Ay < AL

Observe que
lim z (t) = 400

t—00

Nesse caso, para tempos elevados, as trajetérias tém o mesmo padrao que na Figura

2, porém afastam-se do ponto de equilibrio em sentido contrario.

Esse ponto critico é chamado também de no ou fonte.

2° caso: Autovalores Reais com Sinais Opostos

A solugao geral da equagao (11) é

A Aot 3

r(t)=c-eM v +ey-e Vo

Neste caso, Ay <0 < Ay ou Ay < 0 < Aq.
Se t — 400, entdo x (t) — ¢y - €M - vy — 400

At V1 — +00.

Se t — —o0, entdo x (t) — ¢ - e
Esse ponto de equilibrio se chama ponto de sela.

Assim, quando o tempo aumenta, as trajetorias se afastam do ponto de equilibrio na
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direcao do vetor v;. De modo analogo, se o tempo diminui, as trajetérias se afastam da

origem seguindo a direcao de vs.

Veja as trajetorias num plano de fase:

Figura 3: Ponto de Sela; A\ >0, Ay <0 &l =wv;, &=,
Fonte [2]

3° caso: Autovalores Reais e Iguais

Supondo agora A\; = Ay = A, e considerando que os autovalores sao negativos [se forem
positivos, as trajetdrias sao semelhantes, mas o movimento é em sentido contrario]. Tém-

se os seguintes subcasos:

1. Dois autovetores independentes: A solugao geral do sistema (10) é

A Aot .

x(t)=cp-eM v +ep- ey

onde v; e vy sao autovetores independentes.

e Se A<O0:
t— +oo=x(t) =0

t— —oc0=x(t) = +oo
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As trajetorias se aproximam do ponto de equilibrio & medida que o tempo

aumenta. Esse ponto de equilibrio recebe o nome de né préprio.

x2A

Figura 4: N6 Préprio. &' =wv;, &=,
Fonte: [2]

e Se A > 0, as trajetorias se afastam do ponto de equilibrio no sentido oposto.
2. Um autovetor independente: A solucao geral do sistema (10) é
z(t)=c-eMv+e-(t-evtu-e)

onde v é o autovetor e u é o autovetor generalizado associado ao autovalor repetido.

At

Para t grande, o termo dominante na equagao é cy-e™ - v.

Assim, se \ < 0, segue que
t— 4oo=x(t) > cy-t-eM—0
t— —00=x(t) = +o0
Portanto, para tempos elevados, as trajetorias tendem a origem, ou seja, aproximam-

se do ponto de equilibrio, na direcao do vetor v. Se A > 0 , o sentido das trajetorias
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seria oposto. Quando um autovalor duplo tem um tunico autovetor independente,

o ponto critico é chamado de no tmproprio ou degenerado.

b
|

/
II'I
[/
I; _J'--‘---
L ~
. |/ k
\\“\E'_ \ ‘H.\‘\ > X

Figura 5: N6 Impréprio: A\ = Ay <0
Fonte: [5]

4° caso: Autovalores Complexos

Supondo agora que os autovalores tém a forma A = « 4¢3, onde a e [ sao reais,
a#0,5>0ev=(a=xif). Neste caso, a solucao geral de (10) é

x(t) = e - [(c1 - cos (Bt) + co - sin (Bt)) a + (—cy - sin (Bt) + co - cos (St)) b]

Se a < 0:
t—4oco=ux(t)—>0

t — —o00 = x(t) = o0

A medida que o t aumenta, as trajetorias aproximam-se cada vez mais do ponto de

equilibrio em forma de espiral. O ponto de equilibrio é denominado foco.
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Figura 6: Ponto Espiral ou Foco; A =a +if8, a <0
Fonte: [2]

Para a > 0, a trajetoria teria sentido oposto.

Figura 7: Ponto Espiral ou Foco; A =a +i8, a > 0
Fonte: [2]

5° caso: Autovalores Imaginarios Puros
Os autovalores tem a forma A = £if3.

Nesse caso, a solucao do sistema (10) se reduz a

x(t) = [(c1 - cos (Bt) 4+ co - sin (5t)) a + (—cy - sin (5t) + ¢o - cos (Bt)) b]
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As trajetorias orbitam ao redor do ponto de equilibrio, por isso, ele recebe o nome de
centro.

x2A

C_ 1IN .
N *1

Figura 8: Centro; A = +if
Fonte: [2]

Em geral, quando os autovalores sao imaginarios puros é possivel mostrar que as tra-

jetorias sao elipses centradas na origem.

2.3 Sistemas Localmente Lineares

Na subsecao anterior, vimos as propriedades de estabilidade da solucao de equilibrio

x = (0,0) do sistema linear bidimensional

¥y=A-z.

Em tal caso, foi suposto que det (A) # 0, o que implicava na unicidade do ponto de
equilibrio z = (0,0) . Assim, podemos enunciar o teorema a seguir.

Teorema: O ponto critico v = (0,0) do sistema linear ¥’ = A - x é: assintotica-
mente estdvel se 0s autovalores Ay e Ay sao reais e negativos ou tem parte real negativa;
estdvel, mas nao assintoticamente estdvel se A1 e Ay sao imagindrios puros; instdavel,

se A1 e Ay sao reais e um deles € positivo, ou se ambos tém parte real positiva.
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2.3.1 Aproximacgoes Lineares de Sistemas Nao Lineares

Considere agora, um sistema autonomo bidimensional nao linear
/
o' = f(z) (13)

Serd investigado o comportamento das trajetérias do sistema (13) perto de um ponto
de equilibrio z*. Lembrando que perto de cada ponto critico de um sistema nao linear
o padrao das trajetorias é parecido com o das trajetérias de um determinado sistema
linear. Logo, perto de um ponto critico pode-se aproximar o sistema nao linear (13) por

um sistema linear apropriado, cujas trajetorias sejam faceis de descrever.

E conveniente escolher um ponto critico como a origem. Isso nao envolve perda de
generalidade, pois se x* # 0 , é sempre possivel fazer a substituicao u = x —z* na equagao

(13). Entao u satisfaz um sistema autonomo com um ponto critico na origem.

Colocando o sistema nao linear (13) na forma escalar, tem-se

y =G (v,y)

O sistema (14) vai ser localmente linear em uma vizinhanga de um ponto de equilibrio
(20, Yo) sempre que as fungoes F' e G tiverem derivadas parciais continuas até a segunda
ordem. Serd usada a expansao em série de Taylor em torno do ponto (zg, yo) para escrever

F(z,y) e G(z,y) na forma

F(x,y) = F(20,90) + Fy (z0,%0) - (x — x0) + F, (z0,%0) - (¥ — %o) + 1 (7, 9)
G (z,y) = G (x0,Y0) + Gz (20, Y0) - (x — xo) + G, (z0,%0) - (¥ — Yo) + 02 (2,9)

onde
©Y1 (:B?y)

\/(f —20)° + (y — y0)*

— 0,

quando

(z,y) = (z0,Yo)

e, de modo andlogo para ¢ (z, ).

Note que
F (950790) =G (x07y0) =0
e ainda
de _ d(z — o)
dt at
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dy _ d(y — yo)
dt dt

Assim, para analisar o que acontece nas proximidades do ponto de equilibrio, tem-se

o sistema equivalente

d(r—z0) _(F: (o, 90)  Fy (w0, 90) | (2 — o (15)
dt \ y —yo Gy (r0,y0) Gy (0, o) Y=Y
Portanto, o sistema linear que aproxima o sistema nao linear (14) perto de (o, o) é

dado pela parte linear de (15):

d (ur) [ Fu(zo,90) Fy(zo,0) (m
£<u2>_<Gz(foay0) Gy(xmyo)) <U2> (16)

ondeuy =z —xzgeuy=y—yo (16).

_(F F
- \G. G,

que aparece como matriz de coeficientes na equagao (16) é chamada de matriz jacobiana

A matriz

das fungoes F' e G em relagdo a = e y. Precisamos supor que det(J) # 0 em (xq, o), de
modo que este ponto seja também um ponto de equilibrio isolado do sistema linear (16).

Perceba que mesmo que o ponto critico seja do mesmo tipo que o do sistema linear,
as trajetérias do sistema localmente linear podem ter “aparéncia” bem diferente das do

sistema linear correspondente, exceto muito préximo do ponto critico.
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3 O MODELO LOTKA -
VOLTERRA

Neste capitulo sera discutido o modelo de Lotka — Volterra, que ficou conhecido como
Predador — Presa e foi utilizado para descrever a dinamica de populagoes competindo.
Todos os modelos apresentados até agora servem para descrever a dinamica de populacoes

isoladas, ou de populagoes e espécies que nao interagem entre si.

O modelo Lotka — Volterra (predador — presa) foi desenvolvido por Alfred James

Lotka e Vito Volterra de forma independente.

Alfred James Lotka (1880 — 1949), um biofisico naturalizado americano, nasceu onde
¢ hoje a Ucrania. Foi o autor, em 1924, do primeiro livro sobre biologia matematica, com

o titulo Elements of Mathematical Biology.

Vito Volterra (1860 — 1940), um importante matematico italiano. E famoso por seu
trabalho em equacgoes integrais e analise funcional. Seu trabalho estd resumido no artigo
Theory of functionals and of Integral and Integro-Differential Equations
(1930).

3.1 Espécies em Competicao

A ecologia classifica competicao como uma relagao desarmonica entre individuos
de mesma espécie (intraespecificas) e espécies diferentes (interespecificas), onde ambas
necessitam de um mesmo recurso ambiental limitado. Em ambos os casos, esse tipo de
relacao ajusta os mecanismos através de um processo de selecao, onde se preservam as
espécies mais bem adaptadas ao meio em que vivem, extinguindo assim as espécies com
baixo nivel adaptativo. Dessa forma, o processo competitivo é um fator que regula a

densidade populacional.
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3.2 O Modelo Predador - Presa

Conforme foi mencionado, os modelos apresentados até agora descrevem a dinamica
de populacoes que nao interagem entre si. Todavia, no contexto de dinamica de po-
pulagoes considerar-se-ao duas situagoes: interagao entre duas espécies competindo por
um suprimento comum a ambas; e interacao entre duas espécies que interagem, onde
uma delas dispoe de alimento em abundancia, a qual se chama presa, e a outra espécie,

predadora, tem como suprimento se alimentar da populagao de presas.
Vamos agora construir tal modelo.

Considere as populagoes de presas e predadores, denotadas respectivamente, por z(t)
e y(t), em um determinado instante ¢. Para modelar a interacdo entre as duas espécies,

fazem-se as seguintes hipéteses (as mais simples possiveis):

e Na auséncia do predador, ou seja, quando y(t)=0, a populagao de presas aumenta
a uma taxa proporcional a populacao atual. Assim, a variagdo do niimero presas é

dada por
dx (t)
dt

=a-xz(t),a>0.

e Na auséncia de presas, ou seja, quando x(t)=0, os predadores sao extintos. Assim,

a variagao do numero de predadores é da forma

dy (1)
7— Cy(t), c>0

e O numero de encontros entre predador e presa ¢ proporcional ao produto das duas
populagoes. Cada um desses encontros promove o crescimento da populagao de pre-
dadores e inibe o crescimento da populacao de presas. Assim, a taxa de crescimento

da populagao de predadores é aumentada por um termo da forma

vox(t)-yt), v>0,

enquanto a taxa do crescimento (neste caso, taxa de declinio) da populagao de

presas é diminuida por um termo da forma
—a-xz(t)-yt), a>0

Como consequéncia dessas hipdteses, somos levados as equagoes

dx

aza-x—a-xgzx{a—owy), r=ux(t) (1x)
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dy

%:—c-y+7-x-y:y-(—c+7‘y)a y:y(t) (2*)

As constantes a, ¢, « e «y sao positivas; a e ¢ sao as taxas de crescimento da populacao
9 ) Y
de presas e de morte da populacao de predadores, respectivamente; o e v sao medidas

do efeito da interacao entre as duas espécies.

As equagdes (1%) e (2%) sdo chamadas de equagoes Lotka - Volterra (predador — presa).
Embora as equacoes sejam de certa forma, considerada simples, elas caracterizam uma

classe ampla de problemas.

Observe que as equagoes (1x) e (2x) formam um sistema nao linear. Porém, através
do processo de linearizacao de sistemas localmente lineares, mostrado no capitulo pre-
cedente, é possivel fazermos uma andlise qualitativa do sistema, isto é, um estudo da

estabilidade do sistema numa vizinhanca dos pontos de equilibrio.

3.2.1 Analise Qualitativa da Equacgao

Os pontos de equilibrio da equagao (1%) e (2x) sdo encontrados quando nao hé varia¢ao
no numero de presas e predadores, ou seja, quando

d d
T_o W_

— = = 0.
dt Todt
Logo,

r-(a—a-y)=0z=0 ou y:2
«

y-(—c+v-2)=0y=0 ou r="<

2

Portanto, tém-se dois pontos de equilibrio:

x;=(0,0) e x§:(£ ﬁ)

v a

Examinar-se-a agora as solugoes do sistema linear correspondente perto de cada ponto

critico.

Numa vizinhanca da origem, o sistema linear correspondente é
d fz\ [a O x
dt \y 0 —c Y
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Os autovalores podem ser encontrados calculando

det a=A 0 =0
0 —c— A

(@=A)-(=c—A)=0.

o que implica

Logo, os autovalores sao

AM=a e A= —c

Assim, os autovetores associados aos autovalores \; e Ay sdo, respectivamente

() ol

A solugao geral de (1x) é da forma

A Aot .

r(t)=c-eM v +ey-e

z (t) _ A 6at . 1 Co - e—ct . 0
)= (e )

Portanto, temos a solucao geral:

V2

Logo, obtém-se

Como os autovalores tém sinais contrarios, o ponto critico 7 = (0,0) é um ponto
de sela e, portanto, instavel. Isto é, para qualquer condi¢ao inicial numa vizinhanga

da origem, as trajetérias se afastam do ponto de equilibrio.

Para analise do ponto <§, g), serd feita a seguinte mudanga de variavel:

c c
Tr=u+—-—=u=2——
v v

a

a
Y=v+—=0=y — —
«o «

que nos permitird encontrar um sistema linear correspondente a (1x) e (2x).
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A matriz jacobiana é
0 (dx
) ()
0 (dy
) 5 ()

Tem-se entao, que

0 [dx 0

Or \ dt :%(ax_(wy):a—ay
9 (dx _ﬁ( _ )= —
ay dt _ay axr Oél"y— axr

9 (dy —g(—c +yzy) = —c+yx

0 que resulta em

Calculando J (9 2) :

v«

Portanto,

J<£72): (0 ——>
va) \m o

Logo, obtém-se o sistema linear aproximado:

d [u 0 —= u

el - 7. 3

00 e
Os autovalores sao obtidos por

det(J — M) =0
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“((27)-62)

A=+Vac-i

Os autovalores \; = y/ac-i e Ay = —y/ac - i sao imaginarios puros. Logo, o ponto
critico (%, g) ¢ estavel, do tipo Centro para o sistema linearizado (3x%), isto é, as
trajetorias orbitam na vizinhanca do ponto (5 ﬂ) :

v o

Para verificar tais trajetérias, basta dividir a segunda equacgao pela primeira, que sera

obtido
dv e .y
dv dt a

du du ac
dt 5 )

dv  y*a-u

implicando em

du a?-co

Para resolver a EDO acima, sera utilizado o método de separacao de variaveis. Logo,
a?-c-vdv=—*a-udu

Integrando em ambos os lados:

/a2-c-vdv:/—72-a~udu

Consequentemente, tem-se

Veoa-ut+atocor =K
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que reescrita, assume a forma

=1

K K

v2-a a?-c

onde K é uma constante de integragao nao negativa.

Logo, as trajetdrias do sistema nao linear (3%) sdo elipses em torno do ponto critico

c a
<—, — | , que é, conforme mencionado, do tipo centro.
v«

Pode-se também analisar qualitativamente o sistema formado por (1x) e (2x) dividindo

a segunda equagao pela primeira, ou seja,

dy
dt Yy (—c+v-x)

dr  T-(a—a-y)

dt

dy _y(—ctry2)
de  z-(a—a-y)

(4)

A equacao acima também é separdvel logo, tem-se

a— Q- —Cc+v-z
Yy x

Simplificando a expressao, obtém-se

a c
(—— a) dy = (——+7> dz

Y x
Por fim, integrando em ambos os lados

a c

/ <—— a)dy = / (——+7>dm.

Y x

Portanto, a solugao de (4x) é

a-lny—a-y+c-lnz—y-x=C

onde C' é uma constante de integracao. Apesar de a solucao estar na forma implicita,

é possivel mostrar que o grafico de (5%) é uma curva fechada, para C fixo em torno do
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c a
. Logo, tal ponto de equilibrio é também um centro para o

ponto de equilibrio ,
oae’

sistema nao linear (1x) e (2x).
Sabe-se que existem diversos fatores naturais, como por exemplo, a mudanca climética,

que podem alterar a variacao da densidade populacional ao longo de um ciclo. Tais al-

teragoes podem ser modeladas matematicamente pelos parametros a, ¢, a e v. Vejamos

um exemplo.
Exemplo: Discuta a solucao do sistema

dx

(5%) dt =L
(—0,75+ 0, 25x)

By — .

para x e y positivos.
Primeiramente, vamos encontrar os pontos criticos do sistema. Para isso, faz-se
x-(1-0,5y) =0
y-(—=0,754+0,25z) = 0.
Dai, tem-se que os pontos criticos sao 27 = (0,0) e 25 = (3, 2)

Vamos analisar o comportamento das trajetorias de cada solugao préximo a cada

ponto critico. Perto da origem, podemos desprezar os termos nao lineares em (5%).
Assim, encontramos o sistema linear correspondente:
T 1 0 x
= . (6)
Y 0 —0,75 Y

Os autovalores podem ser encontrados por

1—A
det 0 =0,
0 —0,75—AX

o que implica em
(I=X)-(=0,75—=X)=0
Logo, tem-se
A =1
e
Ay =—0,75
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Os autovetores sdao

de modo que a solucao geral é

()
y) 0

ou de forma equivalente
r(t)\ cp - et
y (1) Cy - €05

Portanto, a origem é um ponto de sela, pois os autovalores tém sinais contrarios, logo,
¢ instavel. Observe a figura a seguir, que um par de trajetorias entra na origem através

do eixo dos y. Todas as outras trajetdrias se afastam de uma vizinhanga da origem.

Para analisar o ponto de equilibrio (3, 2), sera utilizada a matriz jacobiana

| Fe(xy) Fy(z,y)
o) = <Gx (z,y) Ge (fc,y)>

Nesse caso,

F(z,y) =z —0,bzy

G(z,y) = —0,75y + 0, 25xy

As derivadas parciais sao

o F,=1-0,5y
o F,=—0,5z
o G, =0,25
o G, =—0,75+0,25z

Logo, a matriz jacobiana é

7 (2 ) 1-20,5y —0, 5x
Z, =
Y 0,25y —0,75+ 0,25z
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Calculando agora J(3,2), obtemos o sistema linear

u’ 0 -1,5 U
()= (s %) €)

ondeu=x—-3ev=y—2

Os autovalores sdo encontrados calculando
—1
det 0 , D B A0 —0
0,5 0 0 A
. |
det 0 =0
0,5 =X

AN +0,75=0

N =—-0,75

\=4/—0,75

Portanto, tem-se

)\1:@ € )\2:
2 2

Os autovetores associados a A\; € A\g sao

1 1
V] = Z\/g W Vg = Z\/§
3 3

Como os autovalores sdo imagindrios puros, o ponto de equilibrio (3,2) é um centro
do sistema linearizado (6%), logo, estavel para este sistema. Porém, o comportamento
do sistema aproximado, nesse caso, pode ser o mesmo, ou nao, do sistema nao linear, de
modo que o ponto para o sistema nao linear (6x) nao pode ser determinado.

De forma mais pratica, pode-se dividir a segunda equagao pela primeira em (7).
Assim, obtém-se

dv 0, 5u U
du —1,50  3v

(8%)
Usando separacao de varidveis, tem-se

3vdv = —udu

47



Integrando em ambos os lados

/SUdU = /—udu

Portanto, a solucao geral de (8x) é

30 +ut =K
ou, de forma alternativa
v u?
=1
K K
3

onde K é uma constante arbitraria positiva de integracao.

Novamente, vemos que as trajetérias do sistema linearizado (7x) sao elipses centradas
no ponto critico, porém um tanto alongadas na direcao horizontal.

Fazendo o mesmo processo na equacao nao linear inicial (1x), isto é, dividir a segunda
equacao pela primeira, segue que

dy y-(=0,75+0,25z)

dr— z-(1—0,5y)

que também é uma equacao separavel, ou seja, assume a forma

(1—0,5y> (—0,75+0,25m>
— 7 dy = dx
Y x

Integrando em ambos os lados, teremos como solucao

0,75 -Inx +1Iny — 0,5y — 0,252 = C' (9%)

onde C' é uma constante de integracao.

Embora a equagao (9%) nao esteja implicita, é possivel mostrar que o seu grafico, para
um determinado valor de C' fixo, é uma curva fechada em torno do ponto de equilibrio
(3,2). Logo, 25 = (3,2) é também um centro para o sistema nao linear (6%), o que
significa dizer que as populacoes de predador e de presa exibem uma variacao ciclica.

A figura 11 a seguir exibe o comportamento das populagoes x(t) de presas, e y(t) de

predadores, em funcao do tempo t.

Note que, inicialmente, para um pequeno ntimero na populacao de predadores e pre-
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Figura 9: Representacgao no plano de fases da variacao ciclica descrita pela equacao (5x%)
Fonte: [2]

sas, a populacao de presas aumenta, devido a pequena quantidade de predadores. Pos-
teriormente, com o aumento da populacao de presas, ha um maior nimero de predagoes,
o0 que acarreta no aumento de predadores e consequentemente, diminuicao de presas,

voltando assim ao seu estado original; e o ciclo se repetira.
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Figura 10: Variacao das populagoes de predadores e presas, em funcao do tempo t.
Fonte: [2]
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CONCLUSAO

No presente trabalho foi mostrado e construido através da modelagem matematica, o
modelo conhecido como Predador - Presa (Lotka - Volterra). E importante ressaltar que
a construcao deste modelo partiu das hipéteses mais simples, no que tange a dinamica de
populacao de duas espécies interagindo entre si, nao levando em conta fatores naturais
inibidores da variacao da populagao de predadores e presas. Todavia, é necessario frisar
que o entendimento destas equacoes, ainda que consideradas simples, nos dao uma gama

de conhecimento para resolver problemas de fenomenos mais complicados.

E verdade que na natureza as relagoes entre espécies, predadoras ou nao, sao muito
complexas. Logo, é perceptivel que apenas duas simples equagoes nao possam descrever
tais relagoes. Mais ainda: modelar fenomenos dessa natureza pode ser algo dificilimo, e
ainda que seja possivel, as equacoes diferenciais resultantes raramente terao um método
universal de resolucao, como as Equagoes Separaveis, ou Equagoes de Bernoulli, por

exemplo.

Portanto, almejando um texto didatico e de facil entendimento para os futuros leitores,
menciona-se no decorrer do trabalho defini¢oes bésicas que os auxiliem a compreender
melhor o texto. Os gréficos inseridos também ajudam a entender o comportamento ciclico
do sistema predador - presa. Vale também enfatizar que a Modelagem Matemética (citada
no texto e utilizada para descrever o modelo em estudo) é de grande importancia para
problematizar diversas situacoes do cotidiano, além de ser uma excelente estratégia de

ensino para alunos da educagao bésica.
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