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Resumo

Este trabalho mostra os principais modelos que analisam a dinamica de recursos natu-
rais renovaveis como os peixes. A ciéncia das pescas requer dados muitas vezes complexos
de obter sobre a biologia das espécies e tecnologias usadas. Esses modelos buscam uma
captura 6tima para a extracao desse tipo de recurso. Aqui sera realizado um estudo qua-
litativo e analitico dos modelos matemaéticos simples de exploracao de recursos renovaveis
tais como o Modelo de Malthus, Modelo de Verhulst, Modelo Logistico de Shaeffer e Mo-
delo de Gordon-Shaeffer com o objetivo de investigar o crescimento populacional de uma
determinada populacao, pois sao modelos que podem ser descritos por equagoes diferen-
ciais autonomas, ja que descrevem a variacao de populagoes. O presente foi realizado a
partir de uma pesquisa bibliografica, para que fosse feita uma modelagem matematica
de problemas que envolvam crescimento populacional de peixes. Entretanto, visando um
melhor entendimento dos modelos populacionais, foi necessario antes de mais nada um
estudo breve e introdutério de conceitos ja conhecidos de equagoes diferenciais quanto a
classificagao, e alguns teoremas e resultados importantes sobre a existéncia e unicidade

de solugoes.

Palavras-chave: Crescimento populacional, Modelos matematicos, Recursos renovaveis.



Abstract

This paper shows the main models that analyze the dynamics of renewable natural
resources such as fish. Fisheries science requires often complex data to obtain about the
biology of species and technologies used. These models seek an optimal capture for the
extraction of this type of resource. A qualitative and analytical study of simple mathe-
matical models of renewable resource exploration such as the Malthus Model, Verhulst
Model, Shaeffer Logistic Model and Gordon-Shaeffer Model will be conducted to inves-
tigate the population growth of a given population, because they are models that can
be described by autonomous differential equations, since they describe the variation of
populations. The present was carried out from a bibliographical research, so that a mathe-
matical modeling of problems involving fish population growth was made. However, in
order to better understand population models, it was necessary first of all a brief and in-
troductory study of known concepts of differential equations regarding classification, and

some important theorems and results about the existence and uniqueness of solutions.

Keywords: Population growth, Mathematical models, Renewable resources.
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INTRODUCAO

Nos tltimos anos o estudo sobre a complexidade de fenomenos, os avancos nas ciéncias
fisicas, quimicas, biolégicas e nas engenharias passaram a ser abordados de forma mais
frequente por enfoques matematicos, por meio da utilizacao de técnicas matematicas
mais sofisticadas como dinamico nao linear, equacoes diferenciais autonomas, matematica
computacional, entre outros...

Durante o trabalho sera feita uma interagao entre a matematica e biologia duas ciéncias
que vem cooperando muito entre si nos ultimos anos. A Biologia populacional é o estudo
de bioldgicas onde uma populacao é qualquer grupo de organismos de uma mesma espécie
que ocupa um lugar especifico. E esse grupo funciona como parte de uma comunidade
bidtica, pois sao individuos que podem interagir entre si num mesmo ecossistema.

Populagoes possuem peculiaridades bem especificas, entre elas temos a taxa de nasci-
mento, taxa de mortalidade, distribuicao etarias, densidade, pois assim como um individuo
ganha massa, uma populacao que cresce ganha individuos. E esse estudo do niimero de
individuos se denomina de dinamica populacional. Para compreender, explicar e predizer
a dinamica de populacoes bioldgicas utilizamos os modelos matematicos.

Nos ultimos anos surgiram um grande nimero de modelos populacionais, aplicados a
varias areas como ecologia, fisica, epidemiologia, imunologia, entre outras. Estes mode-
los descrevem o crescimento populacional de individuos que podem ser virus, bactérias,
moléculas, insetos, animais, infinitos organismos que podem se multiplicar. E isso motivou
a escolha do Trabalho sobre a Modelagem Matematica Aplicada ao Controle Biolégico,
pois muitos modelos populacionais se apresentam na forma de equagoes diferenciais or-
dindrias autonomas por descreverem uma variacao que depende do tempo.

O trabalho, esta dividido em cinco capitulos. No Capitulo 1 sera feita uma breve
revisao sobre alguns conceitos de Equacgoes diferenciais quanto a sua classificacao pelo

tipo, ordem e Linearidade. Nele também ¢é analisado o Problema de valor inicial (PVI) e

13



Existéencia e unicidade de solucoes para o caso linear e nao linear no qual sao utilizados
muitos resultados para a suas demostragoes. No Capitulo 2 estao os Modelos Numéricos
para equacoes Diferenciais Ordindrias. No Capitulo 3 temos a Modelagem Matematica
de Dinamica populacional de modelos de exploracao de recursos renovaveis, tais modelos
sao baseados em equacoes diferenciais ordinarias. No Capitulo 4 temos a explicacao de
manejo de recursos Renovaveis e a utilizagdo do modelo logistico de Verhulst e Gordon-
Schaefer em uma aplicagao. E por fim, no ultimo Capitulo é apresentado as consideragoes

finais e estudos futuros.

14



Capitulo 1
Equacoes Diferenciais

Segundo Dennis G. Zill, equacoes diferenciais sao o suporte matematico para muitas
areas da ciéncia e da engenharia. Nelas modelos matemaéticos sao desenvolvidos para
auxiliar na compreensao de fenomenos fisicos. Estes modelos frequentemente geram uma
equacao que contém algumas derivadas de uma funcao desconhecida. Tal equacao é
chamada de equagao diferencial. A partir deste conceito, pode-se diferenciar uma equacao
algébrica que é uma equacao em que as incognitas sao numeros da equacgao diferencial
aonde as incégnitas sao fungoes e cuja a equagao envolve derivadas destas fungoes. Tem-se
ainda que numa equagao diferencial em que a incégnita é uma funcdo y(x), x é a variavel

independente e y é a variavel dependente.

1.1 Classificagao das Equacoes Diferenciais

Sempre que um modelo matemético envolve a taxa de mudanca de uma variavel com
relacao a outra, uma equacao diferencial tende a surgir e sao classificadas de acordo com

o tipo, a ordem e a linearidade.

1.1.1 Por Tipo

Considerando o tipo, uma equacao diferencial pode ser classificada em ordinaria ou
parcial. E equacdo diferencial ordindria (EDO) se as suas fungoes incognitas y = y(x)

forem funcoes de somente uma variavel independente. E uma equacao que pode ser escrita

15



1. Equacoes Diferenciais

d dar
na forma f (x,y, d—y, o d—y) =0ou f (x,y,y’, ...,y(”)). Por exemplo,
T "

Py dy
27 J il — 3
T dz? +:de ty=2

Ja uma equacgao diferencial parcial (EDP) é uma equacao que contém uma ou mais

funcoes desconhecidas de duas ou mais variaveis e as suas derivadas parciais em relagao

a essas variaveis. Por exemplo,

0? 0? 0?
83:1; ayZ 8;; =0 (Varidveis independentes x,y, z)
az—zj b%—lg =w (Varidveis independentes a,b)
0 ob
8_Z = _8_y (Varidveis independentes z,y)
0 0
8_7: — 8—7: =s—2z (Varidveis independentes s, z)

1.1.2 Por Ordem

Quanto a ordem, uma equacao diferencial pode ser de primeira, de segunda, ..., de n-
ésima ordem dependendo da derivada de maior ordem presente na equacao. Uma equacao

diferencial ordinaria de ordem n é uma equacao que pode ser escrita ou representada na
dy d*y dn

forma, f (az, Y, o a2 %) = 0. Por exemplo,

vy +x=¢€" ¢ uma equacao diferencial de primeira ordem:;
d*s _ds ) , L .
o 3% +2s=t ¢ uma equacao diferencial de segunda ordem;

16



1. Equacoes Diferenciais

d*x
i xt ¢ uma equacao diferencial de quarta ordem;

9) _ " 2

Y Yy =x ¢ uma equacao diferencial de nona ordem:;

1.1.3 Quanto a sua linearidade

Uma equacao diferencial linear ¢ aquela em que a varidavel dependente y e suas
derivadas aparecem em combinacoes aditivas de suas primeiras poténcias.
Uma equacao diferencial é dita linear se ela tiver o formato:
dny dn—ly dy

an () =0+ an-1 (2) S TRRL (2) o +ao(2)y = g(x) (1.1)

As equacoes diferenciais lineares sao caracterizadas por duas propriedades:

(i) A varidvel y e todas as suas derivadas sao do primeiro grau, isto significa que a

poténcia de cada termo envolvendo y é 1.
(ii) Cada coeficiente depende apenas da varavel independente x.

d
Exemplo 1.1. A equacao diferencial ordinédria de primeira ordem d—i — by =1¢éum

exemplo de uma equagao diferencial ordinaria linear.

d> d .
Exemplo 1.2. A equacao diferencial ordinédria de segunda xQd—‘Z + md—y +y=2%éum
x x

exemplo de equagao linear.
Uma equagao diferencial ordinaria é chamada de nao-linear, se:

(i) A varidvel dependente y e pelo menos uma de suas derivadas tem grau maior que

1, isto é, a poténcia de pelo menos um termo envolvendo y é maior que 1.

(ii) Pelo menos um de seus coeficientes ndo depende da varidvel independente x.

3 d
Exemplo 1.3. A equagao diferencial ordindria Eg + 2¢ + yd_gt/ = 0 é uma equagao

diferencial nao-linear porque envolve o produto de y por d_ZZ
- . Py o
Exemplo 1.4. A equacao diferencial ordinaria —= +y* é dita nao-linear porque a poténcia

dx3
de y # 1.

17



1. Equacoes Diferenciais

Exemplo 1.5. A equagao de Verhulst ou como é usualmente conhecida equagao logistica
dx

dt
equacao diferencial nao-linear.

= ax — bx?; que serd o objeto de estudo deste trabalho, também é um exemplo de

2
Exemplo 1.6. A equagao diferencial d_z +y? = 0 é uma equacao diferencial ordindria
x

de segunda ordem nao linear por causa do termo y>.

As solugoes de equacoes diferenciais é uma funcao que nao contém derivadas nem
diferenciais e que satisfaz a equacdo dada (ou seja, a fun¢ao que, substituida na equagao

dada, a transforma em uma identidade).

1.2 Problema de valor Inicial (PVI)

Em uma equacao diferencial hda um conjunto de solucoes. E para se obter apenas
uma solucao é necessario ser imposto algumas condi¢oes. O numero de condigoes deve
coincidir com a ordem da EDO, isto significa, que se tivermos uma Edo de quarta ordem,
sera necessario que se tenha quatro condigoes com o intuito de se obter apenas uma tinica
solucao. Dada uma equacao e suas condicoes e se essas condicoes referem-se a um 1nico
ponto, teremos um problema de valor inicial.

Para a melhor compreensao dos métodos analiticos, é necessario que se tenha em mente
alguns resultados. Entao sera feita um breve revisao para um melhor entendimento da

teoria matematica sobre a existéncia e unicidade de solugoes.

1.3 Existéncia e unicidade de solucao do PVI

Caso Linear

Dada uma equacao diferencial linear y'+p(z)y = g(x) a sua solucao existe e é iinica em

qualquer intervalo em torno do ponto de x = xy na qual as fungoes p e ¢ sejam continuas.

Definicao 1.1. Seja f uma funcao definida em um intervalo I e xy um elemento de I.

Chama-se de derivada de f no ponto zy o limite,

lim (f(l') - f(%))

T—rx0 T — a’,'o

18



1. Equacoes Diferenciais

se este existir e for finito (Iezzi, Murakami, e Machado, 1993). Assim a derivada de uma

funcao e a aproximacao se da através da reta tangente no ponto g

Teorema 1.1. Se as funcoes p e q sao continuas em um intervalo aberto I : a <t < (8
contendo um ponto t = ty, entdo existe uma Uunica fungdo y = ¢(t) que satisfaz a equagdo

diferencial,

Y+ plx)y = g(x) (1.2)
para cada x em I e que satisfaz a condi¢do inicial

y(zo) = yo (1.3)

onde 1oy € um valor inicial arbitrdrio.

Demonstracao. Para demostrar este teorema, deve-se primeiro demonstrar as seguintes

equacoes: f @) g (@)d
_Jplx)g(z)dx +c
V=W (14)
onde,
() = el P (1.5)

Considere a equacgao diferencial linear (1.2) em forma integravel.
Para tal, a equagao (1.2)) serd multiplicada em ambos os lados por uma fungao u (z),

ainda desconhecida. Entao Temos,

p(x)y +p(@)p()y=p()g(r) (1.6)

Com isso fica claro o que desejamos, queremos que o lado esquerdo da equacao (|1.6))
seja a derivada de alguma fungao. O fato de existir dois termos e um desses termos ser
i (z) y' nos evidencia que o lado esquerdo da equacao (|1.6) fica a cara da derivada do

produto de p () y. Porém, par que isto seja de fato verdade, o seu segundo termo do lado

esquerdo da equagao (|1.6) u (z) p (x)y, deve ser igual a ' (z) y.

p(x)y=p(r)p(x)y (1.7)

19



1. Equacoes Diferenciais

Isto significa que p (x) deve satisfazer & equagao diferencial

f(x) = p(z)p(z) (1.8)

@) _ ) (1.9)

Ou no formato ja conhecido como,

d

o-lnu(z) = p(2) (1.10)

entao integrando em ambos os lados da equagao (1.10]), temos

In p(x) —/p(x) dx + k (1.11)
considerando k = 0, e aplicando a funcao exponencial teremos,
In p(z) = el P (1.12)

assim encontramos o fator integrante u(x). Visto que p é continua para o < z < 3,
segue-se p esta definida nesse intervalo, e é uma funcao derivavel nao nula.

Multiplicando a equagao ([1.2)) por p(z) obteremos

[u(z)y) = p(x)g () (1.13)

como i e g sao fungoes continuas, o produto dessas funcoes pg é integravel, logo temos

p(x)y = /u(m)g(x)dx + (1.14)

dividindo toda a equagao acima por p(zx), teremos

_ [ u(x)g(x)dz + ¢
pu(z)

Y (1.15)

Além disso, a integral de ug é diferenciavel, de maneira que y, dado pela equagao

20



1. Equacoes Diferenciais

existe e é diferencial no intervalo a < = < .

Fazendo a substituicao de y dado pela equacao (|1.15)) na equacao , conseguimos
verificar que a expressao satisfaz a equacao diferencial no intervalo o < x < 3.

Enfim, a condi¢ao inicial estabelece a constante ¢ univocamente, de forma que

somente exista uma unica solugao para o PVI, o que conclui a nossa demonstragao. [

Caso Nao Linear

Para que a demonstragao de existéncia e unicidade do problema de valor inicial no
caso nao linear seja feita, faz-se necessario, antes de mais nada, que se tenha em mente
alguns resultados e teoremas importantes.

Coroldrio 1.1 (Weierstrass): Toda fungao continua f : X — R definida num compacto
X ¢ limitada e atinge seus extremos (isto é, existem z1,xo € X tais que f(x;) < f(x) <

f(zy) paratodo x € X).

Demonstra¢ao. Com efeito, f(X), sendo compacto, ¢é limitado e fechado. Logo supf(X) €
f(X) einff(X) € f(z). Portanto x1,2, € X tais que inff(X) = f(z1) e supf(X) =
f(z2) O

Teorema 1.2 (Rolle). Se f é uma fungao continua num intervalo [a,b], derivdvel nos
pontos internos, com f(a) = f(b), entdo sua derivada se anula em algum ponto interno,

isto €, f'(c) =0 para algum c € (a,b).

Demonstragao. Se f é constante em [a,b] entdo f'(¢) = 0 para todo ¢ € (a,b). Caso
contrario, f atingird seu minimo m ou seu maximo M num ponto interior ¢ € (a, b), pois
se ambos fossem atingidos nas extremidades, teriamos m = M e f seria constante.
Como a € X N X' e f é derivavel em a, entao f'(c) = 0.
Dai, pela continuidade de f no compacto [a, b], o coroldrio de Weierstrass nos garante

que f atinge seus extremos. O

Teorema 1.3 (Teorema do valor Médio - TVM). Seja f : [a,b] — R funcdo continua

em la,b] e derivivel em (a,b). Entao existe xo € (a,b) tal que

fllwg) =—=———— ou  f(b)— fla) = f(0)(b— a)
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1. Equacoes Diferenciais

Demonstragao. Considere a funcao g : [a,b] — R onde,

o(@) = f@) — f(a) - 1O IO oy

f(b) = fla) = f(b) + f(a) =0 — g(b) =0

Logo g(b) = 0 = g(a). Como g(z) é continua em [a, b] e derivdvel em (a,b), podemos
entao aplicar o teorema de Rolle em g(z) : existe 2o € (a,b)

Como,

f/(ZL‘) —0— f(bl)):ﬁ(a)l
g(@) = () - LU
Portanto, ¢'(xzo) = 0. Logo, f'(x¢) — f(bl)) : (]:(a) = 0.
oy~ L =10

Teorema 1.4 (Teorema Fundamental do Célculo - T.F.C ). (Parte 01)
Seja f : [a,b] — R uma fungao continua. Entdo a funcdo F : [a,b] — R definida

por

F(z) = / f(t)at

22



1. Equacoes Diferenciais

x € [a,b] € derivdvel e € uma primitiva de f

Demonstracao. Seja x € [a,b] e h € R tal que (z + h) € [a,b]. Entao

Flz+h) — F(z) = / - / " Fdt = / b

Como f é continua em [z, + h] se h > 0 (ou [z + h,z] se h < 0) podemos aplicar o

T.V.M para integrais: existe C'(h) € [x,x + h], tal que

z+h
t)dt
flen) = f”#, quando h — 0 e Ciny — .
Logo o limite
z+h
— t)dt

Pela definicao de diferenciabilidade.

Portanto F'(z) é derivdvel em [a, b], e ainda F'(z) = f(x), ou seja, F/(z) é uma primitiva
de f(x).
Como vimos que F(z) é uma primitiva de f(x), se G(x) é outra primitiva de f(x),

entao:

.ﬂwzfﬂww —  F2) = f(z)
G/

e portanto,

(F - G)(x) = F'(a) — G'(x) = f(z) = f(x) = 0

Provou-se, como consequéncia do T.V.M (derivada):
(G—-F)(z) = G(z) =F(x)+ C

L Gr) = /zf(t)dtJrC
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1. Equacoes Diferenciais

Portanto G' e F diferem por uma constante ¢ € R. n

Corolario 1.2: Se F,G : [a,b] — R sao primitivas de uma funcdo f : [a,b] — R
entdo F(x) — G(x) = C, com C € R constantes arbitrarias.

Agora temos o resultado classico de T.F.C.

Teorema 1.5 (Teorema Fundamental do Calculo - T.F.C ). (Parte 02)

Se f:]a,b] — R fungdo continua e F : [a,b] — R é uma primitiva de f(x), entdo:

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Demonstra¢ao. Como f(z) é continua em [a, b], entdo a fungao

Fla) = / oy

é uma primitiva de f(x) pelo teorema 1.

Considerando G : [a,b] — R uma (outra) primitiva de f(z), pelo corolario visto,
entao:

F(z) — G(z) = C, para C' € R arbitrario.

Entao, para * = a, obtemos: F(a) = faa f(t)dt = 0 (por convengao), e portanto,
F(a) — G(a) = C = G(a) = —C, assim, F(x) = G(z) — G(a).

Além disso, para x = b, obtemos:

F(z) = G(z) — G(a), e portanto, como F(z) = [ f(t)dt

b
/ f(x)dz = F(b) = G(b) — G(a)

Como G(z) = F(z) — C, logo,
G(a) = F(a) - C
G(b)=F(@0) —-C

Nos resulta que:

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a)
Conclusao: Pelo T.F.C.,
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1. Equacoes Diferenciais

/a e = ( / )|y — / f() |>

Lema 1.1: Seja a equacao y' = f(x,y) onde f : Q2 C R — R é continua no aberto

]

Q. Seja (zo,y0) € Q. Nestas condigoes , y = y(x), x € I, serd uma solugao satisfazendo a

condicao inicial y(z¢) = 3o, com z( no intervalo I, se, e somente se,

yw:%+/7@mmw

para todo z € I.

Demonstragao. Se y = y(z),x € I, é solugao de y = f(z,y), logo

y(z) = flz,y(@))

em todo z em 1.

Considerando que y(zg) = 3o, segue que

y@=m+/3@mmw

para todo x em I. Reciprocamente, usando a equacao descrita acima teremos

y(xo) =%

e pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

y'(z) = f(z,y(x)),x € I.

]

d,
Lema 1.2: Seja f: QQ C R — R, €2 aberto, uma funcao continua e tal que d_f seja,
Y
continua em €. Seja (xg,yo) € Q. Sendo 2 aberto, existem a > 0 e b > 0 tais que o
retangulo

Q={lx,y)|ro—a<z<zo+a, yo—b<y<yo+b}
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1. Equacoes Diferenciais

estd contido em (). Nestas condicoes, existe uma constante k > 0 tal que

|y 1) = fa,w2)| < klyn — 4o

quaisquer que seja (x,y;) e (x,y2) no retangulo Q.

d d
Demonstra¢ao. Como d_f é continua em (), segue que d_f é continua em @, pois ) C €2,
Y Y

e pelo corolario de Weierstrass, existe uma constante k£ > 0 tal que

df

para todo (z,y) em Q. Considere (z,7;) e (x,y2) dois pontos quaisquer de (). Temos,

pelo Teorema do valor Médio (T.V.M)
df
f(xayl) - f(xayQ) - d_y(x7s>(y1 - l’,yQ)
para algum s que fica entre o intervalo y; e y5. Deste modo, temos,

|f(x,y1) - f(xayQ)l < K|y1 - y2| :

]

Lema 1.3: Seja f : Q C R? — R, Q aberto continua e seja (zg, ) € w. Sejam

a > 0 e b> 0 tais que o retangulo
Q={(z,y)lwo—a <z <mg+a,y0—b<y <yo+b}
esteja contido em (2. Seja M > 0 tal que

|f(z,y)| < M, em@Q

(Tal M existe, pois f é continua em (). Seja r > 0, tal que

r<aAMr<b.
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1. Equacoes Diferenciais

Seja Yn—1 = Yn—1(x), 1o —r < x < x0 + r, continua e cujo grafico contido em @Q); seja
Yn = Yn(@), 00 —1 < T <70 + 7,

dada por
Yn = Yo +/ f(37yn—1(8))d8
xo

Nesta condigoes, o gréfico de y, = y,(z) também esta contido em Q.

Demonstracao. Queremos provar que o grafico de y, estd contido em (), para isto é

suficiente mostrar que

Y () — 10| <0

para todo x € [xg — 7,z + 7.

Temos, para todo = € [xg — r, xo + 7],

Yn — Yo = /:E f(87 ynfl(s))ds

e portanto,

/ :f<s,yn1<s>>ds

para todo s € [xg — 7, zo + 7, temos

(5,4n-1(s)) € @

isso resulta

| f(8,yn—1(8))] < M

para todo s € [xg — r, o + 7). Logo

‘yn - yO’ S

/ Mds
o

para todo x € [xg — 1,29 + 7]. Dali,

Y = Yol < Mz — ol
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1. Equacoes Diferenciais

e, portanto

|yn_y0| SMTSb

Além dos resultados apresentados, o Método iterativo de Picard ou também conhecido
como o método das aproximacgoes sucessivas permite obter a solugao analitica para o

problema de valor inicial.

]
Método Iterativo de Picard
Dado o problema de valor inicial
d
= f(z.y). y(z0) = 9o (1.16)

Este método consiste na construcao de uma sequéncia de fungoes v, de tal modo que
Yn — Y-

Para definir o primeiro elemento é muito natural se usar a condigao inicial e escrever
y(xo) = yo. Isto significa dizer que estamos nos aproximando da solugao do PVI por meio
de uma func¢ao constante que ira satisfazer a condicao inicial.

Considerando a equacao diferencial e integrando-se ambos os membros entre os

instantes ¢ = xg e £ = x. Obtemos

/y’dsz/ f(s,y)ds
x0 o

Pelo teorema fundamental do calculo

/ y’ds = 3/(55) — Y

o

segue,

y(r) —yo = /xf(&y)ds

mw=m+/3@w@
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1. Equacoes Diferenciais

A primeira aproximagao é:

y(@) = yo + / " f(s,y0(s))ds

Da mesma maneira se obtém g, a partir de ¥,

y(r) = yo + /m f(s,y1(s))ds

e geralmente conseguimos obter

Un(z) = 4o + / " F (51 (s))ds

Zo

Logo, é possivel gerar uma sequéncia de funcoes y, = y1,¥s2, ..., Yn, ... Obtidas por
meio do processo interativo, o qual converge para a solucao do PVI. E o interessante
desse Método de Interacao de Picard é que ele pode ser aplicado em qualquer equacao

diferencial.

Existéncia e Unicidade do PVI (caso nao linear)

0
Teorema 1.6. Suponhamos que as funcoes f(x,y) e sua derivada —f sao continuas em

dy

algum retangulo

R={(z,y) eR’la<z<B,6<y<n}

contendo o ponto (xg,yo). Entdo, em algum intervalo ro — h < x < xo + h contido em

a < x < [ existe uma unica solu¢ao do problema de valor inicial,

y = f(x7 y)7 y(xo) = Yo (1'17)

Demonstracao (Existéncia): De acordo com o Método Interativo de Picard pode-

mos definir a sequéncia de fungoes y,(t) por

t
yO(t> = Yo € Yo + / f(S, yn—l(s))ds para mn = ]-7 27 3747 ...
to
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1. Equacoes Diferenciais

Como f(t,y) é continua no retangulo R, entao existe uma constante b > 0 tal que,
[f(Ey)l <b, V(ty) €eR
Deste modo, pelo Teorema do Valor Médio conclui-se que:
ly1(t) —wo| < bJt—to| para o <t<p.

d,
Como a derivada d—f ¢ continua no retangulo R, existe uma constante a > 0 tal que,
Y

lf(t,y) — ft,w)] <aly—w| para a<t<pfed<yw<ry

Obs: a variavel w é um ponto que foi obtido por meio de uma aproximagao.

Pelo Método Interativo de Picard temos:

ﬂ%=%+/fb%@%

to

considerando y(t) = ¢4 (t) teremos:

m@zm+[fh%%ﬁ

segue

ly ()] =

%+[fmmmw

aplicando a desigualdade triangular na equagao acima temos

91D < lyol +

A}mMM@

assim

ly1(t)] <

AFHMMw

pelo mesmo argumento podemos concluir que

ly2()] <

A}mw&w
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1. Equacoes Diferenciais

entao fazendo a diferenca

y2(t) —yu(t)] <

/t:f[S,yl(S)]dS _ /t:f[svyo(S)]dS

/fsw £(530(5))

ly2(t) — 11 (t)] < ds

Aplicando o Teorema do Valor Médio existe uma constante a > 0 tal que

/Ifs,m ~ F(s, (s >>|ds<a/ la(s) — yo(s) ds

CcOomo

[y1(t) —yo| < bt — 1o

/ ly1(8) — yo(s)| ds <a/ b]s—t0|d3—ab/ |s — tolds
to
t t 82 t
=ab {/ sds —/ tods] =ab [— — tos}
to to 2 to

2 12 2
:abKT—EO)—(tot—tg)]:ab[T—E—totHQ}

— 12 4212 12 4 2yt
—ab|: 0;_ 0+ +2 01

entao

b {—tg + 213 + % — 2t0t} W {tg + 12 — 2t0t}
2 2

t—to]?
bl 0l
2

Dessa mesma maneira pode-se obter que,

yalt) — yalt)] < / f (5,92(8)) ds — f (5,31 (s)) ds| < a / la(s) — 9 (s)| ds
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1. Equacoes Diferenciais

Entao por inducao podemos presumir que,

It —to|""

(n—1)!

|yn—1<t) Yn— 2( >| < a"” 2b

Entao

() — s (8)] < / £ (5 9a1(5)) — £ (5, yu2l(s)) ds] < a / Ynr(5) — Yna(s)] ds

n—1
n lb/ ’S t0| _ n lb‘t ’
,  (n—1)! n!

Como estas desigualdades sao validas para intervalos maiores como a < t < 3, logo
também terao validades para um intervalo o < o <t < § < § em que o e ' sdo
menores, tais que § < y,(t) < v sempre que o <t < f'.

Segue da ultima igualdade dada que :

PAGESTEGIESDY w

que é convergente. Assim como temos que

—Z/o-i‘z Yi(t) — yr-1(t)),

entdo y,(t) é convergente. Consideremos entao,

y(t) = lim y,(t)

n—oo

CcOo1mo

) =501 <0 3 ) = ()] <030 =)

k=n-+1 n+1

entao passando o limite quando m tende ao infinito obteremos que

o0 ak—1 —ak
) - < Y TI=L

k=n+1

Dai dado um € > 0, para um n suficientemente grande, |y(t) — y,(t)| < %’ para
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1. Equacoes Diferenciais

o <t < p. Assim y(t) é continua, pois dado um € > 0, para um s suficientemente

4o € .
préximo de ¢, temos que |y(t) — yn(s)| < g eparan suficientemente

e fyls) —uls)l < 5

Wl m

ly(t) — yn(t)] <

o que implica em
[9(8) = y()] < [5(8) = yu(O)] + lyn(8) =y ()| + as) —y()| < 5+ 5+ 5 = ¢

Além do mais, para o/ <t < 3/, temos que

i [ s = [ 1 (5 im sn(s)) ds = [ 565,065

n—o0 to to

pois como .
©  k-1(3 _
) () <v Y TI=L

k=n+1

temos que,

< / (5, 5n(5)) — F(5,(s))] ds

/t:f(S,yn(s))ds + /t:f(suy(s)>d8

Z a" (B - a)

<a [ l(s) = (o) ds < ablt ~ 1) L

to k=n+1

que tende a zero quando n tende ao infinito. Logo,

o(0) = T ,(0) = o0+ Jim [ Fls (e

n—oo

Yo + /tt / (Jl_glo yn_l(s)> ds = yo + /tt f(s,y(s))ds.

Derivando em relagao a t esta equacao vemos que y(t) é solugao do problema de valor

inicial.
Unicidade :

Vamos supor que y(t) e z(t) seja m solugoes do problema de valor inicial. Seja

33



1. Equacoes Diferenciais

u(t) = t ly(s) — z(s)|ds

Como . .

)= [ s = [ fs.usis

z(t):/t 2'(s) = t (s,2(s))ds,
entao t

u'(t) = y(s) — z(s)| < t ly(s) — z(s)|ds
=/ 1f(s,y(s)) — f(s,2(s))|ds < a t ly(s) — z(s)|ds

ou seja,

Subtraindo-se au(t) teremos:

u'(t) — au(t) < au(t) — au(t)
u'(t) —au(t) <0

multiplicando por e~%

(/' (t) — au(t))e ™ <0

observe que a equagao acima equivale a derivada do produto, entao

%(eatu(t)) <0, com u(tg) =0

Isto implica que e~ *u(t) = 0, pois u(t) > 0. Segue entao que u(t) = 0, para todo t.

Logo, y(t) = z(t), para todo t.

O desenvolvimento das solugoes de determinadas equagoes diferenciais ainda continua

como objeto de pesquisa, com problemas atrativos e importantes ainda nao resolvidos.

Para muitos matematicos, conhecer seus resultados béasicos e aplicacoes de equacoes dife-

renciais ordinarias ¢ de extrema importancia para quem pretende prosseguir seus estudos

nessa area da Matematica. Como as equagoes diferenciais parciais nao sao o enfoque
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1. Equacoes Diferenciais

deste trabalho, utilizaremos apenas equacoes diferenciais ordinarias. Os casos que en-

volvem equacgoes diferenciais parciais fica a cargo do leitor para um estudo posterior em

EDPs.
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Capitulo 2

Métodos Numéricos Para Equacoes

Diferenciais Ordinarias

Apesar de existirem varios métodos para se resolver analiticamente uma Equacao
Diferencial Ordinaria (EDQO), estas ndo tem necessariamente uma solugao, e mesmo que
possua nem sempre € possivel exibi-la. Existem ainda situacoes nas quais conseguir uma
solugao analitica se torna muito complicado. Por esse motivo, os métodos numéricos sao
uma saida vidvel para se encontrar uma solugao tao aproximada quanto se queira. Neste
capitulo serao apresentados alguns métodos numéricos para solugao de EDO e para isto,
sao apresentados alguns resultados e conceitos iniciais.

O método de Euler ou método das tangentes é uma ferramenta numérica que aproxima

valores para solugoes de equacoes diferenciais.

2.1 Método de Euler

Suponha que queiramos aproximar a solucao do problema de valor inicial para equagoes
de primeira ordem consistindo na equacao diferencial .

Vamos supor que as funcoes f e f, sao continuas em algum retangulo no plano ty
contendo o ponto (tg,yo). Entao, pelo Teorema 1.11 existe uma tnica solucao y = ¢(t)
do problema dado em algum intervalo em torno de t;. Se a equagao % = f(t,y) for ndo
linear, entao o intervalo de existéncia da solucao pode ser dificil de ser determinado e

pode nao ter uma relagao simples com a funcao f. Porém, sera suposto, que existe uma

tnica solugao do problema de valor inicial (|1.3)).
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2. Métodos Numéricos Para Equacgoes Diferenciais Ordinarias

O objetivo do método de Euler é obter uma aproximagao para a solu¢ao do problema

de valor inicial abaixo:

dy _

o =f(t,y), a<t<b, yla)=a

Na realidade, ndo serd obtida uma aproximagao no continuo para a solugao y(t). Em vez
disso, aproximacoes de y serao geradas em varios valores, chamados pontos de malha,
no intervalo [a,b]. Uma vez que a solugao aproximada seja obtida nos pontos, a solugao
aproximada em outros pontos no intervalo é encontrada por meio da interpolacao.

A primeira derivada fornece uma estimativa direta da inclinagdo em t;:

¢ = f(ts,vi)

Onde f(t;,y;) é a equagao diferencial calculada em ¢; e y;. Portanto a férmula abaixo é

conhecida como Método de Euler (ou Euler-Cauchy ou ponto-inclinagao).

Yir1 = Yi + Oh

Um novo valor de y é previsto usando a inclinacao para extrapolar linearmente sobre um

tamanho de passo h.

2.2 Meétodo de Taylor

O método de Euler é o método de série de Taylor de ordem 1. Similarmente, no

método de série de Taylor de ordem 2 obtemos:

2
Yie1 = Yi + hf(ti,ys) + %(ft(tiayi)fi(tia i) f(ts, vi))

Obtemos erro local menores considerando métodos de série de Taylor de ordem maior.
Contudo, temos que calcular derivadas parciais de f, que pode ser dispensado usando uma

técnica que leva aos métodos de Runge-Kutta.
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2.3 Meétodo de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta (RK) alcancam a acuricia de uma abordagem por série
de Taylor sem exigir calculos de derivadas de ordem superior. Ha muitas variagoes, mas

todas podem ser postas na forma geral:

Ynt+1 = Yn + ¢h

Onde ¢ é chamada funcao incremento, a qual pode ser interpretada como represen-
tativa da inclinacao em um intervalo. A funcao incremento pode ser escrita na forma
geral:

qb = a1k1 + a2k2 + ...+ (lnk}n

2.4 Runge-Kutta 2® Ordem

O método de Runge-Kutta de 2* Ordem, de modo geral, possui a seguinte forma geral:
Ynt1 = Yn + (akl + ka)h (21)

Onde,
ky = f(%w yz)
ky = f(xi +ph,yi + qhf (z5,9:) = f(@ig1, Yir)

Expandindo ks em série de Taylor:

ko = f(x; +ph,yi + qhf (x5, y:) = [ (x5, y:) +Phfo (i, i) Fabf (25, y3) fy (25, 9:) +O (hz)
(2.2)

Substituindo (2.2) em (2.1

Yir1 = Yi + hlaf (25, y:) + 0f (@i, 9:)] + 02 bpfo (23, 9:) + b f (i, 9:) fy (i, 9:)] + O (B°)
(2.3)
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Expandindo y(z) em x; usando série de Taylor:

et h) = g e B (o (50) + o Gy ) + oy 7 (6, (€)=

dy R d%y  hPdPy(€)
(0 +ho S

(2.4)

Lembrando que:

[ @iy () = fo @iy () + fy (@i y (22)) f (i, () (regra da cadeia)

[gualando os termos de mesma poténcia em h dasa equagoes (2.3)) e (2.4) , tem-se:

ggtlflenma expansao de y(x) em Taylor algoritmo de Runge-Kutta

0 ‘ Yy (SU@) ‘ Yi

1 ‘ f(xzvy(xz» ‘ a+b J,’z,y(l’i))

2 ‘ % [f:c (x,,y(xz)) +fy (xzay<xz)) xzu ‘ bpf;r $z7yz +be (Izayz) fy (Iwyzﬂ

assumindo: y; = y(xz)

a+b=1=a=1-0
bp =
familia de métodos de segunda ordem.
1 1
Escolhendo b = ST P=a= lea= 3 (Método de Heun)

ki = f(w5,9)

ky = f(xi+h,y; + k1)
entao:

1 1
yi=yi+h (§k1 + §7€2>

1
fazendobz1:>a:()ep:q:5

Yir1 = Yi + hko
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onde,

1 1
ki=f (xi,yi) e ky=7f (ZL‘Z + §h,yz + éhk’l)

isto pode ser interpretado da seguinte forma:

h h
Yigr = Yi +hf (l‘z + 9 Z/z‘+_1/2) onde Yit1/2 = Yi T §f (24, i)

Este modelo é chamado de Método de Euler Modificado.
Os valores para aq, as, p1 € q11 sao calculados igualando-se a sua forma geral a expansao

em série de Taylor até os termos de 2° grau, podendo ser resolvidas simultaneamente por:
a) — 1— (05}
1
Pr=qu = 5—
2@2
Como podemos escolher um nimero infinitos de valores para as, existe um niimero infinito
de métodos RK de segunda ordem. Cada versao fornece exatamente o mesmo resultado
se a solucao da EDO for quadratica, linear ou constante.
Entretanto, elas fornecem resultados diferentes quando a solugao é mais complicada. Logo

o método possui diferentes versoes, como o Método de Heun sem iteracao, Método do

ponto médio e o Método de Ralston.

2.5 Runge-Kutta 4* Ordem

O procedimento de Runge-Kutta de quarta ordem consiste em encontrar constantes
apropriadas coincidindo com o polinémio de Taylor de grau quatro. A forma seguinte é a

usada, de modo geral, e, assim, a chamamos de Método RK de quarta ordem classico:

h
Yn+1 = Un + g(kl + 2]€2 + 2]{33 + k4)

kl = f(l'nayn)
h h

ky = f(z, + 5 Yn + Ekl) (2.5)
h h

ks = f(z, + 5 Un + §k2)

ky = f(zn+ h,y, + hks)
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Apesar dos métodos de Runge-Kutta corrigirem um problema que é o calculo de derivadas,
eles nao sao perfeitos. Temos a desvantagem de nao existir uma maneira simples de
estimarmos o erro, portanto pode ser dificil escolher um h.

Os fatores 1,2,2,1 definem o peso para os termos ki, ks, k3, k4 respectivamente. Com
este método consegue-se atingir uma precisao bem melhor se comparado ao método de
Euler, porém consequentemente o método utiliza uma capacidade computacional maior, e
sendo assim é mais demorado para chegar ao ponto final. Todavia isso pode ser contornado

com o uso de computadores de bom desempenho.
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Capitulo 3

Modelagem Matematica de

Dinamica Populacional

Quando se fala em populagoes temos que ter em mente que as mesmas possuem diversas
caracteristicas proprias, mensuraveis. Os modelos populacionais tratam das variagoes das
densidades e tamanhos populacionais.

Cada membro de uma populacao pode nascer, crescer e morrer, mas somente uma
populagao como um todo possui taxas de natalidade e de crescimento especificas, além de
possuir um padrao de dispersao no tempo e no espaco. Uma populagao muda constante-
mente com o tempo, logo suas caracteristicas especificas também mudarao.

Eles objetivam o melhor entendimento da variacao da quantidade de individuos de uma
determinada populacao e também os fatores que as influenciam. O interesse em se modelar
comportamentos populacionais se originou com a necessidade de entender diversos tipos
de problemas, como crescimentos de tumores, de tomates, prever epidemias, analisar a
disponibilidade dos recursos renovaveis do planeta em relagao ao crescimento da populacao
humana (MALTHUS, 1798), entre outros.

Os modelos matematicos que melhor descrevem o crescimento de populagoes de espécies

costumam ser descritos por equagoes diferenciais autonomas.

3.1 Modelo de Malthus

O estudo de dinamica populacional surgiu em 1978, através do economista Thomas

Robert Malthus (BEVILACQUA ET AL., 2003). Ele foi o primeiro estudioso a divulgar
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um trabalho nessa area, que se intitulava como ” An Essay on the Principle of population
as it Affect the Future Improvement of Society” (MALTHUSS, 1798). Seu modelo previa
o crescimento da populagao em progressao geométrica nao considerando que vivemos em
um sistema ecologico fechado e limitado a restrigoes de alimentos, dgua, ar e espaco.

O modelo de Malthus, também é conhecido como modelo exponencial, entao segundo
(Boyce e Diprima, 2005) seja y = ¢(t) a populacao de uma espécie dada no instante t.
A hipdtese mais simples sobre a variacao da populacao é que a taxa de variacao de y é

proporcional ao valor atual de y, isto é

dy

_ 1
o =Y (3.1)

O parametro y representa o numero de individuos da populacao e a é a chamada
taxa de crescimento instantanea ou declinio, dependendo se é positiva ou negativa. Essa
taxa de crescimento é definida como a diferenga entre a taxa de natalidade (b) e a taxa
de mortalidade (d), ou seja, a = b — d. Vamos supor aqui que a > 0, de modo que a
populacao esta crescendo.

A solugao da EDO pode ser obtida usando o método de separagao de variaveis que é
dada por:

dy dy

Y _ W _
- WT g T

integrando ambos os membros da igualdade temos:

1
/—dy:/adt
Y

In|y| = at

6ln lyl — eat

Como a populagao é um nimero positivo a solugao é:
y(t) = Ce™

Se no instante t = 0, a populagao tem vy, individuos, entao a constante C' pode ser tomada
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como C' = g, deste modo a solugao é:

y () = yoe

Entao resolvendo a equacao (3.1)) sujeita a condicao inicial

y(0) = yo, (3.2)

se obtem,

y = yoe™ (3.3)

Logo, o modelo matematico que consiste no problema de valor inicial , com
a > 0 diz que a populagao crescerda exponencialmente sempre, como mostrado na figura
para diversos valores de yo. Sob condigbes ideais, foi observado que a equagao ((3.3)
¢ razoavelmente precisa para muitas populagoes, pelo menos em um curto periodo de
tempo. Porém, é claro que nao podem perdurar por muito tempo, pois é sabido que os
recursos da natureza sao limitados, uma hora as limitagoes sobre o espago, suprimento
de comida ou outros recursos reduzira a taxa de crescimento dessa populacao e acabara

inibindo o seu crescimento exponencial.

d
Figura 3.1: Crescimento exponencial: d—i = ay.

a>0

12

10

| | | |
1/a 2/a 3/a EVES t

Fonte: Autor, 2019, com o aplicativo geogebra.

Verhust reformulou o modelo de Malthus acrescentando uma constante que leva em

consideracao as condi¢oes do meio.
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3.2 Modelo de Verhulst

O primeiro modelo que atende a variacao da taxa de crescimento foi formulado por
Pierre Frangois Verhulst (1804-1849), um matemadtico belga em 1837, é um modelo de
dinamica populacional de espécie tinica que supoe que uma populagao, vivendo num de-
terminado meio, deverd crescer até um limite maximo sustentavel, isto é, ela tende a se
estabilizar num determinado valor. A equacao % = (a — by)y foi introduzida como um
modelo para o crescimento populacional humano em 1838. Ele se referiu a esse cresci-
mento como crescimento logistico; por isso, a equagao é chamada muitas vezes, de equacao
logistica.

A equacao logistica,

d

Yy 2
C —qu—b A4
7 =y = by (3.4)

é uma equacao autonoma, pois pode ser posta na forma:

dy

Y- tw) (35)

e representa o crescimento logistico, pois (3.4) é dada da forma:

Y~ by (3.6)

A fungado mais simples que tem essas propriedades é h(y) = a — by onde a é, também,

uma constante positiva. Usando essa fungdo na equagao (3.6)), obtemos:

% = (a—by)y (3.7)

A equagao logistica pode ser apresentada na sua forma equivalente. Colocando a em

evidéncia:
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% = a. (1 - %) Yy (3.10)
onde k = % ¢ o nivel de saturagao ou a capacidade de suporte do ambiente, ou seja, é o
nimero maximo que o ambiente permite.

A equacao ¢ uma EDO nao-linear autonoma e para resolvé-la usamos o método
de separacao de variaveis, se quisermos ter uma descricao mais detalhada sobre o cresci-
mento logistico, por exemplo, e quisermos saber o valor da populagao em algum instante

particular, entao precisamos resolver a equacao (3.10]) sujeita a condigao inicial y(0) = yo.

Se y # 0 e y # k, podemos escrever a equagao (3.10) na forma:

dy

usando a decomposicao em fragoes parciais, temos:

= adt (3.11)

0D 0D o
1= %) +By=1 (3.13)
A—A (%) By =1 (3.14)

y B—% +A=1+0y (3.15)

A 1
Temos que A=1e B — 7= 0, isto implica que B = T logo:

ot ()

Integrando ambos os membros da igualdade,

/;dy+%/(1+%)dy: /adt (3.17)
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ln(y)—ln(l—%) =at+C

In Ly =at+C
1-2
k

y = y(t) e tomando ¢t = 0, segue y(0) = yo e obtemos:

explicitando y(t) temos:

= (ﬁkl)

Yo

O gréafico das solucoes da equacao (3.23]) é apresentado na figura .
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Figura 3.2: Crescimento Logistico: Y _a (1 — E) Y

v

Fonte: Autor, 2019, com o aplicativo Paint.

Esse tipo de equacao admite o que é chamado de solugao estacionaria ou solucao de

equilibrio. Esse tipo de solucao acontece quando nao existe mais dinamica na variavel

d
dependente, ou seja, quando —ZZ = 0. Também é observado que a equacao

P 3.10|) possui
dois pontos de equilibrio.
2

Entao, igualando 7 + ay = 0 obteremos seus pontos de equilibrio.

—ai\/? ata
y:—:

—2a —2a
k k
—a+a
:ylz _20/ :2—:0
k &
_—a—a —2ak:_k
in_ _2a e _2a —
k

No caso da equacao ((3.10]) o grafico é a pardbola ilustrada na ﬁgura As intersecoes

com os eixos sao (0,0) e (k,0), correspondendo aos pontos criticos da equagao (3.10)), e o

e , , k ak
vértice da parabola esta em > 7))
Ao analisar a figura [3.3| pode-se concluir que:

d
1. 0 <y < k, nés temos d_y > 0 (crescente).

d
2. para y > k nés temos d—?Z < 0 (Decrescente).
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d
Figura 3.3: f(y) em funcao de y para d—gz =a (1 - —> Yy
f(y)4

(k/2, ak/4)
ak/d; e e

e e
.0 K2 (K, 0)
Y

Fonte: Autor, 2019, com o aplicativo Paint.

Portanto, as setas apontadas para a direita na figura [3.3]indicam que y é crescente sempre
que 0 < y < k e a seta apontada para esquerda aponta que y é decrescente quando y > k.
O que nos permite concluir que k é um ponto de equilibrio estavel, ou mais precisamente,

k ¢ um ponto de equilibrio assintoticamente estavel para x > 0, no sentido que:

lim y(t) =k para x(0) >0

t—>00
Assim, analisando a solu¢ao obtemos, quando t — oo, y(t) tende para k.
1. Se 0 < yg < k, entdo ¢ > 0 e assim y(¢) tende para k por valores menores que k.

2. Se yo > k, entdo ¢ < 0, y(t) tende para k por valores maiores que k.

3.3 Modelo de Logistico de Schaefer

O modelo de Schaefer (1948) aplicado as populagoes de peixes é obtido fazendo uma

pequena modificacao na equacao de verhulst dada por,

Y1) o

onde a é a taxa de crescimento dessa populagao. A equagao de Verhulst (3.24) nao leva

em conta a taxa de captura. Entao uma forma para obter-se essa captura, foi considerar

49



3. Modelagem Matemética de Dinamica Populacional

uma extrac¢ao subtraindo uma constante positiva h na equagao (3.24)), assim teremos

Ccizg; — ay (1 . %) —h (3.25)

onde a constante positiva h, representa a taxa de captura constante mensal. Igualando a

equagao ([3.25|) a zero acharemos as raizes, entao:

s o)

:@ 1+ 1—% = E 14+ 1—ﬁ
2a ka 2 ka

Logo as solugoes de equilibrio da equacao (3.25) sdo os zeros triviais de ' = f(y) =
ay (1 — y) — h. Sao eles:

k
k 4h k
ylz—ll— 1——] ¢ pm=3

144/1— ﬁ] (3.26)

2 ak ak

ak
Entao sempre que essa minha constante de captura h < T A solucao analitica da

equacao (3.25) tem a forma

(3.27)

Va2k? — 4hak (t + co) Va’k? — 4hka
y(t)—§+tanh< ok 5

A analise do parametro h na equacao logistica de Schaefer nos leva as seguintes pro-

priedades:

k
1. Se h = az em ((3.25)), entdo existe um tnico ponto de equilibrio (duplo) ys = 5

Neste caso a derivada v = f(y) = —a(2y — k) < 0 é sempre decrescente, isso
significa que independente da biomassa inicial, a populacao de peixes sempre tende

k
a diminuir. Assim o equilibrio y,(t) = 3 é semi-estavél.

ak
2. Agora se h < T resultam em dois pontos de equilibrio, dados pelas expressoes

(3.26]) e neste caso a fungao f pode ser escrita como f(y) = (y — v1)(y — y2). Como

o sinal da fun¢ao f determina o sinal da taxa de crescimento figura segue que:
a) ¥ <0 quando 0 < y < y;;
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b) ' > 0 quando y; < y < y2 e por fim;

¢) ¥y < 0 quando tivermos y, < .

Logo a solugao de equilibrio y; ¢é instavel, isto é, a populagao decresce para biomassas
iniciais menores que y;; cresce aproximando-se de ys quando ela estiver variando entre
Y1 € yo; decresce aproximando-se de y, para biomassas superiores a ys. Desse modo se
a captura for constante com yy < y; e desde que y = 0 nao é uma solugao assintética

a populacao e extinguira em um tempo finito ¢. Portanto a pesca serd sustentdvel se

ak
h < 1 ey <Y < Y2 0u Yy < Yo-

Figura 3.4: Curva do crescimento de estoque

|
: y'<(
fy) |
I 1%
| Y2
: V>0
1 K/2 y Yi¢
y
¥'<0 \
A

(a) (b)

Fonte: Araujo, Cadernos do IME Série Matematica, v. 5, p. 133-143, 2011.

3.4 Modelo de Gordon-Schaefer

O modelo dado na equagao serve para descrever o comportamento de pesca de
um determinado 'banco’ de peixe, desse modo, para ser mais realistico, o modelo deve
considerar a taxa de captura Ey(t), onde E representa o esfor¢o de pesca, (F > 0) com
unidades em inverso de tempo. E razodvel admitir que a taxa de captura seja proporcional
ao tamanho da populacao, portanto a taxa de captura é dependente da populacao y. Desse
modo, fazendo uma pequena modificacao da equacao ([3.25)) resulta o modelo de Gordon-
Schaefer dada por

%za(l—%)y—Ey (3.28)
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Resolvendo a equacao ([3.28]) acharemos as suas raizes, entdo temos:

—E-orE-a
Yy = 2a - 2a

[-E+a £+ FE—d
Logo os pontos de equilibrio ou solucgoes triviais dessa equacgao sao:

ylzﬁ[—E+a+(E—a)]zﬁ[—E+a+E—a]:£(0):0.

2a 2a 2a
e
k k 2(a—FE) a—F
=—|-F —(E—a)=—I[-F - F =k|———| = k .
=g lEta-(B-a)= g l-Eta-Brd =k 2B o g [02E
Figura 3.5: Variacao x Estoque
F 3
> <
y1 3?2\
Fonte: Boyce, Captulo 2, Secao 2.5.
Da figura percebe-se que, se y; < y < ys, entdo F(y) > 0 e portanto a derivada
Yy = F(y) é também positiva. Logo, a populagdo y aumenta, afastando-se de y; e

aproximando-se de 5.

A solugao analitica da equacgao (3.28)) é da forma

B k(E —a)
 ckelF-0Y(E —qa) —a

y(t)

Admitiremos que F < a para que y(t) venha ser positivo. Entao observe que:

Y >0 se 0<y<is

Yy <0 se y <y
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Portanto, como mostrado na Figura o ponto de equilibrio yo = k (

sintoticamente estavel, enquanto o ponto y; = 0 é instavel .

F 3

Figura 3.6: Campo de Direcoes

B T T T I T T T TR S
S T e o e g T o

Ve

o e = o o o o = oo

wl

Fonte: Boyce, Captulo 2, Secao 2.5.

a—F
a

) é as-

Por outro lado, se y > s, entdo F(y) < 0 e portanto a derivada ¢y’ = F(y) é também

negativa. Logo, a p

ilustradas no campo

solugao de equilibrio assintoticamente instavel, enquanto que y, é estavel.

opulacao diminui, aproximando-se de 5. KEssas observacgoes estao

de diregoes na figura [3.6, Dessa andlise segue-se que y; é uma

O produto de esforco de pesca E pela solucao assintoticamente estavel Eyy é chamada

producao sustentavel, denotada por P, que é a taxa nas quais os peixes podem ser

capturados indefinidamente em termos de equacao teremos:

E k
PS:EyQ:k:E(l——):kE—<—)E2

a a

33

(3.29)



Capitulo 4

Manejo de Recursos Renovaveis

Segundo o Grupo de protecao ambiental do Brasil (GPA), recursos naturais renovéveis
sao aqueles que existindo em abundancia podem ser recolocados na natureza e sua re-
novacao deve ter o ritmo maior ou igual ao consumo humano. Os recursos naturais
renovaveis incluem organismos vivos como peixes, plantas, arvores, mas também sistemas
inanimados como a agua e o ar. E algo que vai em contra partida a isso é a sobre-
exploragao que por diversas vezes causa a extingao ou exaustao economica de recursos
naturais. Este conceito de exaustao de recursos de livre acesso tem afetado, por exemplo,
a industria pesqueira em todo o Mundo. O conhecimento da dinamica populacional e
monitorizacao das espécies exploradas é indispensavel para a sua conservacao pelo uso
sensato.

O manejo de recursos naturais tem sido utilizado como uma importante ferramenta
para a conservacao das espécies. Assim, o manejo de todo e qualquer recurso natural
deve englobar um conjunto de procedimentos e técnicas que assegurem a sua capacidade
de regeneracao natural, capacidade de sustentabilidade, a estimulacao da diversificacao
produtiva como um estimulo a seguranca alimentar e geracao de renda.

Muitas espécies tém sido reintroduzidas na natureza gracas a execucao de praticas
adequadas de manejo dos recursos naturais. Nos dias de hoje, o manejo dos recursos
naturais tem recebido muita atencao, especialmente por parte de organizacoes ambienta-
listas, devido sobretudo ao avancado estado de degradacao ambiental.

Ocorre porém, que a interferéncia humana em ecossistemas pode levar a um dese-
quilibrio gerando o surto de determinadas espécies nocivas a biodiversidade ou ao ser

humano denominadas pragas. Usualmente, reduzir os impactos causados pelas pragas sao
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introduzidas técnicas de controle.

O Controle Bioldgico que é uma técnica utilizada para diminuir pragas em determina-
das populacoes. Esta técnica tem se destacado recentemente no Brasil em funcao da sua
eficiéncia e por envolver apenas meios naturais. Apesar de ser um mercado em expansao,
ainda opta-se pelo controle quimico, o Brasil esta no ranking dos maiores consumidores de
agrotoxicos do mundo [4]. Um dos fatores que contribui para isso é que muitos lavradores
ainda nao fazem o controle bioldgico de pragas pelo fato de nao conseguirem perceber o
efeito benéfico da presenca deles na lavoura, ja que os inimigos naturais sao muito pe-
quenos, dificeis de serem visualizados. Comparando as duas técnicas citadas, o controle
biolégico tem menor impacto ambiental, por ser uma técnica que promove o equilibrio
entre as pragas e seus inimigos naturais, nao deixa residuos toxicos nas lavouras, nas
aguas, ou no solo e, por consequéncia, também nao causa intoxicagao no agricultor [4].

Da poluicao dos lagos que foi detectado em comunidades ribeirinhas do Estado do
Amapa que ha um crescimento significativo de plantas aquaticas, tais como a aninga
(Montrichardia Linifera). Cujo crescimento populacional pode ser representado pelo mo-
delo de Verhulst [9]:

dy

-~ = ay — by*: 4.1
o= by (4.1)

onde y = y(t) representa a densidade populacional da espécie (Aninga) no tempo t.
Uma estratégia de controle populacional viavel, consiste no recolhimento frequente
da planta, assim a equagao diferencial pode ser alterada para incluir a funcao de
controle u(t) que representa a densidade de plantas extraidas:
O problema de controle pode ser formulado da seguinte forma: Para o sistema ,
com a condi¢do inicial (4.3)), encontrar a fungao de controle u(t), ¢t € [0, T] satisfazendo

as limitagoes (4.4)) que maximize a remocao da espécie.

% =aly —u) — by —u)? — ku; (4.2)
y(0) = yo; (4.3)
0 < u(t) <y(b); (4.4)
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o coeficiente k caracteriza a capacidade técnica de recolhimento de plantas.

Com base no exposto podemos concluir que o controle de Aningas deve ser aplicado
quando a sua densidade populacional supera a metade do valor da capacidade maxima
de crescimento no lago. Assim, é possivel determinar a quantidade de plantas necessaria
para maximizar a remocao de Aningas, e a estratégia 6tima para manteé-la neste nivel.

Como exemplo da aplicacao desta técnica pode-se modelar a situacao apresentada
anteriormente, apesar de expor a modelagem de um controle biolégico simplificado, para
sua correta solucao exige-se o aprofundamento em principios e técnicas que seguem além
do propdsito desta pesquisa, mas, cuja compreensao inicial serd feita pela andlise do
manejo de populacao e peixes.

A situacao apresentada anteriormente, apesar de expor a modelagem de um controle
biolégico simplificado

A populacao de peixes, como as demais populagdes, obedecem a equacao diferencial

ordinéria:

dy
— = F(y) — h(y, 1) (4.5)
dt
dy | - < , -
onde o é a variacdo da populacao no tempo t; F(y) é a fungdo que representa o

parametro de crescimento natural da populacdo y; e h(y,t) representa a taxa da colheita

em relacao ao tempo.

Caso I: O Modelo Logistico com h = 0.

Consideremos, como um exemplo sem captura onde h = 0 que um cardume de atum
do Pacifico é modelado pela equacao diferencial % = 0,08y (1 — ﬁ), em que y é
a populagao total do cardume e 1000 ¢é a capacidade sustentavel estimada para a regiao
observada. O tamanho dessa populacao de atum satisfaz a equacao logistica com a = 0, 08
por meés considerando que a populagao no inicio da observacao era de 100 atuns.

Para a solugao analitica desse problema serd utilizada a equagao ([3.23)).

sabemos que:
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y =Populagao;
k = 1000 (capacidade de suporte sustentavel);

a = 0,08 (constante de crescimento natural da populagao);

Substituindo os valores dados temos:

® 1000 1000
y(t) = = -
L (1000 oo 1+ (10 — 1) 008t
100
1000
v =179 oo

Como y ¢é a populagao, pode estipular o tempo necessario para que a populagao atinja

um nivel desejado especifico tal como y(t) = 900.

1000 1000
900= — = 149008 _
1+ e 0081 e 900
1 4 96—0,08t — E — 96—0,08t — E 1 — 96—0,08t — 1
9 9 9
1
—008 _ -
‘ 81
passando [n na igualdade temos:
1
In (e7*%) =1In (g) = —0,08t = In(1) — In(81)
—4,39
—0,08t = —-4,39 — t=——
’ ’ —0,08

t = 54,87 meses.

Portanto a populacao de 900 atuns sera alcangada em aproximadamente 54, 87 meses

como ilustrado na figura 4.1.
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Figura 4.1: Tabela da Curva logistica

Populagdo de atum Curva de crescimento Logistico
1200
5 142,18925
10 198,2569
15 269,48745 - .
20 354,97892 S LA i
25 450,85306 y 4
30 550,52086 /
35 646,29102 o '
40 731,60391 & SDD ’
45 802,6239 3 bg
50 858,48645 o ’
5493 | 899,99558 8 00
55 900,49847 0 E
60 931,03999 -
70 967,79116 - ’
80 085,26631 = 400
90 993,32558 bg
100 996,98992 v
110 | 99864524 o
120 | 99939081 J
130 | 999,72618
140 | 999,87605
150 | 99994471 0
160 | 99997515 0 5 10 15 20 2
260 | 99999999 Tempo
269 1000

Fonte: Autor, 2019, com o software Excel.

Ainda pode-se observar no grafico da figura 4.1 que a populagao esta convergindo para
assintota y = k. Com base nisso ao analisarmos a figura 4.2 podemos concluir as seguintes

analises:

1. Como os valores yy < k a curva esta convergindo de forma crescente para a assintota

onde y = k.

2. Conforme descrito no capitulo 3, para valores onde yy > k a populacao converge de

forma decrescente para a assintota y = k

Entao nao importa o valor inicial, a populagao convergira para a capacidade de suporte

sustentavel k. A explicacao plausivel para isso é o fator limitador que o Modelo de Verhuslt
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fornece, de que uma dada populagao devera crescer até um limite maximo sustentavel, ou
seja, sua populacao tende a se estabilizar em determinado momento seja ele por falta de
espaco, comida, oxigénio, entre muitos outros fatores. Na figura 4.2 tal fato fica bastante

evidente.

Figura 4.2: Crescimento populacional para a equagao y (t) =
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& 0= 2000
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Fonte: Autor, 2019, com o software Excel.
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Caso II: O Modelo Logistico de Schaefer com h=Constante.

Considerando agora uma populacao de linguado com parametros populacionais forne-

cidos na Tabela [4.1]

Tabela 4.1: Parametro de dados

k
Biomassa Yo = %, n=12,3,..,10
Taxa de Crescimento | a=0,71/ano
Esfor¢co maximo E= g

Capacidade de saturacgao ‘ k = 3500kg

Fonte: Autor,2019.

A partir do modelo populacional proposto por Shaefer pode-se observar as proprieda-

des apresentadas no capitulo 3, ou seja:

1. Se na equagao (3.25)

ak 0,71 %3500
h=—=—"———=621,25.
4 4 ’

Entao, como apresentado na Figura 4.3 existe um tinico ponto de equilibrio (duplo)

k

ys =5 = 1750. Neste caso a populacao de peixes sempre tende a diminuir.

2. Por outro lado, se h < 621, 25, resultam em dois pontos de equilibrio.

A obtencao da figura 4.3 se deu por meio da substituicao dos dados da tabela na
equacao |3.25| com a nossa taxa de captura h variando.

Em virtude da forma da solucao analitica explicita deste modelo e da acuracia dos
métodos numéricos propostos no capitulo 2, a partir daqui, na obtencao de graficos que
apresentem a evolucao do estoque em funcao do tempo, utilizam-se os 0 método de Euler
com passo At = 1 como ilustrado na figura 4.4.

[ , ak
Portanto a pesca sera sustentavel se h < (Z) ey < Yo < Y2 0Uulys <Yp.
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Figura 4.3: Crescimento Logistico no Modelo de Schaefer
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Fonte: Autor, 2019, com o software geogebra.

Figura 4.4: Crescimento Logistico de Schaefer com a Variacao do Estoque com h = 621, 25
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Fonte: Autor, 2019, com o software Excel.
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Caso III: Modelo de Gordon-Schaefer h = Fy

Para este caso, é necessario a inclusao do seguinte dado apresentado na tabela

Tabela 4.2: Parametro de dados

Esforco maximo | £ = g

Fonte: Autor, 2019.

dy
Observe que o crescimento — depende do estoque e portanto, quando o tamanho

dt
do estoque é baixo, o crescimento também ¢é baixo. Ou seja, nesta situacao, apesar de
haver muitos recursos ecoldgicos para apoiar o crescimento de estoques (uma vez que hé
relativamente pouca concorréncia devido ao baixo tamanho do estoque), o crescimento
é pequeno, pois nao ha biomassa suficiente para levar ao crescimento mais rapido. Por
outro lado, quando os estoques estao altos (préximo de k = 3500), as restri¢oes ecoldgicas
inviabilizam o crescimento rapido das populagoes, apesar de haver um grande nimero de

individuos capazes de criar nova biomassa.

Figura 4.5: Curva do crescimento de estoque

500 T T T

400 - 1

300 \ 1

200 N

Crescimento dos Estoques

100 |- ' -

| I |
o] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Tamanho do Estoque

Fonte: Autor, 2019 com o software Matlab.

Também pode-se analisar por meio da figura 4.5 esse fato do ponto de vista de como
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o estoque y(t) e o crescimento dos estoques (%) evoluem com o tempo quando nao ha
pesca (captura).

A figura 4.6 apresenta a dinamica do tamanho do estoque a partir de diversas po-
pulacoes iniciais yo. E olhando para a figura 4.6 Todos convergem para a produgao

maxima sustentavel que é igual a 1750. A solucao desse grafico foi dada gragas ao método

numérico de Euler.

Figura 4.6: Crescimento Logistico de Gordon-Schaefer
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Fonte: Autor, 2019 com o software Excel.
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Consideracoes Finais

Este trabalho apresentou os principais modelos que analisam a dinamica de recursos
naturais renovaveis em relacao a pesca. Ja que a ciéncia da pesca as vezes requer quase
sempre resultados muito complexos de se obter sobre a biologia das espécies. Tendo em
vista isso, esses modelos buscam uma captura étima para a extragao desse tipo de recurso.

Fez-se um estudo qualitativo e analitico dos modelos matematicos classicos de ex-
ploracao de apenas uma espécie, tais como, o modelo de Malthus, o modelo Verhust, o
modelo Schaefer e o modelo de Gordon-Schaefer, com o obejetivo de investigar o cresci-
mento populacional de uma determinada populagao. E o modelo base, foi o modelo de
Verhust, por ser uma modificacao do modelo de Malthus onde foi incorporado um fator
limitador, que é chamado de capacidade de suporte. Este é um modelo importante na pes-
quisa, pois nele constatou-se que independentemente da populagao inicial, a populacao
final sempre converge para a capacidade de suporte dada. E isso ficou muito claro na
aplicagao dada sobre o tanque de peixes no capitulo 4.

O trabalho quase em sua totalidade foi feito com base em pesquisas bibliograficas. Com
foco nas equacoes diferenciais ordinarias e modelos que descrevem a dinamica populacional
de apenas uma espécie, propoem-se para estudos futuros os casos que envolvem equacoes
diferenciais parciais que analisarao mais de uma variavel como espaco e tempo e os modelos
que estudam a interagao entre duas espécies como o modelo de Lotka-Volterra.

Por fim ressaltamos a importancia deste estudo mais aprofundado no conhecimento na
area de sistemas dinamicos, principalmente no modelo de Gordon-Schaefer pela caréncia
de materiais focados na area da modelagem matematica, ressaltamos ainda que fica em
aberto ao publico a continuacao sobre um estudo mais aprofundado desses modelos, agre-

gando assim conhecimentos na area e servindo como base para estudos futuros.
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