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70 Espirito Divino expressou-se sublimemente
nesta maravilha da andlise, neste portento do
mundo das ideias, este anfibio entre o ser e o
nao ser, que chamamos de raiz imagindria da

unidade negativa.”

(Gottfried Wilhelm Leibniz)



RESUMO

Neste trabalho, faremos um estudo introdutério de fungoes complexas de uma varidvel
complexa e daremos uma aplicacao dessa teoria na demonstracao do Teorema Fundamen-
tal da Algebra, mostrando que todo polinomio P : C — C de grau n, possui precisamente
n zeros, contados com multiplicidade. Para isso, foi necesséario o estudo das funcgoes holo-
morfas e condi¢oes de Cauchy-Riemann, sequéncias e séries de ntimeros complexos para
o desenvolvimento de funcoes analiticas, da teoria integral de Cauchy juntamente com
suas férmulas de integracao, da série de Laurent para o entendimento de singularidades
e residuos e de teoremas importantes, como o principio do argumento e o teorema de

Rouché.

Palavras-chave: Fungoes holomorfas. Férmula Integral de Cauchy. Teorema de Rouché.

Teorema Fundamental da Algebra.



ABSTRACT

In this work, we will make an introductory study of complex functions of a complex vari-
able and apply this theory to the demonstration of the Fundamental Theorem of Algebra,
showing that any polynomial P : C — C degree n, has precisely n zeros, counted with
multiplicity. For this, it was necessary to study the holomorphic functions and Cauchy-
Riemann conditions, complex sequences and series of numbers for the analytical functions
development, Cauchy’s integral theory combined with his integration formulas, Laurent
series for understanding singularities and residues and important theorems, such as the

principle of argument and Rouché’s theorem.

Keywords: Holomorphic Functions. Cauchy’s Integral Formula. Rouché’s Theorem.

Fundamental Theorem of Algebra.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e C denota o conjunto dos niimeros complexos;

e D(a,r) denota o disco aberto de centro em a e raio r;

e D(a,r) denota o disco fechado de centro em a e raio 7;

e 9D(a,r) denota o circulo de centro em a e raio 7;

e 7 denota uma curva em C;

e R(A) denota a regiao fechada delimitada pelo triangulo A;
e D, denota o disco aberto delimitado pelo circulo ~;;

e res(f,a) denota o residuo da func¢ao f no ponto a.

e C\ V denota o complementar de V' em relagao a C.
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Introducao

A teoria das funcoes de variavel complexa foi desenvolvida e estudada ao longo da
histéria da matematica por diversos matematicos, os quais podemos citar alguns dos mais
importantes, como: Gauss, Cauchy e Riemann. Uma das grandes contribuigoes de Gauss
a essa teoria se da pela demonstracao, em sua tese de doutorado, do que conhecemos
hoje como Teorema Fundamental da Algebra, e anos apés exibiu outras demonstragoes
do mesmo teorema. Cauchy ficou conhecido por ser o fundador dessa teoria, por seus
diversos trabalhos publicados na area, podemos citar aqui as suas féormulas de integracao,
ferramentas importantes na pesquisa realizada, de onde derivam resultados tnicos dessa
teoria. Por fim, mas nao menos importante, a principal contribuicao de Riemann é devido
ao par de equacoes, hoje denominadas equagoes de Cauchy-Riemann. Existem também
outras contribui¢oes de Riemann mas que nao mostraremos neste trabalho mas podemos
citar, pois temos a intencao de estuda-los posteriormente, estes sao: a esfera de Riemann,
superficies de Riemann e a famosa fun¢ao zeta de Riemann.

O texto esta organizado da seguinte forma:

No capitulo 1, apresentamos as funcoes complexas de varidvel complexa, conceitos
basicos sobre transformacoes, limites e suas propriedades, teoremas sobre limites, con-
tinuidade, a definicao de derivada e féormulas de derivacao. Em seguida provaremos as
condigoes de Cauchy-Riemann, dando condicoes necessérias e suficientes para a existéncia
da derivada f’(zp). E continuaremos, dando a definigdo mais importante do trabalho, a
de funcao holomorfa. E por fim, um breve estudo das fungoes elementares, a exponencial
e logaritmica de variavel complexa.

No capitulo 2 faremos um breve estudo de sequéncias de niimeros complexos, defi-
nindo limite de uma sequéncia, e demonstrando teoremas que relacionam o limite de uma
sequencia de nimeros complexos com o limite das sequéncias de niimeros reais que con-

vergem para a parte real e outra para a parte imaginaria, veremos também um importante
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critério de convergéncia - o critério de Cauchy. Entrando no estudo de série, veremos o
critério mais elementar para convergéncia de uma série, o critério da comparacao, que en-
volve séries de nimeros reais nao negativos. Apresentamos também as séries de poténcias
e o conceito fundamental de raio de convergéncia. E por fim definiremos funcao analitica,
e mostraremos que toda fun¢ao analitica é holomorfa no seu disco de convergéncia.

No capitulo 3, estudaremos a teoria de integracao de fungoes de variavel complexa
desenvolvida por Cauchy. Veremos as definicoes e propriedades bésicas da integral, es-
tudaremos a existéncia de primitivas em dominios, mostraremos um teorema equivalente
ao Teorema Fundamental do Célculo para fungoes de variavel complexa e veremos os te-
oremas mais importantes do capitulo, sao eles: Teorema de Cauchy-Gousart, Férmulas
Integrais de Cauchy, Estimativas de Cauchy, Teorema de Liouville, uma versao do Teo-
rema Fundamental da Algebra, mostrando que todo polinémio P : C — C nao constante
possui pelo menos um zero em C, o Teorema de Cauchy e por ultimo, a forma mais geral
da primeira Formula Integral de Cauchy.

No capitulo 4 estudaremos as singularidades de uma funcao holomorfa através da
série de Laurent. Classificaremos os tipos de singularidades, com destaque principal para
a singularidade removivel e polo de ordem k. Definiremos o residuo através da série de
Laurent e demonstraremos o teorema dos residuos. E na tltima secao demonstraremos
o principio do argumento, apresentando uma férmula capaz de calcular zeros e polos de
uma fun¢ao holomorfa. Mostraremos o teorema de Rouché e como consequéncia deste,
mostraremos a versao mais geral do Teorema Fundamental da Algebra, mostrando que
todo polinomio de grau n possui precisamente n zeros, todos contados tantas vezes for
sua multiplicidade.

Durante a pesquisa bibliografica para a elaboragao deste trabalho utilizamos como
principais referéncias [2], [4] e [7]. Como complementagao em diversos aspectos da teoria
foram utilizadas as referéncias [1], [3], [5] e [6].

E por fim, as figuras presentes no trabalho foram feitas pelo autor utilizando o software

Inkscape.
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Capitulo 1

Funcoes Holomortfas

1.1 Funcoes complexas de variavel complexa

Quando z designa qualquer um dos niimeros de um conjunto .S de niimeros complexos,
chamamos z de varidvel complexa. Se, para cada valor de z em .S, o valor de uma segunda
variavel complexa w é determinado, entao w é o valor que a funcao de variavel complexa
f assume no ponto z:

f: 8 — C

z — w= f(2)

Nesse caso o conjunto S diz-se domz/m'f] de defini¢ao da fungao f. Os valores f(z), cor-
respondentes a todos os z em S, constituem um outro conjunto R de niimeros complexos,
conhecido como conjunto imagem da funcao f.

Cada uma das seguintes funcoes

1

fiz) =2 +2i2 =3, flz)=]l  filz)= a1 (1.1)

esta definida em qualquer subconjunto do plano complexo, com excecao de f3, que esta
definida em conjuntos que nao contenham os pontos z = +i.

Se u e v sao duas fungoes reais quaisquer das varidveis x e y, entao u+1v é uma funcao
de z. Reciprocamente, toda fungao f(z) tem partes real e imagindria bem definidas, as

quais sao fungoes reais de z e y. Se u e v designam tais partes, entdo f(z) = u(x,y) +

iv(z,y).

IEvitaremos usar a palavra dominio aqui, pois, esta tem uma definicdo particular para o que serd
realizado nos préximos capitulos, especialmente no capitulo 3. Veja a definicao

15



1. Fungoes Holomorfas

Por exemplo, se f(z) = 2%, temos para z = z + iy
fz) = (z +iy)* = (a® = y*) + i22y

entao

u(z,y) =a2* —y* e w(z,y) =2y

Como outro exemplo, a funcao

fa(z) = /000 e " dt +i2y” (1.2)
n=0

estd definida na regiao onde z > 0 e —1 < y < 1, visto que a integral imprépria existe

e a série infinita converge somente quando = e y sao assim restritos. Podemos reescrever

(1.2) de outra maneira, pois

o0 a —Tra 1
y/ e dt =y lim e ™ dt =y lim <€ __):Q7 x>0
0

a—o0 J a—o0 — —T

> 1
Sut= o se i<t
n=0 1_y

Portanto

_Y L
f4(Z)—x+Zl_y.

Se n é zero ou um inteiro positivo e se ag, aq, . . . , a, sao constantes complexas, a fungao
2
P(z)=ap+a1z+az"+---+a,2" (a, #0)

é um polinomio em z, de grau n. Observe que a soma aqui tem um ntimero finito de termos.
Todo polindémio esta definido em qualquer subconjunto do plano complexo. Quocientes de
polinémios, P(z)/Q(z), também chamados fungoes racionais, sdo definidos para todos os
z exceto aqueles para os quais Q(z) = 0. A fungao f3 em ¢ um exemplo. Polinomios
e seus quocientes constituem duas classes elementares, mas importantes, de funcoes de

uma variavel complexa.
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1. Fungoes Holomorfas

1.2 Transformacoes

Propriedades de uma funcao real f, de uma variavel real x, sao demonstradas geome-
tricamente pelo gréfico da fungao. Entretanto, quando w = f(z) e as varidveis w e z sdo
complexas, com w(u,v) e z(x,y) ndo dispomos de tal representacao grafica da funcao f,
uma vez que precisamos de um plano para a representacao dos pares de variaveis de y X x
e u X v. Algumas informacoes sobre a funcao podem, entretanto, ser obtidas graficamente,
exibindo-se conjuntos de pontos correspondentes z = x + iy e w = u(z,y) + w(x,y). E
mais simples, em geral, desenhar dois planos complexos separadamente para as varidveis
z e w; para cada ponto (z,y) no plano-z, subconjunto onde f estd definida, existe um
ponto (u,v) no plano-w, onde w = u + iv.

A correspondéncia entre pontos nos dois planos se diz aplica¢do ou transformagao de
pontos no plano-z em pontos no plano-w pela funcao f. Pontos w sao, entao, imagens de
pontos z.

}/A VA

I~

X

Figura 1.1: Representacao de uma transformagao.

Exemplo 1.1. Como ilustracao, a funcao

16) = VETP iy

leva os pontos de cada circulo 22 + y* = ¢?, onde ¢ > 0, em alguns pontos da reta u = c,

pois u = /2 + 2.

Mas, para se ter todos os pontos z no circulo, y deve assumir todos os valores de —c

até ¢ e, como v = —y, v varia de ¢ a —c. A imagem do circulo, u = ¢, —c < v < ¢, é 0
segmento de reta u = ¢ compreendido entre as retas v = u e v = —u. Visto que os dois
pontos z = r+1iy e z = —r+ 1y tém a mesma imagem w, cada ponto do segmento, exceto

as extremidades, é a imagem de dois pontos do circulo.
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1. Fungoes Holomorfas

YA VA

=Y
sy

1w

I
I
1
1
1
I
I
I
I
C I
1
I
I
I
I
I
1
1
I

N

Figura 1.2: Transformagdo do exemplo [I.1]

1.3 Limites

Seja f uma funcao definida em todos os pontos de uma vizinhanca de um ponto zy,
exceto, eventualmente, no proprio ponto zg. A afirmacao de que o limite desta funcao,
quando z tende para zy, € um numero wy,

lim f(z) = wy, (1.3)

Z—20

significa que o valor f(z) da fungao é arbitrariamente préximo do valor wy para todos
os pontos z numa vizinhanca de zy, exceto, eventualmente, para z = 2y, quando essa
vizinhancga se torna suficientemente pequena. Vamos enunciar esta definicao de uma

forma precisa e utilizavel.
Definicao 1.1. Dados uma funcao f e dois niimeros complexos zg € wg, a afirmagao ({1.3))
significa que, para cada niimero positivo ¢, existe um ntimero positivo ¢ tal que

0<|z—2)]<0=|f(2) —wo| <e.

Graficamente a defini¢ao [I.1] exige que, para cada nimero positivo £, exista um certo
nimero positivo ¢, tal que todos os pontos z, exceto z, interiores ao circulo |z — zg| =
no plano-z, tenham suas imagens w = f(z) no interior do circulo |w —wy| = € no plano-w,

para qualquer £ > 0.

18



1. Fungoes Holomorfas
VA Ya
/// . /// \\\\
/ € /
/ W, \ f / 5
| " | R |
| |
\ ’ I
\ Wy 7 \\\\ z J
AN / AN ¢ e
N s ~o -
u X

Figura 1.3: Interpretacao geométrica da definicao [1.1]

Vamos aplicar a definicao para provar que

Dado € > 0, queremos encontrar §(¢) tal que

22 -1
1 —2| <e sempre que 0<|z—1|<0o.
Z_

Notemos que

21 (z—1
c _2:M_2:‘Z+1—2|:|2_1|<6:€~
z—1 z—1

Portanto, se tomarmos § = ¢ teremos

22 -1
1 —2| <e sempre que 0<|z—1| <.
Z_

1.3.1 Teoremas sobre limites
Teorema 1.1. Sejam f(2) = u(x,y) +iv(x,y), 2 = +1iy e 29 = o+ 1yo. Entdo o limite
de f existe em zy e € igual a ug + vy

(1.4)

lim f(Z) = Uy + iUO
Z— 20

se, e somente se, os limites das partes real e imagindria de f(z), u(z,y) e v(x,y) respec-

19



1. Fungoes Holomorfas

tivamente, ezistem em (o, Yo) € SGO iguais a uy e vy respectivamente, ou seja,

lim  wu(x,y)=wuy e lim  o(z,y) = v. (1.5)
(2,y)—(z0,90) (,y)=(z0,y0)

Demonstrag¢ao. Para provar o teorema, primeiramente assumimos que o limite em (|1.4))

seja verdadeiro. Entao, para cada ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que 0 < |z — 2| < 0§ =

|f(2) = (uo +ivo)| < €, ou seja,

0 <z —zo+i(y — )| <= |u—uo+i(v—1p)| <e.

Como |u—ug| < [(u—ugp)+i(v—2g)| e |[v—uo| < [(u—1up)+i(v—1y)| (ver apéndice |Al)

e sabendo que |z —xo+i(y—yo)| = /(¥ — 20)% + (y — 0)?, segue-se da iltima implicagio

que

0<\V(r—2)2+W—1)2<d=|lu—up|<e e |v—u<e.
Logo, usando a defini¢ao de limite de funcoes de duas variaveis

lim  w(x,y) =uy e lim  v(z,y) = vo.
o) oy WY T ey Y =W

Reciprocamante, se as condigoes em ([1.5)) estao satisfeitas, entao usando novamente a
definigao [C.1] para cada ¢ > 0, existem d; > 0 e do > 0 tais que

€
0<\/(x—x0)2+(y—y0)2<61:>|u—u0|<§

e
9

O<\/(x—x0)2+(y—y0)2<52:>|v—vg|<2

Agora, tomando § = min{d, d2}, tem-se
. . E €
O<|zr—zo+ily —yo)| <d = |u—up+i(v—uv)| <|u—up|+|v—19 < 5—}—5:5.

Portanto, lim f(z) = wug + tvp.
Z—20

Teorema 1.2. Sejam f e g funcgoes cujos limites existem em zy:

mp ) =w e i gla) =ws

20



1. Fungoes Holomorfas

Entao
(i) Tim f(2)+g(2) = wi +ws;
(it) lim f(z)g(2) = wiws;

Z—20

(iii) lim % - Z—; se ws # 0.

Demonstragao. Ver [1], p. 44. ]

1.4 Continuidade

Definicao 1.2. Dizemos que uma fungao f de variavel complexa z é continua em z; se

dado € > 0 existir 6 > 0 tal que se
|z — 2] <0 entdao |f(2)— f(20)] <e.
Diremos simplesmente que uma funcao é continua se esta for continua em todos os

pontos de C.

Proposigao 1.3. Uma funcao de varidvel complexa f, dada por f(z) = u(x,y)+iv(z,y),

¢ continua em z( se, e somente se u e v sdo continuas em (Zg, Yo)-

Demonstracao. Primeiramente, supomos que f seja continua, ou seja,

lim f(2) = f(20) = u(o,y0) + (0, yo)

Z—20

do teorema [I.1] temos

lim  w(z,y) =uy e lim  wv(z,y) = v,
gy TV T € Iy VY =

ou seja, u e v sao continuas em (g, Yo).

Agora, supondo que u e v s@o continuas em (g, ¥o), temos

lim  w(xr,y) =uy e lim  wv(z,y) = vo,
(@,y)—(z0,0) (@9) ° (@,y)—=(z0,0) (:9) ’

21



1. Fungoes Holomorfas

dai, pelo teorema [1.1] temos que

lim f(2) = u(xo, yo) + iv(zo, yo) = f(20)

Z—r20

concluimos que f é continua em 2. n

Proposigao 1.4. Se g : A — B é continua em zy € A ese f: B — C é continua no

ponto g(z9) € B, entao a fungao composta fog: A — C é continua no ponto 2.

Demonstragao. Ver [7], p. 38. ]

1.5 A derivada

Tudo o que foi visto até aqui, todas as definigbes e teoremas, sao bem semelhantes
ao estudo de funcoes de varidveis reais. Aqui comecaremos a ver algumas diferencas
entre fungoes de variavel real e funcoes de variavel complexa. Veremos que trabalhar com
fungoes holomorfas nos d4 muito mais consequéncias do que considerar fun¢oes que sejam

apenas derivaveis. Entao passemos a definicao.

Definigao 1.3. Sejam A C C um abertd] zp um ponto de A e f : A — C uma funcio

complexa. Se existir o limite
)~ I ()
im —————~=

220 Z — 20
esse é chamado a derivada de f(z) no ponto zy e denotada por f/(z).

Exemplo 1.2. Se f(z) = 22 entao f'(z9) = 229, para qualquer ponto z, € C.

De fato, o limite

2 2 _
f/(zo) _ hm z ZO _ hm (Z ZO)<Z + ZO) — hm (Z + Zo) — 220.
zZ—20 2 — ZO Z—20 z — ZO Z—20

Logo, f'(z0) = 22o.
Proposicao 1.5. Se f é derivavel em z;, entao é continua neste ponto.

Demonstragao. Quando f'(zg) existe, temos, pelo item (ii) do teorema e a definicao
de derivada que

lim (f(2) — £(2)) = lim

Z—r20 Z—r20 Z — ZO

2Ver definicdo no apéndice
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Segue dai que

lim (f(2) — f(20)) = 0 <= lim f(z) = ().

Z—20 Z—20

Assim, f é necessariamente continua em todo ponto zy onde sua derivada existe. [

1.6 Foérmulas de derivacao

As férmulas bésicas de derivacao abaixo podem ser deduzidas da defini¢ao de

derivada e dos teoremas sobre limites exatamente como no caso de varigveis reais.

Proposigao 1.6. Seja c € C. Se f e g sao derivaveis em zg, entao
(i) (cf)(20) = cf'(20)
(i) (f +9)'(20) = ['(20) + 9'(20)

(iii) (fg)'(20) = f(20)9'(20) + g(20) f'(20)

o (£ (o) = 90 F (20) = F(20)g/(20)
) (5) FE)
Demonstracao. Ver [7], p. 40. ]

1.7 As condigoes de Cauchy-Riemann

Nesta secao, veremos as condigoes de Cauchy-Riemann, um resultado muito impor-
tante para fungoes derivaveis de varidvel complexa, pois com essas equacoes é possivel
obter uma férmula para a derivada de uma funcao de variavel complexa. Veremos também
quais condigoes, aliadas as equagoes de Cauchy-Riemann, garantem a derivabilidade de
uma funcao de variavel complexa.

Suponha que a fungao f(z) = u(z,y) + iv(z,y), com z = x + iy, tenha derivada no

ponto zg = xo + Yo, f'(20) = a + ib. Pela defini¢ao temos

Temos também que

f(z2) = f(z0) _ (u(z,y) +w(z,y)) — (w(@o, yo) + v (2o, Yo)) (1.6)
zZ— 2 (x 4+ iy) — (zo + iyo) ' '
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Como existe a derivada em zj, podemos nos aproximar desse ponto por qualquer
direcao. Faremos a aproximagao ao ponto zy, horizontal e verticalmente.

Aproximando do ponto zy, horizontalmente, temos y = yy. A igualdade em (|1.6) fica

f(z) = f(z0) _ (ulz, y0) +iv(x, 40)) — (u(zo, yo) + (20, %0))
z— 2 (x +iyo) — (xo + o)
_ (u(, yo) — u(zo, yo)) +i(v(z, yo) — v(z0, Yo))
_ U(xayo) - U(xo,yo) 1 Z.U(%?Jo) - U(OCO,?JO)_

Quando z — zj, o lado esquerdo tende a f'(z) e pelo teorema o lado direito

tende para

ou ov

a = 8—I($o,yo) e b= %(%ayo)- (1-7)

Agora, aproximando do ponto zj, verticalmente, temos x = ¢ e a igualdade em ({1.6))

fica

f(z) = f(=0) _ (u(zo, y) + 1 (o, y)) — (w(zo, Yo) + iv(x0, Yo))
2z — 2 (o +iy) — (w0 + 1yo)
_ (w(zo, y) — w(zo, o)) + i(v(wo, y) — v(2o, Yo))
i(y — Yo)
_ U(ZE(), y) - U(Z[‘m yO) i Z-u(x(% y) _ u(an yO)
Y—Yo Y—Yo
Quando z — zj, o lado esquerdo tende a f’(z) e pelo teorema o lado direito
tende para
ov ou

a = a—y(il?o,yo) e b= —a—y(%,yo)- (1.8)

Portanto, por ([1.7)) e ([1.8) obtemos as equagdes

ou ov ov ou

%(xo,yo) = a—y($07yo) € %(%7%) = —8—y($0,yo)- (1-9)

Essas equagoes sao conhecidas como as condicoes de Cauchy-Riemann. Assim, quando

f'(z0) existe, podemos escrevé-la na seguinte forma

, ou . Ov v . O0u
['(20) = %(9307340) +1 %(xojyo) = a—y(ivo,yo) —1 a—y(l"myo)-

Com isso, acabamos de demonstrar o seguinte teorema.
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1. Fungoes Holomorfas

Teorema 1.7 (Condigoes Necessarias). Se a func¢do f(z) = u(z,y)+i v(z,y) tem derivada
no ponto zo = xo +1 Yo entao

0 0 0 0
a_Z(l’o’yo) = 8_2(1’0790) e a_::(x()ay(]) = —8—5(%;%)

e sua deriwada € dada pela formula

, 0 0 0 0
'(20) = 8_2(1307%) +1 a_::('r()ay(]) = 3_2(5507%) —1 8_5(%’%)'

Exemplo 1.3. Consideremos a fungao f(z) = 2%. Vimos no exemplo que sua derivada
existe para todo zy € C e é dada por f'(z9) = 2z¢. Assim, as condi¢oes de Cauchy-Riemann
devem ser satisfeitas em todos os pontos z € C. Lembremos que u(x,y) = 2° —y* e
v(x,y) = 2xy, logo

Ou_y 00 v,
Ox oy or Y oy
E portanto
() = Ou + Z@ = 2x +1i2y = 2(x + iy) = 2z.

or  Ox
O teorema apresenta condigoes necessarias para a existéncia de f’(z). Agora,
veremos quais condigoes sobre u e v que garantem a existéncia da derivada f’(z).

Teorema 1.8 (Condigoes Suficientes). Seja f : A — C, A C C aberto, f(z) = u(x,y) +
Ju Ov Ov Ou

%7 a_x; a_y; 8_y

A e sdo continuas no ponto zog = xo+1yo € A. Se as condi¢coes de Cauchy-Riemann sdo

iv(z,y), uma fungdo complexa tal que as derivadas parciais existem em

satisfeitas no ponto zy, entao f € derivdvel em zg.

Demonstra¢ao. Como u e v e suas derivadas parciais sdo continuas em zy = (o, yo), todas
elas sao definidas numa certa vizinhanga desse ponto. Quando (z¢+ h,yo+ k) é um ponto

dessa vizinhanca, pela definicao podemos escrever

ou ou
u(zo + h,yo + k) — u(zo, y0) = %(9{:0, Yo)h + a_y(l’o; Yo)k + E1(h, k)
e
ov ov
v(zo + h,yo + k) — v(xo, Yo) = a—x(ﬁﬁo,yo)h + Fy(xo,yo)k + Es(h, k)
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onde Ey(h, k) e E2(h, k) tendem a zero quando z tende a zy. Portanto, fazendo = z¢+h,

y=1yo+keEhk)=E(hk)+1iEyh,k), temos
f(2) = f(z0) = [u(z,y) +iv(x,y)] — [u(zo, yo) + iv(xo, Yo)]
= [u(z,y) — u(zo, y0)] + i[v(x,y) — v(wo,y0)]

0 0 [0 0
= (8_z(m’ Yo)h + a—Z(mo; Yo)k + Ex(h, k)) +1 (8_2(%’ Yo)h + 8_2(%’ o)k + Ex(h, k))

0 0 0 0
= (8_2(960’ Yo) + Za—;(xo,yo)) h + (a—Z(Ioa Yo) + 26—2(130790)) k+ E(h, k).

Por hipétese as condigoes de Cauchy-Riemann ({1.9)) estdo satisfeitas no ponto (zg, yo)

e portanto, temos

ou ov

) = 10:0) = Gt + i o) ) (14 )+ (0 ).

Agora, dividindo por w = z — 2y = [(zo + h) + i(yo + k)] — (20 + iyo) = h + ik, temos

f(z) = f(z0) _ (Ou Ov E(h, k)
P ax(ﬂfo,yo)‘i‘zax(ﬂ?o,yo) + o+ ik
e fazendo z — 2o (w — 0)
E(h, k)

lim
Z—20 z — ZO

f(z) = fz0) _ <@(g;0,yo) +z‘@(wo,yo)) +

li )
ox ox (h,k)ligom h+ ik

Bk
Resta mostrar que  lim y
(h,k)—(0,0) h + 1k

= 0. Como E(h,k) = Ei(h, k) + iFE3(h, k), entao
E(hk)  Ey(hk)+iEy(h, k)
h+ik h+ ik
Ei(h, k) +iEs(h, k) [h— ik
h + ik h — ik

= ol (A (1) + REA(h. )+ i(BEa(h ) = KE(h. )

E(h, k)

Pelo teorema basta mostrar que a parte real e a parte imaginaria de .

tendem

+1
a zero quando w — 0. Como F;(h, k) e Ey(h, k) tendem a zero quando w — 0, logo

wdm (BB (hk) + RE(hK) =0 el (hBy(h k)~ kEx(h, k) = 0.
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O que implica que
Bk
1 =0
(th)lg%O,O) h+ ik

Portanto

1) = f(z0) _ ou o

lim = %(:co,yo) + i%(ﬂio”yo)a

220 zZ— 2

ou seja, a derivada f'(z) existe e é igual a

, ou Ov
f(20) = %(mo,yo) + Z%(ﬂco,yo)-

De maneira analoga mostramos que

]

Exemplo 1.4. A funcio f(z) = |z|* é continua em todo ponto. Mostremos que sua
derivada existe somente no ponto z = 0.

De fato, o teorema [1.§ nos diz que

ou du v ov

_:2x7 —:27 —:0 e —:O

ox dy Y Be Jy

Logo, como as derivadas parciais sao continuas e as condigoes de Cauchy-Riemann

valem apenas quando = = 0 = y, temos f'(0) = 0.

1.8 Funcoes Holomorfas

A seguir, veremos a sutil diferenca entre a definicao de funcoes derivaveis para fungoes
holomorfas. Estas tltimas, serao as fungoes que trabalharemos nos capitulos posteriores.
Considerar funcoes holomorfas nos dao resultados fascinantes, que nao veremos nesta
se¢ao, mas sim no capitulo 3, na teoria de integral. Os resultados que veremos nao estao
presentes nas fungoes de variavel real, é isso que torna a teoria das fungoes holomorfas

"poderosa”.

Definicao 1.4. Seja f : A — C, com A C C aberto, uma fungao complexa. Dizemos

que f é holomorfa em um ponto zy € A, se sua derivada f'(z) existe ndo s6 em zy como
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também em todo ponto z de uma vizinhanga de zy. f é holomorfa em A, se for holomorfa

em todos os pontos z € A.
Com isso, vemos que uma fungao holomorfa é mais do que ser diferenciavel.

Proposicao 1.9. Se f,g: A— Ceh: B— A,com A, B C C, sao fun¢oes holomorfas,

entao as seguintes fungoes também sao holomorfas:

(i) f+g
(i) f-g
(iii) =, em todos os pontos onde g nao se anula.
(iv) foh.
Demonstragao. Veja [6], p.111. ]

Exemplo 1.5. O polinémio

P(z) =apn2" +---+az+ay, neN, a,#0,

é holomorfo em todo plano C. Para ver isso, basta mostrar que um monoémio f(z) = 2"

¢ holomorfo e utilizar a proposicao 1.5 Denotando por Z, a seguinte soma
= 2" 4 2" P b 22T 4 (1.10)

Multiplicando ([1.10)) por z e outra vez por zy obtemos as igualdades

Znz = 2"+ 2" 12g + -+ 222072 4 220t (1.11)
Tnzo= 2"t + 2" 10+ 4 2207 4 2 (1.12)

Subtraindo ((1.11]) e ((1.12]), obtemos

Zn(z — 20) = 2" — 2

e se z # zp temos

n n

(1.13)

zZ— 20
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E de (1.10]) e (1.13) obtemos a igualdade

n n

= 2" 2 P 2z R4 2
Z— 20

Além disso, f(z) = 2" é continua em todo plano, logo

) = lim ZE =T

220 Z— 2

e concluimos que f'(z) = nz""! qualquer que seja z € C. Daf vem que
P'(2) = na,z" '+ - + 2ap2 + ay.

Uma funcao complexa f, definida em todo C e que é holomorfa em C é chamada

funcao wnteira.

Defini¢ao 1.5. Um ponto singular de uma fungao complexa f (ou singularidade de f) é

um ponto 2y tal que existe um disco D(zg,7) no qual f é holomorfa exceto no ponto z.

1

Exemplo 1.6. A fungao f(z) = — estd definida em C\ {0}, z = 0 é uma singularidade
2

de f. De fato, temos

e sua derivada nao esta definida para z = 0.

1.9 Funcoes Elementares

Nesta se¢ao, estudaremos brevemente algumas funcoes conhecidas do calculo de funcoes
de variavel real, a exponencial e a logaritmica. Veremos que sao fungoes holomorfas e no-
taremos na forma como estao definidas, que essas funcoes possuem algumas propriedades

ausentes nas funcoes exponenciais e logaritmicas de variavel real

1.9.1 A Exponencial

Definicao 1.6. A funcao exponencial complexa é definida por
exp (z) = e"(cosy + isiny).
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Mostremos que exp (z) é uma fungao inteira. Primeiramente observe que exp (z) estéd

definida para todo z € C. Além disso suas componentes sao
u(z,y) = e’ cosy, w(z,y) =e"siny

e temos

ou u -
— =e’cosy, — = —e"siny,

= ¢e” cos
ox oy Y

0 . 0

— =€siny, —
ox 4 oy
e se cumprem as condigdes de Cauchy-Riemann (1.9)). Da continuidade dessas derivadas
parciais concluimos, pelo teorema que exp (z) é holomorfa em todo C e, portanto, é

uma funcao inteira. Além disso, sua derivada é dada por

0 0
exp’ (z) = a—Z(w,y) + za—z(:ﬂ,y) =e"cosy + 1 e"siny = exp (2).

Apresentemos agora algumas propriedades da exponencial complexa:

=exp(nz), ¥\n € Z

z + 2wk

)paralgkgn
n

(iv) exp (2)" = exp (

(v) exp (z + 2mi) = exp (z) (propriedade de periodicidade).

Para a demonstragao das propriedades acima, veja [7], p. 49.

1.9.2 O Logaritmo

No caso real, a funcao logaritmo é a inversa da fungao exponencial, isto é, um nimero
real y é o logaritmo do ntmero real positivo z, log (z) = vy, se, e somente se, e¥ = x.
No caso complexo temos um problema pois a exponencial complexa é periédica. Assim
sendo, é preciso certa cautela para inverte-la pois nao é possivel obter uma unica funcao

f satisfazendo

exp (f()) = 2 (1.14)
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porque, dada uma funcdo f, para a funcdo g(z) = f(z) + 2mik, k € Z, também vale que

exp (9(z)) = exp (f(z) + 2mik) = exp (f(2)) exp (2mik) = exp (f(2)).
Definicao 1.7. Definimos a funcao chamada um ramo do logaritmo
log: Dy — C
por

log z = log |z| + i argyz.

O ramo do logaritmo definido no dominio Dy, obtido retirando-se de C o semi-eixo
(x,0), z <0, é chamado de ramo principal.

Temos que Dy = Uy UU; UUs, onde Uy = {z € C; Im(z) > 0}, Uy = {z € C; Re(z) >
0} e Us = {z € C; Im(z) < 0}, conforme a figura [1.4]

y

U, D,

[\S]
=y

Figura 1.4: Dominio Dy do ramo principal do log z

Para o ramo principal temos —m < argpz < 7 e afirmamos que argy, é uma funcao

continua em Dy.
O ramo principal do logaritmo é uma fungao continua em Dy. Vamos mostrar que ela

é holomorfa nesse dominio. Dado zy € Dy, seja wy € C tal que " = z,. Entao

1 —1
log! () — lim 287710820
Z—20 zZ — 20

Agora, fazendo w = logz, temos que, se z — zy entao w —> wy, pois 0 ramo
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principal do logaritmo é uma funcao continua. Dai temos

. logz —log 2 . w — Wy . 1
lim —— = lim ——— = lim ——.
w w e —e
2—20 Z— 2 w—wgo eW — eWo w—wg ———
w—wo
eV — e 1
Como lim ———— = exp/(wy) = €“° = 2, temos que log’ 29 = —. Portanto
w—wo W — Wo 20

1
log/(2) = gt qualquer que seja  z € Dy.

O mesmo argumento utilizado acima mostra que o ramo de log definido em D, é

holomorfo, qualquer que seja ¢.
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Capitulo 2

Sequéncias e Séries de Numeros

Complexos

2.1 Sequéncias

Definicao 2.1. Uma sequéncia de nimeros complexos é uma funcao definida do conjunto

dos ntimeros naturais N no conjunto dos nimeros complexos C,
z:N— C.

O ntmero complexo z(n) é chamado o n-ésimo termo ou termo geral da sequéncia.

Dessa maneira a sequéncia fica expressa através do conjunto imagem de z, {z(n);n €

N}. Para simplificar a notacao, escreveremos z, ao invés de z(n).

Exemplo 2.1. Exemplos de sequéncias:

1. uma sequéncia constante z, z, z, ... dada pela funcao constante z,, = z, qualquer que
sejan € N.
2. os termos de uma progressao aritmética a,a + r,a + 2r,...,a + nr,... constituem

uma sequéncia cujo termo geral é z, = a + nr.

3. a sequéncia formada pelos nimeros primos pg = 2, p1 = 3, po = 5, p3 = 7, py =
11,.... Esse exemplo ilustra o fato de que muitas vezes uma sequéncia, apesar
de perfeitamente definida, nao podemos ter seu termo geral explicitado, ja que é

impossivel obter uma féormula para esses niimeros.
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Dizemos que (z,) é limitada se podemos encontrar um ntmero real k£ > 0 tal que
|zn] < k. Isso quer dizer que todos os pontos z, estao contidos no disco D(0, k), de centro

zero e raio k. (z,) é dita ilimitada, caso contrério.

Definigao 2.2. Um ntmero complexo z é limite da sequéncia (z,) se dado qualquer

numero positivo e, é possivel encontrar ny € N, tal que, se n > ng entao |z, — z| < e.
Exemplo 2.2. Exemplos de sequéncias convergentes:
1. a sequéncia constante z, = z converge a z.

. {
2. a sequencia z, =14+ —, n > 1 converge a 1.
n

. L+ o
3. a sequéncia z, = , n > 1 converge a zero. De fato, dado € > 0 arbitrario,

NG

podemos obter ng € N tal que ny >

. 11 g2 V2
. Entaon >ny = - < — < —

= — —= <.
g2 n ng 2 vn c
V2

1414 . ’1+i
= ——=, ou seja, n > nyg —

V| v Vn

A sequéncia (z,) de nimeros complexos pode ser escrita na forma z, = x, + iy,, onde

Mas

—O'<€.

() e (yn) s@o sequéncias de nimeros reais.

Uma sequéncia que nao possui limite é chamada divergente.
Exemplo 2.3. Exemplos de sequéncias divergentes:

1. a sequéncia z, = (—1)". De fato, nenhum nimero complexo z pode ser limite de
1 1
Zn, pois, dado € = 2 nao existe n € N tal que |z, — z| < 7 Isso nos diz que o disco

D(z,1) nao pode conter 1 e —1 simultancamente.

L . nm T . 1
2. asequencia z, = sin — também diverge, pois do mesmo modo, para € = —, teremos
2 Y ) 2 Y

1
|zn — 2| > 5> para todo n € N e qualquer nimero complexo z.

Proposigao 2.1. A sequéncia (z,) converge para z = x + iy se, e somente se (,) — &

e (Yn) — ¥

Demonstra¢ao. (=) Supondo que lim z, = z, ou seja, dado € > 0 existe ng € N tal que

se n > ng
20 — 2| = |(zn + iyn) — (@ +iy)| = |[(z0 —2) +i(yn —y)| <e
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mas

[T — 2| <[ —2) +i(yn — )| e |yn —yl < (20 —2) +i(yn —y)

e isso significa que

n>ng=|r,—z|<e e |y,—yl<e

Portanto (z,) — z e (y,) — y.
(<) Agora supondo que limz, = z e limy, = y, ou seja, se dado ¢ > 0 existem
ni,ny € N tais que
n>n, = |z, — <%
n>n2:>|yn—y]<g.

Tomando ny = max{ni, ns}, temos que se n > ng entao

€
2

. e
Izn—2|=|(ﬂfn—fv)+l<yn—y)|Slxn—$|+|yn—y|<§+ =e.

Portanto lim z,, = z. O
Sequéncias convergentes satisfazem o seguinte.

Proposicao 2.2. Sejam (z,) e (w,,) sequéncias de nimeros complexos satisfazendo lim z, =
n—oo

a e lim w, = 5. Entao
n—oo

(i) lim ¢z, = ca, onde ¢ € C.
n—oo

(i) lim (2, +wy,) = a+ .

n—oo

(iii) lm z,w, = af.
n—oo

1 1
(vi) se a # 0, entdao lim — = —.
n—0o 2, o

Demonstragao. Ver [7], p. 62. ]

Teorema 2.3 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de nimeros complexos pos-

sui uma subsequéncia convergente.

Demonstragao. Ver [5], p. 36. O
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O critério mais importante e 1til para decidir se uma sequéncia é convergente ou nao

é o chamado Principio Geral da Convergéncia ou Principio de Cauchy, que diz o seguinte:

Teorema 2.4 (Critério de Cauchy). Dizemos que uma sequéncia (z,) de nimeros comple-
xros converge se, e somente se, dado qualquer nimero € > 0, é possivel encontrar nyg € N
tal que.

e €
n,m2n0=>]zm—zn|<§+§:5.

Demonstra¢ao. (=) Seja (z,) uma sequéncia convergente. Mostremos que (z,) ¢é de

: ~ : €
Cauchy. Digamos que (z,) — a. Entao, dado € > 0, existe ng € N tal que |z, —a| < 3
Se m,n > ng entao

e €
|zn—zm|:|zn—a—|—a—zm|§|zn—a|+|a—zm|<§+§:5.

Portanto (z,) é de Cauchy.
(«<=) Se (z,) é de Cauchy, mostraremos que é convergente. Primeiro mostremos que (z,)
é limitada. De fato, tomando € = 1 encontramos ng € N tal que se m,n > ngy entao
|zn — zm| < 1, dal se n > ng |zn] — |2ny] < 1 = |2a| < 14 |24,|. Agora tomando
K = max{|z1], |22], - - -y |Zno—1ls |Zno|s 1 + |2no |}, temos |z,| < K, logo (z,) é limitada. Pelo
Teorema de Bolzano-Weierstrass (2n) possui uma subsequéncia (z,,) convergente.
Digamos que z,, —> z. Agora precisamos mostrar que (z,) converge a z. Dado ¢ > 0
existe ng € N tal que se m,n > ng temos |z, — 2| < £ E como (zn,) converge para z

2

. € .
temos que existe ny > ng tal que |z,, — 2| < 3 Assim, para n > ng, temos

e €
|zn—z|:|zn—zn1+zm—z|§|zn—zn1|+|zn1—z|<§+§:€

Portanto (z,) converge a z. O

Por conta desse resultado, dizemos que C é completo.
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2.2 Séries de Numeros Complexos

Dada uma sequéncia (z,), podemos associar a ela uma nova sequéncia (s, ), chamada

de sequéncia das somas parciais de (z,) e definida recursivamente por

So = 20

§1 = Sot+ 21 = (20)+ 2

Sy = 81+ 2 = (204 21) + 22

Sp = Sp_1tzp = (ZO+21+"'+Z71—1)+Z71

Observe que s, = > z; e que z, = s, — S,_1 para qualquer n € N. Temos entao:

Defini¢ao 2.3. Uma série numérica é a sequéncia (s,) gerada por uma sequéncia (z,) de

o
nimeros complexos. A série gerada por (z,) é denotada por > z,. Se a sequéncia (sy)

n=0
oo
converge a s € C, dizemos que a série Y z, converge e que sua soma é o nimero s. Se
n=0
o0
(s,) diverge dizemos que a série > z, diverge.
n=0

Vejamos alguns resultados importantes no estudo de séries numéricas:

Teorema 2.5. Escrevendo, z, = x, + iy, temos que a série numeérica

o0 o0
g Zn = 1371, + Zyn
n=0 n=0
o (o]
converge se, e somente se, as séries de numeros reais Y T, € Y Y, convergem
n=0 n=0

Demonstra¢ao. (=) Para n € N, temos que
tztct = (ot x) FiYo Y+ Yn)

Suponhamos que lim Z z; = a + ib, onde a,b € R. Pela proposicao segue que

&)
lim Z r; = ae lim Z y; = b, que sao as somas das séries »_ x, € Y. y,, respectiva-

n=0oo, n=00 ;—( n=0 n=0
oo o

mente. Portanto > x, e > y, convergem.
n=0 n=0
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(<=) Reciprocamente, se lim » z; =ae lim Y y; = b, entdo, pela proposi(;éo segue

n—00 ,; n—00 ,;

que lim > z; = a + ib, portanto

izn:ixnﬂ'iyn:a—mb.
n=0 n=0 n=0

]

oo oo

Proposigao 2.6. Seja »_ z, uma série de nimeros complexos. Se > z, converge entao
n=0 n=0

a sequéncia (z,) converge a 0.

Demonstragao. Pelo critério de Cauchy [2.4] temos que
lim |z,| = lim |s, — $,—1| =0

Concluimos que lim z, = 0. n
n—oo

o0
Definigao 2.4. A série numérica Y z, é dita absolutamente convergente se a série
n=0

o
> |zal, gerada por (|z,|), for convergente.
n=0

o
Proposicao 2.7. Se a série Y z, é absolutamente convergente, entao ela é convergente.
n=0

o
Demonstragao. Seja s, = zg + 21 + -+ + 2z, a n-ésima soma parcial de »_ z,. Observe
n=0
que da desigualdade triangular [A.2] tem-se

|Smap = Sml < [2mra| + |Zmaal + - + [2mapl

para quaisquer m,p € N

[e.e]
Notemos também, que a n-ésima soma parcial de Y |z,| é dada por s/, = |20| + |21| +

n=0
-+« +|z,| e, portanto
|S%+p__S;J::|Zm+1++’Zm+2|+"”'+|zm+p|
dai,
Smip = Sm| <18y — Sl Vm,p €N (2.1)
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Por hipétese, a série > |z,| converge. Entao pelo Critério de Cauchy dado e >0

n=0

existe ng € N tal que

/

m>ng = |s,,., — 5, <e.

De ([2.1) temos

|Smap — Sm| < e.

e}
Portanto, concluimos que ) z, é convergente. ]
n=0

O critério mais elementar de convergéncia de séries numéricas envolve séries de niimeros

reais nao negativos e é dado pelo:

oo o0

Teorema 2.8 (Critério da Comparagao). Sejam Y. z, e > w, séries de nimeros com-
n=0 n=0

plexos tais que |z,| > |w,| para todo n € N

oo o0
(i) > |zn| converge, entio Y w, também converge

n=0 n=0
[e.e] [e.e]

(ii) Se > w, diverge, entio »_ |z,| também diverge.
n=0 n=0

Demonstragao. (i) Sejam s, = |zo| + - -+ |z,] € s, = wp + - - - + w,, as somas parciais de

o oo
> |znl € > w, respectivamente. Da desigualdade triangular |A.2| temos
n=0 n=0

50— Sl = [y + - Wyl < ] -+ [0y

para quaisquer m,p € N.

Como |w,| < |z,| para todo m € N temos
(Wit | + (W] + -+ -+ [Winp| < |zmia| + [2maal + -+ + [2mapl-

Logo

’SZH—;D o Slr/n‘ < ’3;71—&-17 - Sin| (2'2)

o0

Como ) |z,| converge, aplicando novamente o critério de Cauchy . Dado e > 0
n=0

existe ng € N tal que

/

m > ng =[S, —

sh| < e.

De (12.2) obtemos

14

|Sm+p - S/rlnl <E&.
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oo
Portanto, concluimos que » w, converge. O
n=0
oo oo o0 oo
Proposigao 2.9. Sejam ) z, e > w, duas séries convergentes com »  z, =ae >, w, =
n=0 n=0 n=0 n=0

oo oo
[. Entao as séries > cz,, com ¢ € C um ndimero qualquer e »_ (2, + w,) sdo ambas
n=0 n=0

o0 oo
convergentes e valem Y cz, =cae > (z, +w,) =a+ L.
n=0 n=0

Demonstracao. Lembremos que a série gerada por uma sequéncia é a sequéncia de somas
parciais desta. Logo, se s, e s/, denotam as sequéncias de somas parciais de (z,) e (w,)

respectivamente, entao, usando a proposicao 2.2 temos que

o0 o

E czn:hmcsn:climsn:cg Zn,
n—0o0 n—o0

n=0 n=0

e
T / I E . /o —
E_O(zn +w,) = nh_}:ago(sn +s,) = nh_>nolo Sp +7}1_>I£10 S = g_o Zn + E_O w, = o+ f.

2.2.1 A série Geométrica

A série gerada pela sequéncia dos termos de uma progressao geométrica é chamada
uma série geométrica e desempenha um papel fundamental no estudo da convergéncia de
séries. Seja r > 0 um nuimero real e considere a sequéncia z, = r". A série gerada por
essa sequéncia é dada por s, = 14+7r4+r24- 7" E claro que se r > 1 entao a sequéncia

s, diverge. Por outro lado, sabemos que para r # 1

1— Tn+1

Sp=14r+r+ =
1—r

Agora, se 0 < r < 1 entdo lim "' = 0. De fato, r"t! = e(**D1e7 ¢ j4 que 0 < r < 1,
n—oo

+1 6(n+1) log r

seu logaritmo é um numero negativo, logr < 0. Logo lim r" = 0. Dai vem

n—00
que
1—pl ]
lim s, = lim = )
n—00 n—ooo | — 171 1—17r

Portanto,

o0 1 o0
Z r’" = para 0<r <1 e Z r'"  diverge para r > 1.
n=0 1 -r n=0
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2.3 Séries de Poténcias

Definigao 2.5. Dada uma sequéncia (a,2"), a série gerada pela soma de seus termos é
o

chamada uma série de poténcias de centro em 0 e denotada por » a,z".
n=0

oo
Proposigao 2.10. Seja Y a,z" uma série de poténcias.
n=0
(i) Suponha que exista um nimero complexo z; # 0 para o qual a série converge, isto é,

lim s,(z1) existe. Entao a série converge absolutamente qualquer que seja o nimero
n—oo

z satisfazendo |z| < |z1].
(ii) Suponha que exista um nimero complexo zs # 0 para o qual a série diverge, isto é,
lim s,(22) nao existe. Entao a série diverge qualquer que seja o nimero z satisfa-
—00

zendo |z| > |za].

o0

Demonstracao. (i) Como a série Y a,z] converge, temos que a sequéncia numérica (a,z7')
n=0

converge a 0. Ela é portanto limitada e existe k£ > 0 tal que |a,z2]| < k para todo n € N.

. , . z ~
Seja agora z um nimero complexo satisfazendo |z| < |z;]|. Ponha r = Tl Entaor <1le
<1

ficamos com

n
0] = ol = lanllzl* (1) = e <
1
o
A série geométrica Y kr™ converge a 1 . Pelo critério da comparacao a série
n=0 -r

[e.e]

> |anz™| converge e portanto é absolutamente convergente.

n=0

(#1) Suponha, por contradi¢ao, que exista um nimero z satisfazendo |z| > |z2| e tal que
o o

a série Y a,z" converge. Repetindo a demonstracao de (i) concluimos que > a,z% con-
oo

verge absolutamente, contrariando a hipétese. Portanto, > a,2" diverge para qualquer
n=0

que seja z com |z| > |z O

oo
Essa proposi¢ao nos diz que, se Y | a,2" converge no ponto z;, entao essa série converge
n=0
em todos os pontos do disco aberto D(0, |z]), de centro em 0 e raio |21|. Assim sendo, a

oo oo
série > a,2" define uma funcao f : D(0,|z1|) — C através da expressao f(z) = > a,z".
n=0 n=0

o

Por outro lado, se > a,z" diverge em zy entdo ela diverge em todos os pontos fora do
n=0

disco fechado D(0, |z3|) de centro em 0 e raio |z3|. Vemos isso geometricamente na figura

21
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YA

=y

converge

diverge

Figura 2.1: Representacao geométrica da proposicao 2.9.

Esses fatos nos levam ao conceito mais importante no estudo das séries de poténcias,

o de raio de convergéncia.

Lema 2.11. Seja ) a,2™ uma série de poténcias onde a,, € C. Defina R por
n=0

o W;Q/m se limsupm%o
%) se lim supm =0.
Entao,
(i) a série converge absolutamente qualquer que seja z satisfazendo |z| < R;
(i) a série diverge se z satisfaz |z| > R

A prova deste lema pode ser encontrada em [7], p. 90.

2.3.1 Funcoes Analiticas

Veremos nesta secao o conceito fundamental de fungoes que sao representadas através
de séries de potencias. E provaremos um resultado que estabelece uma primeira conexao

entre funcoes analiticas e fungoes holomorfas.

Definicao 2.6. Sejam U C C um dominio e f : U — C uma func¢ao. Dizemos que f é
analitica em U se, para todo ponto zy € U, f se expressa como uma série de poténcias de

centro zy com raio de convergéncia R > 0.
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Em outras palavras, f é analitica em U se, dado zg € U temos

f(z) = Zan(z —2)"

e essa série converge absolutamente num disco D(zg, R) C U.

Antes de passarmos para o proximo resultado, provemos o seguinte lema.

Lema 2.12. Seja 0 < r < 1. entao a série

o
L 2r 308 4 4 4 p ™ =) !
n=1

converge para

1
(1—r)%

Demonstracao. Vamos argumentar por inducao. Inicialmente mostraremos que

n+l _ 1)rm 1
1—|—27‘+3r3+4r3+---+nr”_1:nr (n+ r" + )
(1—r)

A afirmativa é verdadeira para n = 1 pois

r2—2r+1
R
(1—r)?

Suponha que a afirmativa valha para n. Entao

n+l _ 1)rn™ 1
1+2r +3r° + -+ (n+ 1)r" = o (1(n +)2)7“ i + (n+1)r".
—r

Trabalhando o lado direito da igualdade ([2.4)) temos

nrtt — (n 4+ 1)r" + 1
(1—r)?
nr'tt — (n+ Dr" + 1+ (n+ 1)r"(1 — 2r +1r?)
(1—1r)2

nr't— (n+ D"+ 14 (n+ )" —2(n+ D)r" ™ + (n + 1)r"+2
(1—r)2

(n+1)r"2 —2n+2—n)r"tt +1

(1—r)?
(n+1)r"2 — (n+2)r"t +1
(1—r)?

+ (n+ 1)r"
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e concluimos que (2.3)) é verdadeira. Agora, observe que (2.3 descreve a sequéncia de
(o]

somas parciais da série E nr"~1 e portanto

n=1
R 17 o n I (7S P | 1
Zm“ = lim 5 = 5
vt n—00 (1—r) (1—r)
pois r < 1. O
Teorema 2.13. Seja f(z) = > a,2" uma fungdo analitica com raio de convergéncia
n=0

R > 0. Entao
g(z) = Znanz”_l
n=1

converge absolutamente para |z| < R.

Demonstragao. Dado um nimero z verificando |z| < R, escolha um nimero « satisfazendo
o0

|z] < @ < R. Como f(z) = > a,z" converge absolutamente para |z| < R, a sequéncia

n=0
la,a™| é limitada e podemos achar k£ > 0 tal que

k
la,a”| = |a,|a" < k = a,| < P

para todo n. Por outro lado

B z|n—1 B k 1z n-1 B k2 n-1
na,z" | =nla,| |[=| "t <n— = " 1:77,—‘—
a™ o alo
z
Ponha |—| = r e fique com
e
k ona

na,z" | < n—r"t.
a

Temos entao que

[e.e] k oo
Zn\anz"’ﬂ < — an"’l
a
n=1

n=1
e como r < 1, pelo lema esta ultima série é convergente, e pelo critério da comparacao

o0
a série > na,z""! converge. O

n=1
O préximo teorema nos diz que toda fungao analitica é holomorfa no seu disco de

convergencia.
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o0

Teorema 2.14. Seja f(z2) = > a,2™ uma fungdo analitica com raio de convergéncia
n=0
R > 0. Entao

o
= E na,z" 1
n=1

para todo z tal que |z| < R.

Demonstragao. O teorema anterior nos da que

o0
= E na,z" 1!
n=1

¢ absolutamente convergente para |z| < R. Nos resta mostrar que f’(z) = ¢g(z). Escolha
um 2z verificando |zy| < R. Como, pela proposicao , as séries podem ser manipuladas
termo a termo temos

UCESICIIE o <; ~nayan )

Z — 20 — Z— 20

e lembrando que, se z # z (ver exemplo do capitulo 1)

2" =z _ _ _ _
0 b 2 ] (2.5)
Z — 20

ficamos com

o0
n 2l _ _ _
E ( = na, 1) = g an (2" 2" P 4 2 = nap2d Y.
— zZ— 20 —

Agora, tome z verificando z # z e |z| < R. Entao, ja que |z9| < R podemos escolher
kY
r tal que R > r >
2]

an (2" + 2" g+ 20T =zl < 2nla, P!

Portanto

o0 o
Z lan (2" 4+ 2" P 2T =) <2 Zn|an|’r"’1.

n=1

o0
Como > na,z""! converge para |z| < R, usando o critério da comparagao , con-

n=1
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cluimos que

oo
5 an (2" 4+ 2" P 4 20T =g

n=1

também converge, pois r < R. Considere a sequéncia de somas parciais dessa série

N
Sn(z) = Z an(Z" T+ 2 P4 2T =l

n=1

€ escreva

F(z) = Z an(zn_l + 2" Zg_l — nzg_l)

n=1
Temos que
lim Sy(z) = F(2).

N—oo

Logo, dado € > 0 podemos encontrar ng tal que
N > ng = |F(2) — Sn(2)| < g (2.6)

Por outro lado, Sy(z) é um polinémio em z, ou seja, é uma fungao continua em zj e

também podemos encontrar ¢ > 0 tal que
0< |z — 2| <8 = |Sn(2) — Sn(z0)| < g (2.7)

Temos também que Sy(zg) = 0, pois

N
Sy(z) = Z an(Z" N+ 2 P4 2T =l
n=1

= a1(1—2) 4 ax(z+20—22) +---+an(EVN 14+ 2VN 2z 4+ F 20— N2,
E para z = zp, temos

Sn(z0) = ay(1 — 1) + az(220 — 220) + - +an (N2 = N2y~ 1) = 0.
De (2.6)) e (2.7) vem que

3

|F(2)] = |F(2) — Sn(2) + Sn(2)| < |F(2) — Sn(2)] + |Sn(2)] < g+ — =
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para N > nge 0 < |z — z9| < §. Mas isto é o mesmo que dizer que

lim F(z) =0

Z— 20

e como
Fo) = 12218 gy
ficamos com

e o teorema estda demonstrado.

]

Uma pergunta natural, seria: serd que toda fungao holomorfa é analitica? Ou seja,

vale a reciproca do teorema demonstrado? A resposta a essa pergunta é positiva e serd

vista no préximo capitulo.

2.3.2 Zeros de funcgoes analiticas

[e.e]

Definicao 2.7. Uma funcao f(z) = Z an(z — 2p)" tem um zero de multiplicidade k em

n=0
zoseag=a; =---=ag_1=0ea;#0.

Proposigao 2.15. Seja f : U — C uma funcao analitica em U, com raio de convergéncia

R > 0, nao identicamente nula. Dizemos que zy é zero de multiplicidade k de f se, e

somente se, existe uma funcio g analitica em D(zg, R) tal que f(z) = (z — 20)%g(2) e

9(20) # 0.

Demonstracao. Seja f uma funcao analitica de centro em zy, dada por

f(z) = Zan(z — 2)".

n=0

(2.8)

Suponhamos que zq seja zero de multiplicidade k de f, entao pela defini¢ao [2.7], temos

a=a,=---=a,_1=0 e a;#0.
Entao escrevemos ([2.8) da seguinte forma

F2) = 3 anen(z — )™,
n=0
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A série

oo

Z anyk (2 — 20)" = g + api1(2 — 20) + apao(z — 20)° 4+ -+ apgn(z — 20)" 4+ -+ (2.9)
n=0
tem raio de convergéncia R. De fato, denote por S, (z) as somas parciais de (2.8)) e por
sn(z) as somas parciais de ([2.9)).

Entao

Snak(2) = ar(z — 20)" + aks1(z — 20)" + arsa(z — 20)" 2+ -+ @ppa(z — 20)H"

= (2 — 20)f(ag + apy1(z — 20) + apyo(z — 20)2 + - + apan(z — 20)")

= (2= 20)"sn(2)

e para |z — zo| < R, S,(z) converge se, e somente se s,(z) converge.

Portanto, colocando
o0
z) = Z k(2
n=0

temos

f(2) = lim S, .(2) = lim (2 — 2)*s,(2) = (2 — 29)*g(2).

n—oo n—oo

Fg(z)

Concluimos que existe uma funcao g analitica em D(zg, R) tal que f(2) = (2 —zo)
e g(z0) = ar # 0.

Reciprocamente, suponhamos que exista uma fungao analitica g em D(zg, R) tal que
f(z) = (2 —20)%g(2) e g(20) # 0, para z € U. A representacao de g em série de poténcias

com centro em 2y € U ¢é dada por

oo
E an+k Z = ZO )
n=0
com ¢(z9) = ap # 0.
Agora
e.) (0.]
k n+k
f( Z—Zo E an+k2—Zo g an+kz_20 .
com ag =a; = --- = ai_1 = 0. Portanto, zy é zero de multiplicidade k de f. O
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Capitulo 3

Teoria Integral de Cauchy

Neste capitulo apresentaremos os principais resultados referentes as fungoes holomor-
fas. Veremos a principal consequéncia do Teorema de Cauchy-Gousart, a formula integral
de Cauchy, que diz que toda funcao holomorfa pode ser dada através de uma integral
ao longo de um contorno fechado. Apresentaremos a caracteristica mais importante das
funcoes holomorfas, que ¢é possuir derivadas de todas as ordens, uma propriedade de con-
sequéncias fascinantes e que fungoes de variavel real nao possuem. E finalmente como
consequéncia do teorema de Liouville, mostraremos que todo polindmio em C nao cons-
tante possui pelo menos um zero complexo.

Para o que se segue nesse capitulo indicamos ver primeiramente as defini¢coes sobre
dominios e curvas contidas no apéndice [B] Para uma leitura mais aprofundada veja [4].

Considere inicialmente um caminho suave v : [a,b] — U e seja f : U — C uma

funcao continua, onde U C C é um dominio.

Definigao 3.1. A integral da fungdo f ao longo do caminho 7 é o niimero complexo

b
/ f(2) dz = / SO/ (2) dt. (3.1)

A estrutura complexa desempenha um papel fundamental nessa definicao. De fato,
escrevendo y(t) = z(t) + 1y(t) temos que 7/ (t) = 2/(t) + iy/(t). Por outro lado, se f(z) =

u(z,y) + iv(x,y) entao

e a equagao (3.1)) acima se torna
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[#eras = [ sy
= [ Tuta(®) 0 + oGOy 0 + i 1) de

Efetuando o produto concluimos que

/ f(2)de = / FOOW () dt
- / (1), y(1))2 (£) — v((t), (1) ()] dt

+Z’/ [u(z(t), y())y'(£) + v(x(t), y(t)='(t)] dt

ou seja, / f(2) dz é dada por duas integrais de linha ao longo do caminho =
v

f(z)dz= [ude—vdy+i | udy+vdx. (3.2)
foie=] /

v v

Defini¢ao 3.2. Se v : [a,b] — C é um caminho suave, seu comprimento [(7y) é definido

0= [ b= [1e:.

Se v é um caminho suave por partes, 7 = 71 * Yo * - - - % 7y, entao

por

Af(z) == [ 1) dz+L2f(z) dz+~-+/%f(z) i (3.3)

1(y) =ln) +102) + -+ + 1) (3.4)

1 .
Exemplo 3.1. Considere f(z) = — e y(t) =re”, 0 <t < 27w e r > 0. Temos entdo que
z

1 27 1 ) 27
/f(z) dz = /— dz = / —rie’ df = / i df = 2mi.
~ 1 o Te* 0

Por outro lado, o comprimento de v é dado por

2m 2m 2m
/|dz| = / rie| df = / rlie| df = / r df = 2mr.
o 0 0 0

A integracao de fungoes complexas continuas goza das seguintes propriedades, que
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seguem da defini¢ao:

(i) /{cf(z) dz:c/wf(z) dz, ceC

m>[w@»+MMdz—Lf@ww+A@@ww

(m)Lﬂ@d%:—lj@)m.

Veremos agora condicOes para existéncia de primitivas de uma funcao de varidvel

complexa em dominios.

Definigao 3.3. Seja f : U — C uma fungao continua, onde U C C é um dominio. Uma
fungdo F' : U — C é chamada primitiva de f se F' é holomorfa em U e F'(z) = f(2)

para todo z € U.

Teorema 3.1. Sejam U C C um dominio, f : U — C uma funcao continua, F' uma
primitiva de f em U e v um caminho suave por partes em U unindo o ponto zy ao ponto

z1. Entao

/}@ww:Fuo—F@w

Em particular, se o caminho € fechado entao

lf@ﬁkza

Demonstra¢ao. Vamos supor v = 7y * ¥ * - - - % 7, um caminho suave por partes. Existe
uma partigdo P ={a =ty < t; < -+ < tp_y <ty <--- <1, =0b}, do intervalo [a,b], tal
que 7 é definida por

(

1), to<t<t
Y2(t), t1 <t<ty

’Yn(t)a tn—l S t S tn

\
satisfazendo vy (tx) = Vi1 (te), 1 < k < m—1. Supomos também que y(a) = zp e y(b) = 21.

Agora, seja F' uma primitiva de f em U C C. Consideremos f(())7'(t) = u(t)+iv(t)
e F(v(t)) = U(t) +iV(t), com t € [a,b], de modo que F’ = f fornece U'(t) = u(t) e
V'(t) = v(t).
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3. Teoria Integral de Cauchy

Dai, pela equacao (3.3) temos que

Lf(z)dz = /ylf(z)dz—i—/wf(z)dz—l—---—i—/%f(z)dz
Z/f% n(t dt+/ f(()va(t) dt + - /nlf% )y (t) dt

_ (/t u(t) dt+i/t:1v(t) dt) bt (/:lu(t) dt+i/t:n1v(t) dt).

Notemos que

/a~bu(t) dt:/ttnu(t) dt:/ttl u(t) dt+/tt2u(t) dt+...+/t:n1 u(t) dt

/abv(t) dt:/ttnv(t) dt:/ttlv(t) dt+/:v(t) dt+...+/t::7j(t) i,
lf(Z) dz=/abu(t) dt—l—z’/abv(t) dt.

Como u e v &0 continuas e tem como primitivas U e V respectivamente, aplicando o

ou seja,

Teorema Fundamental do Célculo as integrais do lado direito temos

/f(Z) dz = (U(b) = U(a)) +i(V(b) = V(a))
= (U(b) +iV (b)) — (U(a) +iV(a))

= F((0) = F(v(a))
= F(z1)— F(z).

Se v é fechada, entao /f(z) dz = 0. De fato, pois teremos y(a) = 7(b), ou seja,
gl
F(Zl) = F(Zo). ]

Esse resultado possibilita o calculo rapido da integral de func¢oes cuja primitiva seja

conhecida.

5

Exemplo 3.2. Seja f(z) = z* com primitiva F(z) = % esey(t)=t+it?, 1 <t <2

entao
(2+4z’)5 (1 +i)5
5 5

/z4dz:F(2+4@')—F(1+@'):
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3. Teoria Integral de Cauchy

Por outro lado, f7 2% dz = 0 para qualquer caminho fechado suave por partes 7.
Um exemplo importante de fungdes que admitem primitiva é dado pelas fungoes poli-

nomiais e mais geralmente pela seguinte proposicao.

Proposicao 3.2. Seja f(z) = > an(z — 29)" definida por uma série de poténcias com
n=0
raio de convergéncia R > 0. Entao a funcao

F(z) =) =iz ) (3.5)

n=0
¢ uma primitiva de f e a série que a define converge para |z — zy| < R.

Demonstragao. Basta mostrar que a série que define F' converge quando |z — 29| < R,

pois pelo teorema podemos deriva-la termo a termo e concluir que F' = f. Agora

n_(,_oyent| 22zl
(e = 20| = Bz - )
zZ—z
e para n > |z — 29| — 1 temos, | n 10| < 1. Portanto
(2 — 20)"| < Jan(z — 20)|
n+1
e segue do critério da comparacao que (3.5)) converge. O

Lema 3.3. Sejam U C C um dominio, f : U — C uma func¢ao continua e y(t), a < t < b,
um caminho suave por partes em U, de comprimento /(). Seja K > 0 um numero real

tal que |f(y(t))| < K para todo a <t < b. Entao

/7f<2) dz

Demonstra¢ao. Comecaremos mostrando a seguinte desigualdade: se o e 8 sao fungoes

< Ki(y).

reais continuas entao

/@@+w@m4§/m@+w@mt (3.6)

Para ver isso, ponha

A:l%@m eB:L%@ﬁ.
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Entao )
A+iB :/ (alt) +iB(¢)) dt
VATI B = |A+iB| = /b(a(t) +iB(®) dt‘ |
Agora

b
A+ B> =(A—iB)(A+iB) = (A—iB) / (a(t) +iB(t)) dt
e como A e B sao constantes

b
A*+ B? = /(A—iB)(a(t)—I—zﬂ(t)) dt

b b
— [ 1Aa(t) + Ba@) di + i [ 145(0) - Ba(o) dr

Mas A% 4+ B? ¢ um ntimero real e portanto sua parte imaginaria é nula, ou seja,

/ "(AB(t) — Ba(t)] di = 0

e ficamos com

b
A’ + B? = / [Aa(t) + BB(t)] dt. (3.7)
Agora, o integrando nessa expressao nada mais é do que o produto escalar dos vetores
(4, B) - (a(?), (1)) = Aa(t) + BS(t)

e sabemos do calculo que

Aa(t) + BA(t) = |(A, B) - (aft), B(2))| < |(A, B)| - [(a(t), B())]

Logo
/Vm®+3mmdt§‘/KABWKMWﬂ®Hﬁ
N ez /b la(t) +i8(2)] dt
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3. Teoria Integral de Cauchy

e por (57)
b
A24 B < VAT 32/ a(t) +iB(1)] dt

ou seja,

(<)+zﬁ dt' /| t)+iB(t))| dt

o que demonstra (3.6). Com isso, temos

“' /\f DIl (0)] dt
/abKW(t)\ dt = K/a O] di = KI(3),

IN

]

Notaremos a importancia do lema que acabamos de demonstrar nos proximos teore-

mas.

Teorema 3.4. Seja f : U — C uma funcdo continua definida no dominio U C C. As

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) f tem uma primitiva em U.
(i1) /f(z) dz = 0 para qualquer caminho fechado, suave por partes v em U.
v
(1i1) /f(z) dz so depende dos pontos inicial e terminal de qualquer caminho suave por
A
partes A em U.

Demonstracao. (i)=> (i) Seja v um caminho fechado e suave por partes. Supondo que

f tem primitiva em U, pelo teorema [3.1] temos que

ﬂf@ﬂhz

(1) = (iii) Sejam 7, e o dois caminhos suaves em U, ambos ligando 2y € U ao ponto

2 € U e como vale (ii)

/ f(z)dz=0.
Y1*Yqy

O:/wz £(2) dz:/% £(2) dz—[mf(z) 0
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Portanto

Alf(z) dz:/wf(z) dz

(111)=> (1) Para isso, fixe um ponto zy € U e, dado um ponto z € U, seja v um caminho

suave por partes em U ligando zy a z. Definimos uma funcao F' : U — C por

- / fw) duw

F' estd bem definida pois, por hipétese, f7 f(w) dw s6 depende de zy e de z e nao do
caminho . Para concluir a prova devemos mostrar que F' é uma primitiva de f, ou seja,
que F' = f, Vz e U.

Como f é continua em z, dado & > 0, existe § > 0 tal que se 0 < |w — z| <  entdo
|f(w) = f(2)] <e.

Como U é aberto, escolhendo h € C com 0 < |h| < § entdo z 4+ h € U. Considere o
segmento de reta (um caminho em U) unindo z a z 4+ h, o(t) = z +th, 0 <t < 1.

Pela definicao de F' temos

Fz+h) = / ) du = / ) du+ [ fw) du

Fz4h) = /f

ou seja,

e dai

F@+h /f

Por outro lado, como f(z) é um valor fixo

[r@av =5 [ dw=sem | Lt = f(2)h

e ficamos com

F@+2—F( /f w__/f@dw

Mas essa tltima expressao ¢é igual a
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[Hw=1),

Agora, tomando w ao longo de o temos, pelo lema [3.3| que

fw) = f(2) ‘ € €
————— dw| < —l(0) = —|h| = €.
/a h Ig 1]
Como ¢ é arbitrario concluimos que

: flw)=f(z)
hm/gwa—O.

h—0

Mas isso é o mesmo que dizer que

}llig(l)F<Z+h)_F(Z) _f(5) =0

ou seja, F'(z) = f(2). O

3.1 Os Teoremas de Cauchy

Nesta secao, apresentaremos os teoremas de Cauchy. Os resultados aqui demonstrados,
além de belos e profundos, nos mostram o verdadeiro poder das fungoes holomorfas.
Sao resultados proprios dessa teoria e que nao existem versoes analogas para funcoes de

varidvel real.

Teorema 3.5 (de Cauchy-Gousart). Sejam U um dominio em C e f : U — C uma
fung¢ao holomorfa. Suponha que A C U € um triangulo que limita uma regido inteiramente

contida em U. Entao

/A £(2) dz = 0.

Demonstragao. Inicialmente munimos o triangulo A da orientagdo compativel com a
regiao por ele limitada, isto é, o sentido de percurso é o anti-horario. A é um cami-
nho suave por partes descrito pela justaposicao dos caminhos ~y; * ¥5 % 3, como na figura
B.1] Tome os pontos médios dos lados de A e una esses pontos por segmentos de reta,
obtendo assim quatro triangulos contidos na regiao limitada por A, digamos Ay, Ay, Aj

€ A4.
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8

Figura 3.1: Regiao triangular do teorema de Cauchy-Gousart.

Adotamos o sentido de percurso anti-horario para cada um desses triangulos. Temos

entao que

/Af(z)dzz A f(z) dz + A f(z) dz + A f(z) dz + A f(2) dz.

As quatro integrais acima fornecem quatro nimeros complexos. Escolhemos dentre

eles o que tem maior médulo e chamamos de AM) ao triangulo correspondente. Assim

/Aif(z) dz
/Af(z) dz

Além disso, chamando de 7; o lado de A; de maior comprimento e 7 o lado de A de

sendo

< f(z) dz

A1)

para ¢ = 1,2,3,4 e portanto

<4

f(z) dz
A

maior comprimento, temos as igualdades
1 .
Ti—iT, Z:1,2,3,4

O que nos fornece

Em decorréncia disso, temos que, o perimetro de cada um dos triangulos A; estd

relacionado com o perimetro [(A) de A. Para i =1,2,3,4 temos

g = 10 102 T08) 2 ) i) + 1)) = 1)
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e, em particular, temos que

(AW = %zm).

Pois bem, repetindo todo o procedimento acima para o triangulo AM isto é, o divi-
dindo em quatro novos triangulos, formados a partir dos pontos médios de cada um de
seus lados, adotamos o sentido de percurso anti-horario para cada um deles e calculamos
as quatro integrais correspondentes. Escolhamos dentre elas a que tem maior moédulo e

2)

chamamos de A ao triangulo correspondente. Ficamos entdo com os seguintes dados:

R(A®) c R(AW)

1 1
UA®D) = SUAD) e 7O = 25O,

<4

f(z) dz

A

Repetindo o procedimento acima para o triangulo A e assim sucessivamente, obte-

mos apods n etapas

APy c ... c R(AW)
z

R(
/A 7(2) /A RO
1

H(AM) = (§)nl(A) e 7= (%)HT

dz| < 4"

Agora, como temos uma sequéncia decrescente R(AW) D ... D R(AM™) o ... de
[e.9]

compactos, a intersecio R = [ R(A™) é ndo vazia (a demonstracio desse resultado
n=1

pode ser vista em [3], p. 45), ou seja, existe um ponto zy comum a todas as regides limi-
tadas pelos triangulos A®, i > 1. Como f é holomorfa, dado ¢ > 0 podemos obter § > 0

tal que:

(i) o disco D(zp,d) esta inteiramente contido em U e

f(z) = f(20)

(i) 0<|z—20| <6 =
zZ — 20

~ flz0)| < e

Mas essa tultima desigualdade equivale a

|f(2) = f(20) = f'(20)(2 — 20)| < €lz — 2

desde que 0 < |z — zy| < 0. Agora, tomando n > % — 1 temos 7™ = (£)"r < §. Isso nos

1
2
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diz que a regido limitada por A estd contida em D(zy,d), pois 2o € A™. Por outro
lado para z € A

| B de = [ ) dr Gz fo) [

An)

dz—f'(zo)/ zdz
An)

A1)

Mas pelo teorema 3.1} [y, dz =0 e [y, z dz = 0. Logo,

/M [f(2) = flz0) = f2)(z — )l de = [ f(z) dz

An)

e, pelo lema [3.3] ficamos com

f(z) dz

An)

/A(n) [f(Z) - f(Zo) — f/(zo)(z — Zo)]dz

ge/ |z — 2o]|dz|
A)

< erM(AM) =¢ G)HT (%)nl(A) = (i)nm(A).

Finalmente temos

1
/ f(z)dz| < 4" f(z)dz| <4A"—eTl(A) = eTl(A).
A A) 4n
Como € é arbitrario concluimos que
/ f(z)dz =0
A
e o teorema estd demonstrado. O

Comecaremos a explorar a forca desse resultado mostrando a existéncia de primitivas

em dominios estrelados.

Definicao 3.4. Seja U C C um dominio. Dizemos que U ¢ estrelado se existe um ponto
zo € U satisfazendo a seguinte propriedade: dado qualquer ponto z € U, o segmento de
reta unindo zg a z, ,m, estd inteiramente contido em U. O ponto zy é chamado um centro

do dominio U.
Exemplo 3.3. Exemplos de dominios estrelados sao:

(i) um disco D C C
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(ii) o plano C
(iii) qualquer subconjunto aberto convexo W C C

(iv) o desenho de uma estrela limita uma regiao aberta do plano que é um dominio

estrelado, dai a origem do nome.

Corolario 3.6. Sejam U C C um dominio estrelado e f : U — C uma fung¢ao holomorfa.

Entao f admite uma primitiva em U.

Demonstracao. Seja zy um centro de U e definamos a fungao F' : U — C

F(z) = /ﬁ f(w) dw

F estd bem definida e s6 nos resta mostrar que ela é derivavel com F'(z) = f(z), Vz € U.
Da continuidade de f, dado € > 0 encontramos § > 0 tal que 0 < |w — z| < ¢ implica
|f(w) — f(2)] <e. Como U ¢ aberto, tomando h € C, com |h| < d entdo z+h € U e o
segmento m C U. Temos que

F(z+h) :/ﬁf(w) dw

e observamos que o triangulo A de vértice zg, z e z + h esta contido em U e limita uma
regiao também contida em U. O teorema de Cauchy-Gousart nos diz que [ A f(w) dw =

0 e como

[ #twydu= /mﬂw) duw + / ) du - / ) du

ficamos com

F(z+h)— F(z) :/ﬂf(w) dw.

Portanto,
o F(z+h)—F(z) 1 g
s =g [ s de = g
mas, f(z) = %/ﬂ f(2) dw e dai
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Agora, pelo lema [3.3] temos

1 w) — f(2)] dw 1 w) — () ldw gng
‘h/m[fﬂ fld \sm,/mum F@ldu] < e =<

E portanto

'F@+M—F@)

L= )

<&,
ou seja, F'(z) = f(z) e F' é primitiva de f. O

Corolario 3.7. Sejam U C C um dominio estrelado e f : U — C uma fung¢ao holomorfa.

Se v é um caminho fechado suave por partes em U, entao

lf@ﬂkzu

Demonstracao. Pelo corolario |3.6{anterior, f tem uma primitiva em U e como v é fechada

suave por partes pelo item (%i) do teorema 3.4 temos /f(z) dz = 0. O
ol

Demonstraremos o principal resultado do capitulo, a Fdérmula Integral de Cauchy.
Essa férmula nos diz que se conhecermos o comportamento de f ao longo da fronteira de

um disco fechado, entao determinamos f em todos os pontos interiores a esse disco.

Teorema 3.8 (Férmula Integral de Cauchy). Seja f : U — C uma fungdo holomorfa
definida no dominio U C C. Sejam D(zy, 7o) um disco fechado inteiramente contido em

U el sua fronteira, orientada compativelmente. Se z € um ponto qualquer no interior de

f(z) = 2Lm /F i(ﬁ)l dw.

Demonstracdo. Seja D(zy,70) C U um disco fechado inteiramente contido em U. Como

D(zp,70) entao

U é aberto conseguimos encontrar um disco aberto D(zg, R) de raio R > ry e tal que

D(z9,70) C D(29, R). Agora fixemos z € D(z,7) (o interior de D(z,70)) e notemos

f(w)

que a funcdo g(w) = ¢ holomorfa em D(zp, R) \ {z}. Agora, construiremos dois

dominios estrelados associados ao disco D(zg, R) da seguinte maneira: Consideremos o
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diametro de D(zp, R) que passe por z. Esse diametro determina dois segmentos de reta
com extremo em z, digamos L; e Ly. Feito isso, conseguimos os dominios estrelados

D(zo, R) \ Ly e D(z0, R) \ Lg, conforme a figura [3.2] abaixo:

————

Figura 3.2: Dominios estrelados associados ao disco D(zg, R).

Como f é continua em D(zg, R), dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que se 0 < |[w — z| < §
entao |f(w) — f(2)| < e.

Em seguida, isolemos o ponto z considerando um circulo v nele centrado, de raio r < 9,
de forma que D(z,7) C D(zg,r). Orientemos I' no sentido anti-hordrio.

Considere as curvas fechadas, suaves por partes, 07 = pyxaxkpoxf3 € 0o = Q™ *ug* S %3

conforme a figura [3.3}

Figura 3.3: Caminhos fechados contidos em D(zg, R).

Como o7 e 0y sao caminhos fechados em dominios estrelados nos quais a fungao g é
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holomorfa temos, pelo corolério [3.7] que

[ 42 am [ S

Mas
fw) [ f(w) fw)
/azw_zdw—/rw_zdw—i-/vw_zdw
e portanto
/ COR—
Dey- W — 2
ou seja,
fw) . fw)

Vamos trabalhar agora a integral / f(w)
LW =2

Jw) [ f@) =) [ =i [ ),
/vw—z /y w—z y w—z +[/'LU—Z

0 <t <27 eentao

Ora, v ¢ dada por (t) = z + re',

/7 = 162 / e | QAR / it = 2mif(2).

w—z

Quanto a / M dw procedemos utilizando a continuidade de f. Pelo lema

w —
3.3 temos
Jw) = J(z) dw‘ /lf 2l |dw| < Somr = 2ne.
w— 2z r

w z
Como € é arbitrario concluimos que / M dw = 0 e portanto
w—z

/ﬂfi’”z dw = 2mi f(2).

Segue de (3.8]) que

f@:i/“ww.

rw—=z
]

Para os exemplos a seguir consideraremos um resultado conhecido como Principio da
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deformagdo de contornos. Para ver esse resultado, consulte a referéncia [1], p. 95.

Exemplo 3.4. Utilizando a féormula integral de Cauchy calcule a integral

eZ
dz (3.9)
/'y 22 — 22

onde y(t) = 3¢, 0 < t < 27.

é holomorfa

Solugao: Inicialmente, notamos que a func¢do no integrando g(z) = o
em C\ {0, 2}, ou seja, os pontos z = 0 e z = 2 s@o pontos singularesﬂ de g. Para resolver
a integral em introduziremos duas curvas (que devem ser circulos) em torno dos
pontos singulares da funcao g de forma que essas curvas estejam inteiramente contidas

1.
em 7 e nao haja interse¢do entre as mesmas. As curvas sao y(t) = 56“, 0 <t < 2m,
1 1.
circulo de centro em z = 0 e raio 3 eya(t) =2+ 56”, 0 <t < 2, circulo de centro em
z =2 eraio —.

O principio da deformacao de contornos nos diz que

z z z
/ 26 dz:/ 26 dz+/ 26 dz
7z—22 712’—22 722—22’

Resolvendo a integral ao longo de ~; temos

z

e’ z—2 . .
[lez—szZ:[yl . dz =2mif(0) = —mi.

Resolvendo a integral ao longo de 7, temos

z

e < , . 2
/7222_22 dz:/mz_Zdz:me(Q):me.

Portanto

/ ‘ dz = mi(e? —1).
”

22— 22

Exemplo 3.5. Utilizando a férmula integral de Cauchy calcule a integral

/ COSTZ J
z
7,2’2+(1—z‘)z—z'

onde v(t) = 2¢, 0 < t < 27.

'Reveja a definicio do capitulo 1.

65



3. Teoria Integral de Cauchy

COSTTZ
Solugao: Primeiramente, observamos que a fungao g(z) = , - é holomorfa
224+ (1—i)z—1i

em C\ {—1,4}, pois podemos escrever o denominador como, z?+(1—4)z—i = (2+1)(z—1)

e notar que z = —1 e z = 1 sao pontos singulares da funcao ¢g. Introduzimos as curvas
1. 1 .
m(t)=—-1+ 56” ey(t) =1+ 56“, com 0 <t < 2, entorno das singularidades de g.

O principio da deformacao de contornos nos diz que

/ COS T2 J / COS T2 de + / COSTZ d
z = z z.
22+ (1 =)z —i 22+ (1 —i)z—i o 22 (1 —1)z —1i

Resolvendo a integral ao longo de ~; temos

/ cosS Tz dz:/ R dzzzm,cos(—ﬂ) _ 2m
LA (I—i)z—i N B

Resolvendo a integral ao longo de 7, temos

COSTTZ =T COS Tt
1 .

/ 5 . ,dz:/ 2 dz = 2mi -

22+ (1 =)z —i yy 20 1+

Portanto

CcOSTZ 271 _COS 1 271 )

5 , - dz = -+ 2mi - = (cosmi + 1).
S22+ (1 =)z —i 1+ 1+7 144

Antes de passar para o proximo resultado, precisamos do seguinte teorema.

Teorema 3.9 (de Weierstrass). Se f : K — C uma func¢ao continua em K C C

compacto, entao a fungao |f| : K — R atinge valores de maximo e minimo em K.

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [5], p. 54.
O préximo resultado, que é um coroldrio da férmula integral de Cauchy [B.8, diz que
toda funcao holomorfa possui derivada de todas as ordens. E o que é mais surpreendente,

suas derivadas sao também funcoes holomorfas.

Corolario 3.10. Seja f : U — C uma fungao holomorfa, onde U é um dominio. Entao

f tem derivadas de todas as ordens em todos os pontos de U e

! f(w)
m(y — M / AC) R
FG) 2mi )., (w— z)"Hl
onde v é qualquer circulo centrado em 2z, percorrido no sentido anti-horéario e limitando
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um disco fechado contido em U.

Demonstragao. Seja r > 0 tal que o circulo () = z + re, 0 < t < 27 limita um disco

fechado contido em U. Pelo teorema 3.8 temos

f+h) —fz) 1 /1[ flw) f(w)] dw.

h C2mi Johlw—(2+h) w—=z
Mas
U Sw) @), (w) .,
[l o] s [t
Agora
f(w) W) hf(w)
(w—z-hw=->2) (w-2? (w-2Pw-z-h)
Dai, temos

/w [<w_zf(7;><w = <J(—w2>2} d“" - / {<w - Z)Z{;wfz_ h>] d“’"

Pelo teorema |f| atinge seu valor méximo em D(z, ), pois este é um conjunto

-
compacto e f continua. Seja K o valor méximo de |f| ao longo de v e se |h| < 3 entao

r r
w—2z—h| >|lw—-2z—-|hl >7r— = = —=. Tomando € > 0 arbitrario e escolhamos
2 2
2

|h| = min {g, %5} de modo que
m
/ Al f(w | < |h|KM _ |hl4rr  h[4KT
|w

— z|? |w—z—h| 2l r3 r2

Concluimos que

lim f(w) dw = /Lwi dw.

h=0 ), (w—2z—h)(w—z)

E isso nos diz que

: SR - fR) 1 f(w)
f'(z) = lim :—/—Zdw.

h—0 h 211

Por inducao sobre n chegamos no resultado desejado

f(n)(z) = n_' / ﬂ dw.

2mi )., (w — z)"
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3. Teoria Integral de Cauchy

Exemplo 3.6. Calcule a integral

COoS 2
——dz
/'y 22(z —1)3

onde y(t) = 2¢, 0 < t < 27.

cos 2

Solugao: Vemos que a fungao g(z) = P P ¢ holomorfa em C \ {0,7}, ou seja, z =0
22(z—1

e z = 1 sao pontos singulares de ¢g. Introduziremos duas curvas entorno dos pontos

1 . 1 .
singulares. As curvas sao v, (t) = Ze” ea(t) =1+ ée”, 0 <t <27m. Com 7 centrada
em z = 0 e 7y, centrada em z = i.

Resolvendo a integral ao longo de ~; temos

COS 2 ds — % ds — 6
m z = 22 zZ = —07t.
At 7

Resolvendo a integral ao longo de ~, temos

Cos z 5F . e
—,dz:/ = dz = mi(7cosi + 4isini).
/y2 22(z —1)3 b (2 —1)3

Portanto

/ZCLZ‘:SCZZ = —6mi + mi(7 cosi + 4isini).
L 22 (2 —1)

Corolario 3.11 (Estimativas de Cauchy). Seja f uma fungao holomorfa definida no disco

D(zp,7) e suponha que [f(z)] < K em D(z,7). Entdo

n!K

T’I’L

f™ ()] <

Demonstragdo. Tome um circulo v(t) = 29 4+ re', 0 < ¢t < 2m. Pelo corolério temos

e pelo lema [3.3] temos

) < 2
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3. Teoria Integral de Cauchy

Lema 3.12. Sejam U C C e f : U — C uma fungao holomorfa. Se f'(z) = 0 em todo

z € U, entao f é uma funcao constante.
Veja a demonstragao em [7], p. 93.

Teorema 3.13 (de Liouville). Seja f uma funcdo inteira, isto é, f : C — C. Se existe

um nimero K > 0 tal que |f(z)| < K entdao f é uma fungao constante.

Demonstra¢ao. Como f é inteira, ela é holomorfa em qualquer disco D(z, R), centrado

em z € C e de raio arbitrario. Pelo corolério anterior

, K
< 5

Como R é arbitrario

) < gim & o

R—o0

e portanto f'(z) =0, Vz € C. Segue do lema que f é constante. O

Provaremos agora uma versao do Teorema Fundamental da Algebra. Mostrando a
existéncia de um nimero complexo zg que é raiz de um polindmio nao constante. Atenta-
mos que esse ainda nao é o teorema que queremos provar, mas ¢ um resultado importante,

dado como uma consequéencia do teorema de Liouville.

Teorema 3.14 (Fundamental da Algebra). Seja P : C — C um polinomio ndao cons-

tante. Entao existe um nimero complexo zy tal que P(zy) = 0.

Demonstragdo. Escreva P(z) = a,2"+a, 12"+ -+ -+ a1z +ag, onde a, # 0. Afirmamos

que |l‘im |P(2)] = co. De fato
Z|—00

‘P(Z)‘ = ’anzn"i_anflzn_l+"'+a12+&0’

e
: |1 |lay | |ao|
l S b el AU bl
|z|linOO (’an’ |Z| |Z|n—1 |Z|” | n|
Portanto
lim [P(2)] > Tim |2 ( Jan] — 2tl _ o ol aoly
|z]—o0 |2|—o0 ‘Z| ‘Z|n_1 ‘Z|n



3. Teoria Integral de Cauchy

Suponha agora que P(z) # 0 em todos os pontos de C. Entao a fungao f(z) = % é
inteira e |f| é limitada. Para ver isso, dado M = 1, existe R > 0 tal que |P(z)| > 1 para
|z| > R e pelo teorema seja K # 0 o valor minimo de |P(z)| para |z| < R. Temos
entao que

If(2)] < maX{l,%}, Vz € C.

Segue do Teorema de Liouville que f é constante, o que é um absurdo pois P nao o é.

Concluimos que existe um nimero complexo zy tal que P(z) = 0. O

No capitulo anterior mostramos que toda funcao analitica é holomorfa no disco de
convergéncia da série de poténcias que a define (teorema , agora mostraremos que
sua reciproca é verdadeira, ou seja, toda fungao holomorfa é analitica. Para estabelecer

esse resultado utilizaremos a Férmula Integral de Cauchy.

Teorema 3.15. Sejam f : U — C uma fun¢ao holomorfa, onde U é um dominio em C

e zo € U um ponto qualquer. Entao

< £ (4
fo) =Y )y

ou seja, f € dada por sua série de Taylor de centro em zy € uma funcdao analitica. Além
disso, essa série converge em qualquer disco aberto D(zy,r) C U, isto €, o raio de con-

vergéncia R da série acima é a menor entre as distancias de zy aos pontos da fronteira

de U.

Demonstracao. A Formula Integral de Cauchy nos diz que

f(z) = QLm/ f(w)z dw

w —

onde Y(t) = zo +re®t, r > 0, 0 < t < 2w, é o circulo centrado em 2z, limitando um

disco fechado contido em U e z é qualquer ponto satisfazendo |z — zg| < r. Para obter o

resultado vamos inicialmente trabalhar a expressao . Temos
—z
IR 1 B 1
w—z W— 20+ 29 — 2 (w—Zo)[lﬂL;O;ﬂ

_ 1 B 1 ( . )
) (W—Zo)[l—ﬁ]_(w—%) 1—%’2 :
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3. Teoria Integral de Cauchy

Agora, sabemos que se k # 1 é um nimero complexo entao

S A i
1—k 1—k

Z _—
E substituindo k por concluimos que

w — 2y

Portanto

n+1
z—20 )

o i Z—ZO 1 <wfzo
 (w— 20) = \w =z (w—zo) 1— =&

w—2z0

B " (z—x) (2 — zp)" !
) §;0v—%wﬂ+xw—zxw—QWH'

Multiplicando por f(w) obtemos o integrando da Férmula Integral de Cauchy

f(w) Z’”‘: - f(w))ﬁl (2 — )i 4 S WNE— 20"

= (w—2 ' (w—2)(w — z)"*!

e integrando ao longo de ~ ficamos com

1) = o= [ 2

- 3 [ g o g [

=

Pelo corolario [3.10| isso é o mesmo que

"L FO) (2 w)(z — z9)" !
T UG PRI Wy g (ICEE

Ponha
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Para mostrar que a série Z /Y (' 20)
J:
7=0

lim R,(z) = 0 qualquer que seja z satisfazendo z € D(zg,r). Ora, seja K o valor maximo
n—oo

(2 — 2)’ converge a f(z) é suficiente mostrar que

de | f| ao longo de w = (t) = 2z + re, 0 < ¢ < 27. Pelo lema |3.3| temos

L[ e,

o Y(w — 20)7"1
L @)l — )
: %L|<w—z>|\<w—zo>r"+l du]
K|(z — zo)]"“
27r/r o= 2w — oyt 1

Agora, como |w — zg| =1 e |w— 2| < |w — z|+ |z — 2| obtemos r — |z — z| < |w — z|

[Bn(2)] =

IN

e dai
1 1

lw—2z| = r—|z— 2|

Assim sendo
1 K|(z — z)|"*!

- 27 7(7‘—\,2—,2'0\)7“"“

| R (2)]

|dwl

1 K _ n+1
1 Kle—wlt
27 (r — |z — zo|)rmt!

K|(z — z)|"*!
(r— |z — zo|)r™

Faga |z — 29| = v e observe que a < r pois z estd no disco D(zp, 7). A expressao acima

se transforma em

Ko™t K a\ "+l
< — QN
[n(2)] < rntl — gy (1 _ E) (r)
T
Logo,
K n+1
0 < lim |Ry(2)] € ——oc lim <9> ~0
n—oo <1 . _) n—oo \ 71
r

.«
pois — < 1. Isso mostra que
r

(z — 20)".

0
Teorema 3.16 (de Cauchy). Sejam U C C um dominio e f : U — C uma fungdo

72



3. Teoria Integral de Cauchy

holomorfa. Seja’V-C U um subconjunto fechado e limitado (compacto), cuja fronteira OV
consiste de um nimero finito de curvas de Jordan suaves por partes, OV = vy x -+ %, €

tal que V' \ OV € um dominio. Entao

f(z) dz =

ov

Demonstracao. Tome V e OV com orientacao compativel. Ja sabemos que f tem derivadas
de todas as ordens em todos os pontos de U e, escrevendo f(z) = u(x,y) + iv(x,y),
concluimos que as funcoes u e v tem derivadas parciais de todas as ordens em todos os
pontos de U. Em particular, as derivadas parciais dessas funcoes sao continuas. Podemos

invocar o Teorema de Green e argumentar como segue:

f(z)dz:/ udx—vdy+i/ vdr + u dy.
v ov oV

Aplicando o Teorema de Grenn as duas integrais acima temos

/ ud:v—vdy:// (—@—%) drdy = — // (@—I—%) dxdy
v 1% dr Oy

/ vd:c—l—udy:// <%—@) dxdy.

v v \dz Oy

Mas, como f ¢é holomorfa, as condi¢oes de Cauchy-Riemman sao satisfeitas e isso da

ou @ “0e ov L Ou ou _0
or 0Oy o dy
Portanto,

/ud:v—vdy:() e /vderudy:O,
oV ov

ou seja,

f(z)dz=0.
av

]

Este teorema nos permite dar uma forma mais geral para a Formula Integral de Cauchy
(teorema [3.8)), onde calculamos a integral nao s6 em discos fechados mas em curvas mais

gerais (curvas de Jordan suave por partes).

Teorema 3.17 (Férmula Integral de Cauchy). Seja f : U — C uma fung¢ao holomorfa

no dominio U C C. Seja V' uma regidgo fechada e limitada inteiramente contida em U,
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3. Teoria Integral de Cauchy

cuja fronteira OV € uma curva de Jordan suave por partes, orientada no sentido anti-

hordrio, sendo V' \ OV um dominio. Se zy é um ponto qualquer no interior de V entao

f(20) = L (w)

21t Joy w — 2o

dw

Demonstracao. Como zg é ponto interior a V', podemos encontrar um disco fechado
D(z,7) centrado em z e inteiramente contido no interior de V. Olhe para a regido
W =V \ D(z,7). Trata-se de uma regiao fechada e limitada, contida no dominio U

cuja fronteira W consiste das duas curvas de Jordan suaves por partes, OV e 9D(z, ).
f(z)
Z— 20

dominio que contém W. Assim sendo, o Teorema de Cauchy afirma que

/an(z) dz = 0.

Oriente W e OW compativelmente. A fungao g(z) = ¢ holomorfa em U \ {2z} um

Mas
/ g(z) dz = / g(z) dz +/ g(z) dz
ow ov D(z0,r)™

e entao

/ g(z) dz = / g(z) dz
ov D(z0,r)
Logo, pelo Teorema [3.8| temos

/av 9(z) dz = / 9(2) dz = 2mif(z).

D(zo0,r)

Portanto
1 w
f(zo):T/ /(w) dw.
T Joy W — Zo
L]
Exemplo 3.7. Calcular /ﬁ, onde v é o quadrado de vértices (%,%), (—%,%),
4 22—

(—3.—3) e (3, —3), orientado no sentido anti-hordrio.

Solucao: Esse caminho tem 0 em seu interior e 1 em seu exterior. Consideremos entao
z

a funcdo f(z) = 6—1, que é holomorfa no dominio U = C \ {1}, que contém a regiao
Z j—
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3. Teoria Integral de Cauchy

fechada e limitada V' determinada por ~. Pela Férmula Integral de Cauchy

ez

ez
——dz = / *L 4z = 2mif(0) = —2mi.
/7 z2(z—1) 4 2

Agora, observe que como 1 é ponto exterior ao caminho fechado, a integral

:_dy=0.
[{z—l &

Isso decorre do teorema de Cauchy pois o integrando é holomorfo em um aberto

que contém a regiao fechada e limitada determinada por ~.

75



Capitulo 4

Singularidades

Neste capitulo, veremos a série de Laurent, que é mais geral que a série de Taylor,
pois possui termos com poténcias negativas. Essa série nos permite estudar as singu-
laridades isoladas de uma funcao holomorfa. Com essa série é também possivel fazer o
estudo dos residuos, pois este é definido como um dos coeficientes dessa série. A partir
dessas defini¢oes mostraremos o principio do argumento, apresentando uma férmula que
nos permite calcular zeros e polos de uma funcao holomorfa, enfim provaremos o teo-
rema principal da se¢ao, o Teorema Fundamental da Algebra, como uma consequéncia do

Teorema de Rouché.

4.1 A Expansao de Laurent

Definicao 4.1. Se pq, p> sao nimeros reais satisfazendo 0 < p; < ps e a um nimero

complexo, o anel A(a, p1,p2) é 0 conjunto aberto definido por
A(a, p1,p2) = {2 € C;p1 < |z — a| < p}

e o anel fechado A(a, p1, p2) é o conjunto fechado

Ala, p1,p2) ={z € C;p1 < |z —a| < pa}.

Escrevemos A(a, p1,00) para denotar o anel ilimitado {z € C; p; < |z —a|} e
A(a, p1,00) para denotar o anel ilimitado {z € C; p; < |2z — a|}. Observe que A(a,0,r) é
D(a,r) \ {a}. Temos também que A(a,0,00) = C\ {a}.
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4. Singularidades

Teorema 4.1 (de Laurent). Seja f uma fungdo holomorfa no anel A(a, py,p2). Entao

o
1
sendo que a série g b ——

( ] converge absolutamente fora do disco fechado D(a, p,) e
zZ—a
m=1

o0
a série g an,(z—a)" converge absolutamente no disco D(a, ps). Além disso, essa expansao

n=0
€ unica e os coeficientes by, e a, sao dados por

/f w—a)™ "t dw, m>1,
27rz
1 f(w)
= | 7 >
Qn 27ri/(w—a)"+1 dw, n>0

onde v € o circulo de centro a, orientado no sentido anti-hordrio e contido em A(a, p1, p2).

Demonstragao. Seja f : A(a, p1, p2) —> C uma funcao holomorfa. Fixe um ponto z €
A(a, p1, p2) e sejam ry, 75 € R tais que p; < 71 < 19 < pa. Consideremos o anel A(a, ry,75).
Sua fronteira é formada pelos circulos vy = {Jlw —a| = r1} e 72 = {Jw — a| = ro}.

Utilizaremos a formula integral de Cauchy para descrever f em torno de z.

Figura 4.1: Regiao V fechada e limitada.

Observe que a fungao g(w) = f(w) ¢ holomorfa no anel A(a, p1, p2) exceto no ponto
w— z

z. Assim sendo, isolamos o ponto z considerando um disco nele centrado, D(z,7), com

r < T < 71y, tal que D(z,7) C A(a,r1,79) e cuja fronteira é o circulo A orientado no
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sentido anti-hordrio. Pela férmula integral de Cauchy [3.8] temos

f(z) = QLM//\JJC(EUL dw. (4.1)

Consideremos V' a regiao cuja fronteira OV é formada pelas trés curvas de Jordan A,
71 € ¥, e, dotando V' e OV da orientacao compativel, temos OV = v, x5 %« A~. Como g é

holomorfa num aberto que contém V' e 9V, pelo teorema de Cauchy temos

/avg(w) o= /av ij(iU)Z =0

mas
O:/ g(w) dw:/ g(w) dw+/ g(w) dw—l—/ g(w) dw
ov " V2 -
e portanto
Jowyaw= [ gw o [ gw)dw,
A T V2
ou seja,
= o aw == [ gty dws o [ gw)d
2mi )\gw YT T om %gw T o wgw v

De (4.1)) obtemos

f(z):—i/ %dwﬁLQLm/ %dw. (4.2)

27

Agora, faremos separadamente o estudo das integrais do lado direito da equacao (4.2]).

(1) Estudo de . f(iU)Z dw.

271 4o W

Relembremos a demonstracao do teorema do capitulo 3, mas atentando para o

fato de que f nao esta definida no ponto a. Temos

1 B 1 B 1 B 1
w—z  w—a+a—z (w—a)—(z—a) (w—a)[l-Z2]
_a\n+1
1 z—a z—a\’ z—a\" (=
= 1+ ( ) + +< ) +(” >_]
w—a w—a w — w—a I—=
~ (z—a) (z —a)"™

(w—a)tt  (w—z)(w—a)

<.
Il
o
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Multiplicando por f(w) obtemos o integrando da Férmula Integral de Cauchy

f(w)(z —a)"*!

(w = z)(w —a)"

e integrando ao longo de -, ficamos com

e Y L

Y2

Essa série converge para qualquer z satisfazendo |z — a| < ry. Agora, note que nao
(n)
w a
podemos substituir / L)l 0 ),
e (W —a)i™ n!
os mesmos argumentos da demonstragao do teorema |3.15, a equacao (4.2) fica

dw por pois f(a) nao estd definida. Usando

f(z) = —%/ % dw + Zan(z —a)" (4.3)

onde

1 f(w)
an——i/w(w—dw, n > 0.

_ Z)n—l—l

2

1
(7i) Estudo de —— J(w)
271 W=z

dw.

Utilizaremos os mesmos argumento utilizados no item (i), fazendo as modificagoes

necessarias. Temos

1 1 _ 1 _ 1
w—2z w—a+a—z_(2—a)—(w—a)_ (z—a)[l—f:ﬂ
2 m—1 w—a\™
w—a w—a w—a (zfa)
- — 1+ +< > +~--+( > +ﬁ]

(w—a)"

L . (w — a) B
N Z (z—a) (z —w)(z —a)™’

Multiplicando por f(w) obtemos o integrando da Férmula Integral de Cauchy

f(w) :_iJ“’(U))(w—a)j_1 _ _fw)(w—a)"
z , (z—a)

w — P (z—w)(z—a)™

e integrando ao longo de v, ficamos com

79



4. Singularidades

A 2 S o] s |

Jj=1

Agora, ponha R,,(z) = dw. Estimando |R,,(2)|, temos que

1 / (f(w)(w —a)"

omi z—w)(z—a)m

1 1

lz—w| = |z—a|l -1y

z—al <|z—w|+|w—a|l=|z—w|+1r =

Portanto, se K é o valor maximo de |f| ao longo de v;, entao pelo lema

L[ o,

271 z—w)(z—a)m™

1 Krm
< L / 'l |duw|
or | Uz —a —r)fz —ap

1 Kri*
= — 2mry.
27 (|z —a| — r1)|z — a|™

|Rn(2)] =

Entao
K Terl
R < ! .
’ m(z>’— 1_ ’Z a|m+1
Iz al
Fazendo o = | | temos que a < 1 e a expressao acima fica
zZ—a
K
[B(2)] < ———am!
e dai vem que
lim |R,,(2)] < lim ™t =0
m—»00 m—oo | — (v

Concluimos que

‘Tm = i[m/f - mldwhz—law"

1

Essa série converge absolutamente para z satisfazendo |z — a|] > 1. O interessante é

que essa ¢ uma série de poténcias negativas de z — a. Portanto (4.3) fica

:mez—am“ Zanz—a (4.4)

m=1
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onde

1 f(w) / -1
n=— | ———~—dw, n>0 : > 1.
o [,2 (w — z)n+l oo ¢ " 2mi J(w "

Percebemos que os coeficientes a,, e b,, sao calculados através de duas integrais ao longo
de circulos distintos. O intuito agora é verificar se é possivel calcular esses coeficientes
através da integral ao longo de um tnico circulo. De fato isto é possivel.

Considere um circulo qualquer v, de centro em a e raio r, com p; < r < py, contido

no anel A(a, p1, p2) e orientado no sentido anti-horario. Dado n > 0, a fungao h(w) =
f(w)

(w—a)"tt

teorema de Cauchy temos

é holomorfa no anel fechado cuja fronteira consiste dos circulos v e 5. Pelo

/ h(w) dw =0
V2RY T

L%dw:/w%dw

e portanto, podemos escrever

L,
an = '/(w— dw, > 0.

ou seja

27

)m’l, holomorfa no anel

Analogamente, considerando a fungao g(w) = f(w)(w — a
fechado cuja fronteira consiste dos circulos v e v;. Novamente pelo teorema de Cauchy

0. 10l temos

/ g(w) dw =0,
VY,

/mf( w)(w - mldw—/f w— )™ du

e podemos escrever

ou seja,

/f —amldw m > 1.
27rz

E para finalizar, mostremos que a série de Laurent é tnica. Suponha que temos a
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expansao
o 1 o0 .
f(Z) = mzﬂdm<z —_ a)m + nZ:OCTL(Z - a’)

absolutamente convergente para z € A(a, p1, p2). Vamos considerar inicialmente os coefi-

cientes das poténcias negativas. Multiplique f(z) por (z —a)*~!, k > 2 e obtenha

(z=a)"'f(z) = ) ot et di (=) T ) en(z—a)
m=k+1 S S n=0
Considere as fungoes
0 dm
fiz)= ) [
m=k+1
e
fol2) =dpy +dipo(z—a) + -+ di(z —a)*” 2+ch — a)" Rl

n=0

Temos que

(z = a)* ' f(2) = fi2) + (2)-

Agora, f1 e fo ambas admitem primitivas, pois

B S 1 dm _

m=k+1 k—m(z—a)

é uma série absolutamente convergente em A(a, p1, p2) € F{(z) = f1(z). Também

F2<Z):dk1(Z_a)+dk2@+-~+d(2_a —I—i

o n+k

n—l—k

n=0

converge absolutamente no anel A(a, p1, p2) € Fi(z) = fo(2).
Portanto, se 7 é um circulo de centro em a, contido em A(a, p1, p2) e percorrido no

sentido anti-horario entao, pelo teorema

/f a)ftdz = Lfl(z)dz+Li—kadz+Af2(z)dZ
= o+ [

kl
2m/f dz
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e os coeficientes das poténcias negativas sao os mesmos de (4.4]). Isso mostra que a série
de poténcias negativas da expansao (4.4]) é tnica.

Com isso, temos

0= g = Y=
ORI f";)m =3 eulz—a)"

Logo,
Zan(z —a)" = Z Cn(z —a)"
n=0 n=0

e da igualdade de séries, concluimos que a, = ¢,, para todo n > 0. O que conclui a

demonstracao. O

4.2 Classificacao das singularidades

Definicao 4.2. Quanto a singularidades temos trés tipos:
(i) a é singularidade removivel de f se b,, = 0 para m > 1
(ii) a é polo de ordem k de f se by # 0 ¢ b, = 0 para m > k

(iii) @ é singularidade essencial de f se b, # 0 para uma infinidade de valores de m.

sin z

Exemplo 4.1. Escreva a representacao em série de Laurent da funcao f(z) = no

anel A(0,0,00) = C\ {0}.

Solugao: Para escrever a representacao em série de Laurent dessa fungao, devemos ter

z

e os coeficientes a,, e b,, sao obtido por

1 sin z 1 .
a":T/ — dz, n>0 e b, = — Zm72SIIlZdZ, m>1
T )y 2

onde y(t) = re', 0 < t < 2m.
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4. Singularidades

Pelo corolario temos que

1 sin 2 1 drtl (sin 2)
ay = — 2 = Sin 2) ,—-
2mi )., znt? (n+ 1) dzntt 0
Dai, temos

d (sin 2) 1d (e —e ™ 1

ag = ——(nz),—g = —— = —
0 1dz 0 1dz 21 0 1!
1d (sin 2) 1d [ie” +ie 0

= ——(Singz)yg = ——|—m = —
T T 2% )., 2!
1d (sin 2) 1d [(—e*+e ™ -1
a, = ——(SN2)yeg = ——F— | —— -
? 3l dz ° 3l dz 2 o 3!
1d (sin 2) 1d [—ie—e i 0

a3 = ——(Nz)eg = ——F | ———— = —
’ npe C T 4z 2 o 4!
1d(, ) 1d [e*—e® 1

a4 = ——(SN2)eg = —— = -
! 5! dz ’ 5! dz 2% )., 5!

—1)"
0 — (1)

(2n+ 1)V
Agora, para m = 1, temos pelo teorema [3.8| que

1 .
by = — i dz =sin0 = 0.

27rz7 z

Para m = 2, como sin z possui primitiva — cos z e v é fechada, pelo teorema (3.4

bp = — [ sinzdz=0.

211 .

Da mesma forma, para m = 3 a funcao zsinz tem como primitiva —z cos z + sin z,
entao, pelo teorema

b3 zsinz dz = 0.

21 .

m—2

De maneira geral, a funcao 2™~ sin z, possui como primitiva a fungao

m—2 m—3 m—4 m—5

z . .
F(Z) = (m—2)' <—mCOSZ+mSIDZ+mCOSZ—mSan—i—"'—i—COSZ) .
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4. Singularidades

Logo

1
by = — [ 2" %sinzdz =0, m>1.

©2mi .
. : - . sin 2 : : )
Logo, do item (i) da definigao a funcdo f(z) = —— tem singularidade removivel
z

em z = 0. Portanto a expansao em série de Laurent de f fica

e notemos que f(0) = 1.

Proposicao 4.2. Seja f uma fungao holomorfa no anel A(a,0,p). Entado as seguintes

afirmacgoes sao equivalentes:

(i) a é singularidade removivel de f

(ii) existe o lim f(z)
z—a

(iii) |f] é limitado em algum anel A(a,0,0) C A(a,0, p).

Demonstragao. Suponha que (i) valha. Entao a série de Laurent de f em A(a,0,p) é

f(2) :Zan(z—a)":a0+a1(z—a)+a2(z—a)2—|—~~-—|—an(z—a)”—|—~--
n=0
e portanto llgclb f(2) = ag, ou seja, vale (ii). Suponha (ii) vélida e seja a = llglcll f(2). Da
definigao de limites temos que, dado € = 1, existe 0 < 6 < p, tal que, se 0 < |z —a| < d
entdo | f(z) —a| < 1. Mas isso nos diz que |f(2)| < 1+ || para z € A(a,0,0) e vale (iii).
Finalmente, suponha (iii) valida, ou seja, existe K tal que |f(z)| < K para z € A(q,0, p).
Os coeficientes b,, da série de Laurent de f sao dados por

1

by, = =—
21

/f(z)(z—a)m_1 dz, m>1
N
onde y(t) =a+re?, 0 <t <2re 0 <r < p. Dal

1 1
bl < o /7 FEIE = a)™ ! ldel < o= Krmomr = Ky

Fazendo r tender a zero concluimos que b,, = 0 para m > 1 e a ¢ singularidade

removivel de f. O]
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4. Singularidades

Quanto a polos, temos:

Proposicao 4.3. Se f é uma fungao holomorfa no anel A(a,0, p), entdo a é um polo de

ordem k de f se, e somente se, lim(z — a)* f(2) existe e ¢ um niimero complexo nao nulo.
zZ—a

Demonstracao. Suponha que a seja um polo de ordem k£ de f. Entao a série de Laurent

de f em A(a,0,p) se escreve

(z —a)k z—a

fo) = =2 D S ), b0
n=0

e dafl

(z—a)ff(z)=bp+ - +b(z—a) "+ Zan(z —a)"t*,

n=0
Logo, lim(z — a)* f(z) = by # 0. Por outro lado, suponha que lim(z — a)* f(2) exista e
z—a Z—a
é um ntimero complexo nao nulo. Olhe para a funcio g(z) = (2 — a)*f(2). Pelo item (ii)
da proposicao [4.2] ¢ tem singularidade removivel em a e portanto, é dada por uma série

de poténcias centrada em a e converge no disco D(a, p), digamos
oo
g cn(z —a)"
n=0

Além disso, lim g(z) = ¢p. Vem entao que
z—a

- % 4. ot N _
f(z)_(Z—a)k+ Z_a+nzocn+kz a

e portanto, a é polo de ordem k de f. O

4.3 Residuos

Definigao 4.3. Se f é uma fungao holomorfa no anel A(a,0, p), o residuo de f em a é o

coeficiente b; do termo de sua série de Laurent com centro em a.

zZ—a
Teorema 4.4 (dos Residuos). Seja f uma fun¢ao holomorfa num dominio U\{ay,as, ..., ax}.
Suponha que v C U\{aq, aq, ...,ax} € uma curva de Jordan suave por partes, orientada no

sentido anti-hordrio, tal que a regiao fechada e limitada por ela determinada esta contida

86



4. Singularidades

em U e contém todos os pontos ai,as,...,a,. Entdo

1
271

/f(z) dz =res(f,a1) +res(f,as) + -+ res(f,ax).
v

Demonstrag¢ao. Consideremos v como no enunciado. Seja R C U a regiao fechada e
limitada determinada por 7. Para cada singularidade isolada a; de f, escolha um circulo
7, centrado em a; satisfazendo as seguintes condicoes: v; nao tem ponto em comum com
Ve se j # t, 7; nao tem ponto comum com 7y, para 1 < j < k e cada 7; C R. Obtemos

assim, uma regiao V limitada e fechada. E limitada, pois V' C R, é fechada porque ¢é a

C
k
intersegao de dois conjuntos fechados (ver teorema [B.2)) V' = RN (U D%.) , onde D,
j=1

sao discos abertos determinados por cada v;, 1 < j < k.

Figura 4.2: Regiao determinada por v e exterior aos discos D.,.

Podemos aplicar o Teorema de Cauchy [3.16| pois temos f holomorfa, V uma regiao
fechada e limitada com fronteira OV constituida de um numero finito de curvas de Jordan

suaves por partes, com V' \ 9V um dominio. Entao pelo teorema de Cauchy temos

- f(z)dz=0. (4.5)

Mas como OV =y %7y *--- %, , (4.5)) equivale a

Af(z) dz:/mf(z)dan/wf(z) dz+---+/%f(z) az.

Nos resta portanto calcular / f(z)dz, j=1,... k. Ora, o Teorema de Laurent
Vi
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4. Singularidades

nos diz que se

¢ a série de Laurent de f entorno de a, entao os coeficiente b,, sao dados por

/f — mldw, m > 1.
27m

Agora, para m = 1, temos
2m / 1z

Pela definicao , by é o residuo de f em a. Entao para cada a;, 1 < j <k, temos

res(f,a;) = 2%”/ f(z) dz
Vs

Portanto

5 /f ) dz =res(f,a1) +res(f,az) +--- +res(f,ax).

4.4 O Teorema de Rouché

Nesta secao, demonstraremos um dos teoremas principais do capitulo, O Teorema de
Rouché. E a partir desse teorema que daremos a aplicacao da teoria de fungoes holomorfas

e demonstraremos o Teorema Fundamental da Algebm.

Teorema 4.5 (Principio do argumento). Seja f wuma fungdo holomorfa num dominio
U\A{ai,as,...,ax}. Suponha que v C U\ {a1,aq,...,ax} € uma curva de Jordan suave
por partes, orientada no sentido anti-hordrio, tal que a regiao fechada e limitada por
ela determinada estd contida em U e contém todos os pontos aq,as,...,a. Além disso,

suponha que todos esses pontos sejam polos de [ e que f nao tem zeros ao longo de 7.

L [z, 5
%l 0o dz=Z —P (4.6)

onde Z € o numero de zeros de f na regiao interior a vy, cada um deles contado tantas

Entao

vezes quanto for sua multiplicidade e P é o nimero de polos de f na regiao interior a v,
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4. Singularidades

cada um deles contado tantas vezes quanto for sua ordem.

Demonstracao. Pelo teorema dos residuos , a integral em (4.6) é a soma dos residuos

!/

f(2)

da funcao na regiao interior a -,

%mfy J}/((ZZ)) dz = ;7‘68 (f%,&j) : (4.7)
Dado um ponto a nessa regiao temos trés possibilidades:
(i) fa) #0
(ii) a é zero de multiplicidade m de f
(iii) @ é polo de ordem k de f

O caso (1) fornece nada a integral acima pois o integrando possui residuo nulo nesse
ponto. Nos resta investigar (iz) e (i77). Suponha entao que:

(i4) a é zero de multiplicidade m de f. Nesse caso, pela proposicao [2.15, num disco
D(a,0) existe uma func¢do g holomorfa tal que f(2) = (2 —a)™g(z) e g(a) # 0. Por outro
lado, f'(z) = m(z —a)™g(2) + (2 — a)™¢'(z). Dai vem que

/ /
f(z)  z—a  g(z)
/ /
Como g() é holomorfa em D(a, ), pelo teorema|3.15| g() possui representacao em

9(z) 9(2)

séries de poténcias. Temos

9(2)

g/(z) _ ch(z _ a)n

e portanto reescrevemos (|4.8]) como

f/<Z)_ m OOC Z—CLn
f@)_z—a+§:n( )™ (4.9)

n=0
f'(2)
f(2)
(i4i) a ¢ polo de ordem k de f. Nesse caso pela proposigao [4.3| num disco D(a, p) vale

9(2)

(z —a)*

centrada em a e nesse ponto o residuo é m.

Essa é a série de Laurent de

que (z — a)*f(z) = g(z), onde g é holomorfa e g(a) # 0. Portanto, f(z) =
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4. Singularidades

() = _—k9(2) 9E) o
f'(z) = (Z_a)k+1+(z_a>k' Log

Argumentando como em (7i) concluimos que esse ponto contribui —k para integral
1 '"(z
1[I,
2mi )., f(2)

Como os residuos de f’/f no interior da regiao limitada por v s@o zeros ou polos de

f, reorganizaremos os residuos da seguinte forma, a; com 1 < j <1 tal que [ < n serao
os zeros de f e a; com [ 4+ 1 < j < n serao os polos de f no interior da regiao limitada

por . Entao por (4.7)) temos

L (@), ¢ Y~ f . f
o : 2) dz—;'res (7,%) —;res <7,aj) — Z res (7,%). (4.10)

j=i+1

Fazendo
l f, n f,
Zres (—,aj) =2Z e Z res (—,og) =P
/ j=it1 /

obtemos

1L [f(z) ,
_27rz'[/f(z) dz = Z — P.
O

Corolario 4.6. Nas mesmas hipGteses do teorema se f e h sao fungoes holomorfas

em U, entao

! O
ami "5 dz—%:h(éj>mgj(f) (4.11)

onde &1, &, ..., § sao zeros de f na regiao interior a vy e mg,(f) é a multiplicidade de &;

com zero de f.

Demonstracao. Pelo teorema dos residuos , a integral em (4.11]) é a soma dos residuos
f'(z)
f(z)

possibilidades, uma vez que f e h sao holomorfas em U:

da funcao h(z) na regiao interior a . Dado um ponto a nessa regiao temos duas

(i) fla)#0

(77) a é zero de multiplicidade m de f.
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Como no teorema anterior, (7) fornece nada a integral acima pois o integrando
possui residuo nulo nesse ponto.

Quanto a (ii), suponha que a é zero de multiplicidade m de f, localizado no interior
da regiao limitada determinada por ~. Pela equacgao do teorema anterior temos

que

(@) = + i en(z —a)" (4.12)

f(z) z—a =

Por outro lado, a funcao h tem expansao centrada em a dada por, digamos

= ba(z—a)"=bo+ Y _bu(z—a)" (4.13)

Multiplicando a igualdade em (4.12)) por (4.13]) ficamos com

e[S o]

h(z)J;((;) = Zbo_ma Z bpi1(z —a)"

f'(2)
f(2)

Observacao 4.1. Se h = 1 entao o corolario nos diz que

Portanto, o residuo de h(z) em a é bom = h(a)my(f). O

Lo
o ), o) BT

onde Z¢ ¢ o numero de zeros de f na regiao interior a vy, cada um deles contado tantas

vezes for sua multiplicidade.

Teorema 4.7 (de Rouché). Sejam f e g duas fungoes holomorfas, ambas definidas no
dominio U C C. Seja V. C U uma regiao fechada e limitada cuja fronteira OV € uma

curva de Jordan suave por partes, com V' \ OV um dominio. Se

[f(2) —g9(2)| < [f(2)] VzedV,

entao f e g tem o mesmo numero de zeros no interior de V', cada um deles contado tantas

vezes for sua multiplicidade.

Demonstracao. Antes de mais nada note que, por hipétese, nem f nem g podem ter zeros

ao longo de 9V
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9(2)

Fazendo ®(z) = )

temos que

Assim sendo, pela observacao [4.1],

Z,— Z5 ! 9() dz L /M dz = L/(I),(Z) dz

g “omi ) g(z) T 2mi ), f(z) omi | ®(z)

/V (i((;) dz = 0.

Para calcular essa integral, oriente o caminho dV no sentido anti-horario e suponha

e basta mostrar que

que ele seja descrito por y(t), 0 < ¢ < 1. Temos

[F (@) = g(v@O)] < IfF(v(0)] = [1 = 2(v(1))] < L.

Considere o caminho ¢(t) = ®(v(t)), 0 < ¢ < 1. Esse é um caminho fechado, suave
por partes e, o que ¢ essencial, estd inteiramente contido no disco de centro 1 e raio 1, ja

que |P(y(t)) — 1| < 1. Logo
P’ 1 P’ 1
5 ©(2) o (1)) o #(t)
L(t) 1
Mas / dt nada mais é do que a integral da funcao h(z) = 2 ao longo do
0

/;dz:/ol Z/((:)) dt.

Como ¢ estd contido no disco D(1,1) e log z é uma primitiva de h(z) na regiao (ramo

caminho ¢,

principal) que contém esse disco, logo pelo teorema

Uma consequéencia do Teorema de Rouché é o que sera visto na préxima secao.
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4.4.1 O Teorema Fundamental da Algebra

J& mostramos no teorema que todo polindémio nao constante possui pelo menos
um zero. Agora mostraremos um resultado mais geral, que garante que todo polindmio

de grau n possui exatamente n zeros contados com multiplicidade.

Teorema 4.8 (Fundamental da Algebra). Seja P : C — C um polinomio de grau n.

Entao P(z) tem precisamente n zeros, contados com multiplicidade.

Demonstragdo. Escreva P(z) = 2" + an 12" + -+ + a1z + ag, a, # 0. A ideia é
comparar P(z) com Q(z) = a,2" e usar o Teorema de Rouché, pois, sabemos que @

possui zero de multiplicidade n em z = 0. Temos

Q(2) — P(2)] = lan-12""" + - + a1z + ao|

esez#0
‘Q(z) - PE)|_Jana “a_
Q(z) an2 a2t a2’
Agora
lim Gn-1 “ + % | _
|z] =00 | A2 apz" "t a,z"

e portanto, podemos achar R > 0 tal que se |z| > R entao

_ |On-1 ai ag <1

.. - +
Ap 2 loyAL Ay 2"

‘Q(Z) — P(2)
Q(2)

Assim sendo, escolhendo qualquer circulo v(t) = re®, 0 < t < 27 com centro em 0 e

raio > R temos que, ao longo de 7,

[Q(2) = P(2)] < |Q(2)].

Pelo teorema de Rouché4.7, P tem precisamente n zeros, contados com multiplicidade.

]
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Consideracoes Finais

O estudo das fungoes de uma variavel complexa, apesar das semelhancas com o estudo
de funcoes de variavel real; principalmente nos conceitos iniciais sobre limites, continui-
dade e diferenciabilidade; possui diversas diferencas, muitas das quais sao resultados fortes
e de consequeéncias fascinantes. Embora o estudo de analise complexa seja, na teoria, mais
geral do que a andlise real, nao ha como se desvincular totalmente desta, pois, é notavel
em diversos teoremas demonstrados, a dependéncia que temos dela.

A definicao de funcao holomorfa é o ponto crucial para desenvolver toda a teoria
de integragao complexa. Considerando uma curva fechada em um dominio, vemos que
quando uma funcao f é holomorfa, sua integral sobre esta curva é nula, o que é equiva-
lente a existéncia de uma primitiva dessa funcdo. Vemos a importancia do Teorema de
Cauchy-Gousart para triangulos, pois através deste podemos mostrar a Formula Integral
de Cauchy, mostrando que ao integrar fungoes holomorfas ao longo da fronteira de um
disco fechado, obtemos seus valores nos pontos interiores a esse disco. Como consequéncia
desse resultado, mostramos que toda funcao holomorfa é analitica e possui derivadas de
todas as ordens, propriedades que somente essa classe de fungoes possui.

O desenvolvimento da série de Laurent nos possibilita estudar as singularidades e
residuos de fungoes holomorfas. O conceito de residuo é fundamental para a demons-
tracao do principio do argumento, pelo qual é possivel calcular zeros e polos de fungoes
holomorfas. O teorema de Rouché nos da a condicao essencial para enfim demonstrarmos
o resultado central, o Teorema Fundamental da Algebra.

Por fim, apds a realizacao desse trabalho, é pretendido dar continuidade e estudar
as fungoes meromorfas, funcoes de variavel complexa definidas como produto infinito de
fungoes holomorfas e as fungoes gama e zeta de Riemann. Pretendemos também fazer
um estudo mais voltados para aplicacoes em mecanica dos fluidos através de aplicagoes

conformes.
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Apeéendice A

Numeros Complexos

Definicao A.1. Um nimero complexo z pode ser definido como um par ordenado

(x,y) de nimeros reais z e ¥,

2= (,9) (A1)

sujeito as regras e leis de operacao a serem especificadas abaixo.

Sejam 21 = (x1,y1) € 20 = (x2,¥2), a soma e a multiplica¢do, denotadas por z; + 25

e 2129, respectivamente, sao definidas como:
21+ 22 = (v1,41) + (T2, Y2) = (21 + 22,41 + Y2) (A.2)
2122 = (w1,91) - (T2, Y2) = (122 — Y12, T1Y2 + T2y1). (A.3)
O par (z,0) ¢ identificado com o nimero real x:

(,0) = x.

Esta regra permite configurar os niimeros reais como um subconjunto dos nimeros

complexos.

Convém dar um nome e um simbolo ao par (0,1). Este par serd chamado unidade
imagindria e indicado por ¢:

(0,1) =
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A. Nameros Complexos

Os numeros reais x e y sao respectivamente, a parte real e a parte imagindria de z,
sendo indicados por

Re(z) =2 e Im(z) =y. (A.4)

Um par do tipo (0,y) é um ntmero imagindrio puro.

Com isso, temos o seguinte

2= (2,y) = (2,0) +(0,9) = (2,0) + (0,1)(y,0) = = + iy.

Portanto um niimero complexo z = (x,y) pode ser escrito na forma algébrica como

2=+ 1y.

Definicao A.2. O conjugado complexo, ou simplesmente conjugado, de um nimero

complexo z = x + iy é o niimero

zZ=x—1y.

Lema A.l. Sejam z, w numeros complexos. Entao, as seguintes propriedades sao

verdadeiras:

() 2 =

(i) [Re(2)] < ||
(iii) [Im(2)] < [2|
(iv) z Z+w
(v) (zw) =Zw
(vi) |zw] = [z]jw].

Proposicao A.2 (Desigualdade triangular). Sejam z e w nimeros complexos. Entao
|z +w| < |z] + |w]|.
Demonstragdo. Pelos itens (i) e (iv) do lema[A.1] anterior, temos

|z +w* = (z +w)(Z+W) = |2> + |w|* + 2Re(z ). (A.5)
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Por outro lado

(2] + [w)? = [2* + [w]* + 2|2 w]. (A.6)
Subtraindo [A.6] e [A.5] obtemos

(I + [w])? = |z + w|* = 2|2[|w| — 2Re(2 W).

Pelo item (ii) do lema

2|z|[w| — 2Re(z w) > 0.

Portanto, (|z| + |w|)? > |z + w|?. Calculando a raiz quadrada de ambos os lados,
temos

|2 +w| < 2] + |w].
[l

Proposicao A.3. Se z um numero complexo da forma z = = + 1y, com x,y € R.
Entao

2] < ] + [yl-

Demonstragao. Inicialmente, vemos que, para todo z,y € R é verdade que 2|z||y| >

0. Agora, somando |z?| + |y?| & desigualdade, obtemos

22+ 20yl +1y?l = |2+ |y
(lzl +y))?* = 2*+¢%

Mas |z]* = 2% + 92, logo
[2* < (J2] + ly])?

e segue dai que

2| < 2|+ lyl.
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Apeéendice B

Nocoes Topolégicas e Curvas em C

Subconjuntos de C

Sejam zy € C e a € R um niimero positivo. O conjunto D(zy, a) formado pelos pontos
z € C que satisfazem

|z — 20| < a

é chamado disco aberto de centro em z, e raio a. J& o conjunto D(zy,a) formado
pelos pontos tais que

|z — 20| < a

é chamado disco fechado de centro zy e raio a. O circulo de centro em zy e raio a,
denotado por dD(zy, a), consiste precisamente dos pontos a distancia a do ponto zy,

ou seja, dos pontos z satisfazendo |z — zy| = a.

Definicao B.1. Um subconjunto U do plano é um conjunto aberto se, dado qualquer
ponto z em U podemos encontrar a € R tal que o disco de centro z e raio a estd

inteiramente contido em U.

Por exemplo, o plano C é aberto, bem como é o disco D(zg, a).

Definiremos conjunto fechado através do teorema a seguir, cuja demonstragao pode

ser vista em [3], p. 40.

Teorema B.1. Um subconjunto V do plano é fechado se, e somente se, seu comple-

mentar VC = C\ 'V € aberto.
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B. Nocgoes Topolégicas e Curvas em C

Teorema B.2. A intersecaio V = ViNnVon---NV,N--- de uma infinidade de

conjuntos fechados do plano complero é um conjunto fechado.

Demonstragao. Ver [3], p. 41. O

Exemplo B.1. Um conjunto constituido de um tunico ponto {zp} é um conjunto

fechado, assim como o circulo 9D(zg, a).

Definicao B.2. Um subconjunto X do plano é dito limitado se existe um nimero

real R, tal que |z| < R, para todo z € X

Definicao B.3. Um subconjunto K do plano é dito compacto se for fechado e limi-

tado.
Exemplo B.2. O disco fechado D(z,a) é um conjunto compacto.

Definicao B.4. Dado um subconjunto A C C, a fronteira ou bordo de A é o conjunto
0A={z€C;Vr>0,D(z,r)NA#2 e D(z,r)N(C\ A) # o}

Exemplo B.3. O circulo dD(z, a) é a fronteira tanto de D(zg, a) quanto de D(zy, a).

Curvas no plano complexo
Definicao B.5. Um caminho suave em C é uma aplicacao

v: I —C

com derivada continua em todos os pontos de I, onde I C R é um intervalo da forma

I =la,b], a <b.

Defini¢gao B.6. Dizemos que v é um caminho fechado se vy(a) = ~(b), onde ~v(a) e

v(b) sdo chamados ponto inicial e ponto final do caminho ~, respectivamente.

Na definicao de caminho suave estd subentendida a nocao de sentido ou orientacao

do caminho percorrido. Mais precisamente, o caminho é percorrido do ponto inicial
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B. Nocgoes Topolégicas e Curvas em C

ao ponto final & medida que t € [a, b] cresce. Podemos inverter o sentido de percursso

definindo o caminho reverso de v, v~, por

v (t)=v(a+b—1t), a<t<b

Definicao B.7. Um caminho suave por partes em C é uma colecao finita de caminhos
suaves v : [a1,b1] — C, v : [ag,bo] — C, ..., v, : [an, b,] — C, satisfazendo:

Yi (b)) = Yiz1(ai1), 1 <i<n—1.

Usaremos a notagao 7; * 7o * - - - * 7, quando nos referirmos a caminhos suaves por

partes.

Defini¢ao B.8. Quando v;(a;) = 7,(b,) diremos que o caminho suave por partes

é fechado.

Definicao B.9. Uma curva v : I — C é dita simples, se t1,t5 € I e t; # ty entao

v(t1) # (t2).

Definicao B.10. Uma curva de Jordan suave por partes ¢ um caminho suave por

partes, fechado e simples.

Definicao B.11. Um subconjunto nao vazio U C C é chamado um dominio se U
é aberto e se, dados dois pontos quaisquer x,y € U, existe um caminho suave por

partes, inteiramente contido em U unindo o ponto z ao ponto .

Exemplo B.4. Veremos agora exemplos de conjuntos que sao dominios e conjuntos

que nao sao.

1. Sao dominios:
(i) C={(z,y); z,y € R}
(ii) o conjunto C* = C\ {0,0}
(iii) qualquer anel A = {z € C; a < |z — 2| < b}.
2. Nao sao dominios:
(i) C\R
(i) D(1,1/2)U D(i,1/2).
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Apéndice C

Funcoes Reais de duas Variaveis

Definigao C.1. Sejam f : D C R? — R uma funcao, (zg, o) um ponto de acu-

mulacao de D e L um nimero real. Definimos

lim  f(z,y) =1L

(z,y)—(x0,y0)

significa que, para todo € > 0, existe um ¢ > 0 tal que se

0<v(z—20)2+ (y—u)? <0 =|f(z,y) — L| <e.

Definicao C.2. Diremos que uma funcao f : U — R, U C R2, é diferencidvel no
af

ponto a = (x,yp) € U quando existirem as derivadas parciais = (o, %), 8—y(:v0, Yo)

ox

e além disso, para todo vetor v = (h, k) tal que a + v € U, tivermos

£+ oo + ) — F(z0,50) = 2L (20, y0)h + 2L (0, o)k + 7 (1, )

ox dy
onde lim M =0.
(h,k)—(0,0) | (h, k)]
A condigao lim, k)— 0,0 7(h, k)/|(h,k)| = 0 significa, entretanto, mais do que

r(h, k) — 0 ; ela quer dizer que r(h, k) tende a zero mais rapidamente do que |(h, k)|.

Definigao C.3. Uma funcao f : U — R?, definida no aberto U C R?, diz-se de

classe C!' quando existem, em cada ponto x € U, as derivadas parciais a—(az,y) e
x

0
—f(x, y), onde cada derivada é continua em U.

dy
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C. Funcoes Reais de duas Varidveis

Teorema C.1 (de Green). Sejam U CR? e f: U — R? de classe C'. Seja V. C U

um subconjunto satisfazendo:

(i) 'V é compacto

(ii) OV consiste de um nimero finito de curvas de Jordan suaves por partes
(i1i) V \ OV € um dominio

Suponha que V e OV tem orientagio compativel. Escrevendo f(x,y) =

(u(z,y),v(x,y)), temos que

/f:/ ud:z:—l—vdy:// (@—@) dx dy.
v v v \dz Jy

0
Demonstracao. Provemos que / udr = —/  dx dy.
v dy

1%
Considere

V=A{(z,y); a <z <b gi(z) <y < gola)}

Y 13 -
| |
12
Ya
|
| |
| |
| Y1 |
| |
a b X
A fronteira consiste dos quatro caminhos
n(t) = (¢ ad), a<t<b
VQ(t) = (ba t)a 451 (a S t S 92(a)
() = (tg(1)), a<t<b
’74(t) = (CL, t)? gl(a) S t S 92((l>

Para que V' e OV tenham orientacao compativel devemos ter

OV =y x 2 %73 * 7y -
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C. Funcoes Reais de duas Varidveis

/ ud:c:/ud:c—l—/ud:c—l—/
oV 7 Y2 V3

3

Agora

ud:c—l—/ u dx
-

4

mas, para 7y, € 4 temos z’(t) = 0 e portanto as integrais sdo nulas ao longo desse

/ ud:v:/ud:r—/ud:v.
oV 7 3

caminhos. Ficamos com

Essas se expressam por

/Vludx:/abU(t,gl(t)) dt e /ﬂ“dz:/abu(t,gg(t)) dt

e temos

b
/ udr = / [u(t, g1(t)) — u(t, g2(t))] dt. (C.1)

Por outro lado

// dxdy—//g2 o dy it = /ab[u(t,gg(t))—u(t,gl(t))]dt (C.2)

Dai, de e concluimos que

/6\/de__/ —dxdy (C.3)

De maneira analoga mostramos que

ov
v d ://—dxd. CA4
/BV Y L ar (C.4)

Somando as equagcoes e obtemos

/ udx—i—vdy:// (@—@) dx dy.
v v \dz Jy
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