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MACAPÁ
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COMPLEXA E APLICAÇÃO NO TEOREMA
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”0 Esṕırito Divino expressou-se sublimemente

nesta maravilha da análise, neste portento do

mundo das ideias, este anf́ıbio entre o ser e o

não ser, que chamamos de raiz imaginária da

unidade negativa.”

(Gottfried Wilhelm Leibniz)



RESUMO

Neste trabalho, faremos um estudo introdutório de funções complexas de uma variável

complexa e daremos uma aplicação dessa teoria na demonstração do Teorema Fundamen-

tal da Álgebra, mostrando que todo polinômio P : C −→ C de grau n, possui precisamente

n zeros, contados com multiplicidade. Para isso, foi necessário o estudo das funções holo-

morfas e condições de Cauchy-Riemann, sequências e séries de números complexos para

o desenvolvimento de funções anaĺıticas, da teoria integral de Cauchy juntamente com

suas fórmulas de integração, da série de Laurent para o entendimento de singularidades

e reśıduos e de teoremas importantes, como o prinćıpio do argumento e o teorema de

Rouché.

Palavras-chave: Funções holomorfas. Fórmula Integral de Cauchy. Teorema de Rouché.

Teorema Fundamental da Álgebra.



ABSTRACT

In this work, we will make an introductory study of complex functions of a complex vari-

able and apply this theory to the demonstration of the Fundamental Theorem of Algebra,

showing that any polynomial P : C −→ C degree n, has precisely n zeros, counted with

multiplicity. For this, it was necessary to study the holomorphic functions and Cauchy-

Riemann conditions, complex sequences and series of numbers for the analytical functions

development, Cauchy’s integral theory combined with his integration formulas, Laurent

series for understanding singularities and residues and important theorems, such as the

principle of argument and Rouché’s theorem.

Keywords: Holomorphic Functions. Cauchy’s Integral Formula. Rouché’s Theorem.

Fundamental Theorem of Algebra.
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Notações

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

• C denota o conjunto dos números complexos;

• D(a, r) denota o disco aberto de centro em a e raio r;

• D(a, r) denota o disco fechado de centro em a e raio r;

• ∂D(a, r) denota o ćırculo de centro em a e raio r;

• γ denota uma curva em C;

• R(∆) denota a região fechada delimitada pelo triângulo ∆;

• Dγj denota o disco aberto delimitado pelo ćırculo γj;

• res(f, a) denota o reśıduo da função f no ponto a.

• C \ V denota o complementar de V em relação a C.
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2.3 Séries de Potências . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Introdução

A teoria das funções de variável complexa foi desenvolvida e estudada ao longo da

história da matemática por diversos matemáticos, os quais podemos citar alguns dos mais

importantes, como: Gauss, Cauchy e Riemann. Uma das grandes contribuições de Gauss

à essa teoria se dá pela demonstração, em sua tese de doutorado, do que conhecemos

hoje como Teorema Fundamental da Álgebra, e anos após exibiu outras demonstrações

do mesmo teorema. Cauchy ficou conhecido por ser o fundador dessa teoria, por seus

diversos trabalhos publicados na área, podemos citar aqui as suas fórmulas de integração,

ferramentas importantes na pesquisa realizada, de onde derivam resultados únicos dessa

teoria. Por fim, mas não menos importante, a principal contribuição de Riemann é devido

ao par de equações, hoje denominadas equações de Cauchy-Riemann. Existem também

outras contribuições de Riemann mas que não mostraremos neste trabalho mas podemos

citar, pois temos a intenção de estudá-los posteriormente, estes são: a esfera de Riemann,

superf́ıcies de Riemann e a famosa função zeta de Riemann.

O texto está organizado da seguinte forma:

No caṕıtulo 1, apresentamos as funções complexas de variável complexa, conceitos

básicos sobre transformações, limites e suas propriedades, teoremas sobre limites, con-

tinuidade, a definição de derivada e fórmulas de derivação. Em seguida provaremos as

condições de Cauchy-Riemann, dando condições necessárias e suficientes para a existência

da derivada f ′(z0). E continuaremos, dando a definição mais importante do trabalho, a

de função holomorfa. E por fim, um breve estudo das funções elementares, a exponencial

e logaŕıtmica de variável complexa.

No caṕıtulo 2 faremos um breve estudo de sequências de números complexos, defi-

nindo limite de uma sequência, e demonstrando teoremas que relacionam o limite de uma

sequência de números complexos com o limite das sequências de números reais que con-

vergem para a parte real e outra para a parte imaginária, veremos também um importante

13



critério de convergência - o critério de Cauchy. Entrando no estudo de série, veremos o

critério mais elementar para convergência de uma série, o critério da comparação, que en-

volve séries de números reais não negativos. Apresentamos também as séries de potências

e o conceito fundamental de raio de convergência. E por fim definiremos função anaĺıtica,

e mostraremos que toda função anaĺıtica é holomorfa no seu disco de convergência.

No caṕıtulo 3, estudaremos a teoria de integração de funções de variável complexa

desenvolvida por Cauchy. Veremos as definições e propriedades básicas da integral, es-

tudaremos a existência de primitivas em domı́nios, mostraremos um teorema equivalente

ao Teorema Fundamental do Cálculo para funções de variável complexa e veremos os te-

oremas mais importantes do caṕıtulo, são eles: Teorema de Cauchy-Gousart, Fórmulas

Integrais de Cauchy, Estimativas de Cauchy, Teorema de Liouville, uma versão do Teo-

rema Fundamental da Álgebra, mostrando que todo polinômio P : C −→ C não constante

possui pelo menos um zero em C, o Teorema de Cauchy e por último, a forma mais geral

da primeira Fórmula Integral de Cauchy.

No caṕıtulo 4 estudaremos as singularidades de uma função holomorfa através da

série de Laurent. Classificaremos os tipos de singularidades, com destaque principal para

a singularidade remov́ıvel e polo de ordem k. Definiremos o reśıduo através da série de

Laurent e demonstraremos o teorema dos reśıduos. E na última seção demonstraremos

o prinćıpio do argumento, apresentando uma fórmula capaz de calcular zeros e polos de

uma função holomorfa. Mostraremos o teorema de Rouché e como consequência deste,

mostraremos a versão mais geral do Teorema Fundamental da Álgebra, mostrando que

todo polinômio de grau n possui precisamente n zeros, todos contados tantas vezes for

sua multiplicidade.

Durante a pesquisa bibliográfica para a elaboração deste trabalho utilizamos como

principais referências [2], [4] e [7]. Como complementação em diversos aspectos da teoria

foram utilizadas as referências [1], [3], [5] e [6].

E por fim, as figuras presentes no trabalho foram feitas pelo autor utilizando o software

Inkscape.
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Caṕıtulo 1

Funções Holomorfas

1.1 Funções complexas de variável complexa

Quando z designa qualquer um dos números de um conjunto S de números complexos,

chamamos z de variável complexa. Se, para cada valor de z em S, o valor de uma segunda

variável complexa w é determinado, então w é o valor que a função de variável complexa

f assume no ponto z:

f : S −→ C

z 7−→ w = f(z)

Nesse caso o conjunto S diz-se domı́nio1 de definição da função f . Os valores f(z), cor-

respondentes a todos os z em S, constituem um outro conjunto R de números complexos,

conhecido como conjunto imagem da função f .

Cada uma das seguintes funções

f1(z) = z3 + 2iz − 3, f2(z) = |z|, f3(z) =
1

z2 + 1
(1.1)

está definida em qualquer subconjunto do plano complexo, com exceção de f3, que está

definida em conjuntos que não contenham os pontos z = ±i.

Se u e v são duas funções reais quaisquer das variáveis x e y, então u+ iv é uma função

de z. Reciprocamente, toda função f(z) tem partes real e imaginária bem definidas, as

quais são funções reais de x e y. Se u e v designam tais partes, então f(z) = u(x, y) +

iv(x, y).

1Evitaremos usar a palavra domı́nio aqui, pois, esta tem uma definição particular para o que será
realizado nos próximos caṕıtulos, especialmente no caṕıtulo 3. Veja a definição B.11.
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1. Funções Holomorfas

Por exemplo, se f(z) = z2, temos para z = x+ iy

f(z) = (x+ iy)2 = (x2 − y2) + i2xy

então

u(x, y) = x2 − y2 e v(x, y) = 2xy.

Como outro exemplo, a função

f4(z) = y

∫ ∞
0

e−xt dt+ i

∞∑
n=0

yn (1.2)

está definida na região onde x > 0 e −1 < y < 1, visto que a integral imprópria existe

e a série infinita converge somente quando x e y são assim restritos. Podemos reescrever

(1.2) de outra maneira, pois

y

∫ ∞
0

e−xt dt = y lim
a→∞

∫ a

0

e−xt dt = y lim
a→∞

(
e−xa

−x
− 1

−x

)
=
y

x
, x > 0

e
∞∑
n=0

yn =
1

1− y
, se |y| < 1.

Portanto

f4(z) =
y

x
+ i

1

1− y
.

Se n é zero ou um inteiro positivo e se a0, a1, . . . , an são constantes complexas, a função

P (z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · ·+ anz

n (an 6= 0)

é um polinômio em z, de grau n. Observe que a soma aqui tem um número finito de termos.

Todo polinômio está definido em qualquer subconjunto do plano complexo. Quocientes de

polinômios, P (z)/Q(z), também chamados funções racionais, são definidos para todos os

z exceto aqueles para os quais Q(z) = 0. A função f3 em (1.1) é um exemplo. Polinômios

e seus quocientes constituem duas classes elementares, mas importantes, de funções de

uma variável complexa.

16



1. Funções Holomorfas

1.2 Transformações

Propriedades de uma função real f , de uma variável real x, são demonstradas geome-

tricamente pelo gráfico da função. Entretanto, quando w = f(z) e as variáveis w e z são

complexas, com w(u, v) e z(x, y) não dispomos de tal representação gráfica da função f ,

uma vez que precisamos de um plano para a representação dos pares de variáveis de y×x

e u×v. Algumas informações sobre a função podem, entretanto, ser obtidas graficamente,

exibindo-se conjuntos de pontos correspondentes z = x + iy e w = u(x, y) + iv(x, y). É

mais simples, em geral, desenhar dois planos complexos separadamente para as variáveis

z e w; para cada ponto (x, y) no plano-z, subconjunto onde f está definida, existe um

ponto (u, v) no plano-w, onde w = u+ iv.

A correspondência entre pontos nos dois planos se diz aplicação ou transformação de

pontos no plano-z em pontos no plano-w pela função f . Pontos w são, então, imagens de

pontos z.

x

y

u

v
f

z w

Figura 1.1: Representação de uma transformação.

Exemplo 1.1. Como ilustração, a função

f(z) =
√
x2 + y2 − iy

leva os pontos de cada ćırculo x2 + y2 = c2, onde c ≥ 0, em alguns pontos da reta u = c,

pois u =
√
x2 + y2.

Mas, para se ter todos os pontos z no ćırculo, y deve assumir todos os valores de −c

até c e, como v = −y, v varia de c a −c. A imagem do ćırculo, u = c, −c ≤ v ≤ c, é o

segmento de reta u = c compreendido entre as retas v = u e v = −u. Visto que os dois

pontos z = x+ iy e z = −x+ iy têm a mesma imagem w, cada ponto do segmento, exceto

as extremidades, é a imagem de dois pontos do ćırculo.
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1. Funções Holomorfas

x

z

w

c
u

v

c

y

Figura 1.2: Transformação do exemplo 1.1.

1.3 Limites

Seja f uma função definida em todos os pontos de uma vizinhança de um ponto z0,

exceto, eventualmente, no próprio ponto z0. A afirmação de que o limite desta função,

quando z tende para z0, é um número w0,

lim
z→z0

f(z) = w0, (1.3)

significa que o valor f(z) da função é arbitrariamente próximo do valor w0 para todos

os pontos z numa vizinhança de z0, exceto, eventualmente, para z = z0, quando essa

vizinhança se torna suficientemente pequena. Vamos enunciar esta definição de uma

forma precisa e utilizável.

Definição 1.1. Dados uma função f e dois números complexos z0 e w0, a afirmação (1.3)

significa que, para cada número positivo ε, existe um número positivo δ tal que

0 < |z − z0| < δ =⇒ |f(z)− w0| < ε.

Graficamente a definição 1.1 exige que, para cada número positivo ε, exista um certo

número positivo δ, tal que todos os pontos z, exceto z0, interiores ao ćırculo |z − z0| = δ

no plano-z, tenham suas imagens w = f(z) no interior do ćırculo |w−w0| = ε no plano-w,

para qualquer ε > 0.

18



1. Funções Holomorfas

u

v

x

y

w z

� �
z0w
0

f

Figura 1.3: Interpretação geométrica da definição 1.1.

Vamos aplicar a definição para provar que

lim
z→1

z2 − 1

z − 1
= 2.

Dado ε > 0, queremos encontrar δ(ε) tal que∣∣∣∣z2 − 1

z − 1
− 2

∣∣∣∣ < ε sempre que 0 < |z − 1| < δ.

Notemos que∣∣∣∣z2 − 1

z − 1
− 2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(z + 1)(z − 1)

z − 1
− 2

∣∣∣∣ = |z + 1− 2| = |z − 1| < δ = ε.

Portanto, se tomarmos δ = ε teremos∣∣∣∣z2 − 1

z − 1
− 2

∣∣∣∣ < ε sempre que 0 < |z − 1| < δ.

1.3.1 Teoremas sobre limites

Teorema 1.1. Sejam f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x+ iy e z0 = x0 + iy0. Então o limite

de f existe em z0 e é igual a u0 + iv0

lim
z→z0

f(z) = u0 + iv0 (1.4)

se, e somente se, os limites das partes real e imaginária de f(z), u(x, y) e v(x, y) respec-
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1. Funções Holomorfas

tivamente, existem em (x0, y0) e são iguais a u0 e v0 respectivamente, ou seja,

lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = u0 e lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = v0. (1.5)

Demonstração. Para provar o teorema, primeiramente assumimos que o limite em (1.4)

seja verdadeiro. Então, para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que 0 < |z − z0| < δ =⇒

|f(z)− (u0 + iv0)| < ε, ou seja,

0 < |x− x0 + i(y − y0)| < δ =⇒ |u− u0 + i(v − v0)| < ε.

Como |u−u0| ≤ |(u−u0)+ i(v−v0)| e |v−v0| ≤ |(u−u0)+ i(v−v0)| (ver apêndice A)

e sabendo que |x−x0 +i(y−y0)| =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2, segue-se da última implicação

que

0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ =⇒ |u− u0| < ε e |v − v0| < ε.

Logo, usando a definição C.1 de limite de funções de duas variáveis

lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = u0 e lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = v0.

Reciprocamante, se as condições em (1.5) estão satisfeitas, então usando novamente a

definição C.1, para cada ε > 0, existem δ1 > 0 e δ2 > 0 tais que

0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ1 =⇒ |u− u0| <
ε

2

e

0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ2 =⇒ |v − v0| <
ε

2
.

Agora, tomando δ = min{δ1, δ2}, tem-se

0 < |x− x0 + i(y − y0)| < δ =⇒ |u− u0 + i(v − v0)| ≤ |u− u0|+ |v − v0| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Portanto, lim
z→z0

f(z) = u0 + iv0.

Teorema 1.2. Sejam f e g funções cujos limites existem em z0:

lim
z→z0

f(z) = w1 e lim
z→z0

g(z) = w2.
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Então

(i) lim
z→z0

f(z) + g(z) = w1 + w2;

(ii) lim
z→z0

f(z)g(z) = w1w2;

(iii) lim
z→z0

f(z)

g(z)
=
w1

w2

, se w2 6= 0.

Demonstração. Ver [1], p. 44.

1.4 Continuidade

Definição 1.2. Dizemos que uma função f de variável complexa z é cont́ınua em z0 se

dado ε > 0 existir δ > 0 tal que se

|z − z0| < δ então |f(z)− f(z0)| < ε.

Diremos simplesmente que uma função é cont́ınua se esta for cont́ınua em todos os

pontos de C.

Proposição 1.3. Uma função de variável complexa f , dada por f(z) = u(x, y)+ iv(x, y),

é cont́ınua em z0 se, e somente se u e v são cont́ınuas em (x0, y0).

Demonstração. Primeiramente, supomos que f seja cont́ınua, ou seja,

lim
z→z0

f(z) = f(z0) = u(x0, y0) + iv(x0, y0)

do teorema 1.1 temos

lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = u0 e lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = v0,

ou seja, u e v são cont́ınuas em (x0, y0).

Agora, supondo que u e v são cont́ınuas em (x0, y0), temos

lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = u0 e lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = v0,
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dáı, pelo teorema 1.1 temos que

lim
z→z0

f(z) = u(x0, y0) + iv(x0, y0) = f(z0)

conclúımos que f é cont́ınua em z0.

Proposição 1.4. Se g : A −→ B é cont́ınua em z0 ∈ A e se f : B −→ C é cont́ınua no

ponto g(z0) ∈ B, então a função composta f ◦ g : A −→ C é cont́ınua no ponto z0.

Demonstração. Ver [7], p. 38.

1.5 A derivada

Tudo o que foi visto até aqui, todas as definições e teoremas, são bem semelhantes

ao estudo de funções de variáveis reais. Aqui começaremos a ver algumas diferenças

entre funções de variável real e funções de variável complexa. Veremos que trabalhar com

funções holomorfas nos dá muito mais consequências do que considerar funções que sejam

apenas deriváveis. Então passemos à definição.

Definição 1.3. Sejam A ⊂ C um aberto2, z0 um ponto de A e f : A −→ C uma função

complexa. Se existir o limite

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

esse é chamado a derivada de f(z) no ponto z0 e denotada por f ′(z0).

Exemplo 1.2. Se f(z) = z2 então f ′(z0) = 2z0, para qualquer ponto z0 ∈ C.

De fato, o limite

f ′(z0) = lim
z→z0

z2 − z2
0

z − z0

= lim
z→z0

(z − z0)(z + z0)

z − z0

= lim
z→z0

(z + z0) = 2z0.

Logo, f ′(z0) = 2z0.

Proposição 1.5. Se f é derivável em z0, então é cont́ınua neste ponto.

Demonstração. Quando f ′(z0) existe, temos, pelo item (ii) do teorema 1.2 e a definição

1.3 de derivada que

lim
z→z0

(f(z)− f(z0)) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

(z − z0) = f ′(z0) · 0 = 0.

2Ver definição B.1 no apêndice B.
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Segue dáı que

lim
z→z0

(f(z)− f(z0)) = 0⇐⇒ lim
z→z0

f(z) = f(z0).

Assim, f é necessariamente cont́ınua em todo ponto z0 onde sua derivada existe.

1.6 Fórmulas de derivação

As fórmulas básicas de derivação abaixo podem ser deduzidas da definição 1.3 de

derivada e dos teoremas sobre limites exatamente como no caso de variáveis reais.

Proposição 1.6. Seja c ∈ C. Se f e g são deriváveis em z0, então

(i) (cf)′(z0) = cf ′(z0)

(ii) (f + g)′(z0) = f ′(z0) + g′(z0)

(iii) (fg)′(z0) = f(z0)g′(z0) + g(z0)f ′(z0)

(iv)

(
f

g

)′
(z0) =

g(z0)f ′(z0)− f(z0)g′(z0)

[g(z0)]2
.

Demonstração. Ver [7], p. 40.

1.7 As condições de Cauchy-Riemann

Nesta seção, veremos as condições de Cauchy-Riemann, um resultado muito impor-

tante para funções deriváveis de variável complexa, pois com essas equações é posśıvel

obter uma fórmula para a derivada de uma função de variável complexa. Veremos também

quais condições, aliadas às equações de Cauchy-Riemann, garantem a derivabilidade de

uma função de variável complexa.

Suponha que a função f(z) = u(x, y) + iv(x, y), com z = x + iy, tenha derivada no

ponto z0 = x0 + iy0, f ′(z0) = a+ ib. Pela definição 1.3 temos

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

= a+ ib.

Temos também que

f(z)− f(z0)

z − z0

=
(u(x, y) + iv(x, y))− (u(x0, y0) + iv(x0, y0))

(x+ iy)− (x0 + iy0)
. (1.6)
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Como existe a derivada em z0, podemos nos aproximar desse ponto por qualquer

direção. Faremos a aproximação ao ponto z0, horizontal e verticalmente.

Aproximando do ponto z0, horizontalmente, temos y = y0. A igualdade em (1.6) fica

f(z)− f(z0)

z − z0

=
(u(x, y0) + iv(x, y0))− (u(x0, y0) + iv(x0, y0))

(x+ iy0)− (x0 + iy0)

=
(u(x, y0)− u(x0, y0)) + i(v(x, y0)− v(x0, y0))

x− x0

=
u(x, y0)− u(x0, y0)

x− x0

+ i
v(x, y0)− v(x0, y0)

x− x0

.

Quando z −→ z0, o lado esquerdo tende a f ′(z0) e pelo teorema 1.1 o lado direito

tende para

a =
∂u

∂x
(x0, y0) e b =

∂v

∂x
(x0, y0). (1.7)

Agora, aproximando do ponto z0, verticalmente, temos x = x0 e a igualdade em (1.6)

fica

f(z)− f(z0)

z − z0

=
(u(x0, y) + iv(x0, y))− (u(x0, y0) + iv(x0, y0))

(x0 + iy)− (x0 + iy0)

=
(u(x0, y)− u(x0, y0)) + i(v(x0, y)− v(x0, y0))

i(y − y0)

=
v(x0, y)− v(x0, y0)

y − y0

− iu(x0, y)− u(x0, y0)

y − y0

.

Quando z −→ z0, o lado esquerdo tende a f ′(z0) e pelo teorema 1.1 o lado direito

tende para

a =
∂v

∂y
(x0, y0) e b = −∂u

∂y
(x0, y0). (1.8)

Portanto, por (1.7) e (1.8) obtemos as equações

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0) e

∂v

∂x
(x0, y0) = −∂u

∂y
(x0, y0). (1.9)

Essas equações são conhecidas como as condições de Cauchy-Riemann. Assim, quando

f ′(z0) existe, podemos escrevê-la na seguinte forma

f ′(z0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0)− i ∂u

∂y
(x0, y0).

Com isso, acabamos de demonstrar o seguinte teorema.
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Teorema 1.7 (Condições Necessárias). Se a função f(z) = u(x, y)+i v(x, y) tem derivada

no ponto z0 = x0 + i y0 então

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0) e

∂v

∂x
(x0, y0) = −∂u

∂y
(x0, y0)

e sua derivada é dada pela fórmula

f ′(z0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0)− i ∂u

∂y
(x0, y0).

Exemplo 1.3. Consideremos a função f(z) = z2. Vimos no exemplo 1.2 que sua derivada

existe para todo z0 ∈ C e é dada por f ′(z0) = 2z0. Assim, as condições de Cauchy-Riemann

(1.9) devem ser satisfeitas em todos os pontos z ∈ C. Lembremos que u(x, y) = x2− y2 e

v(x, y) = 2xy, logo

∂u

∂x
= 2x =

∂v

∂y
e

∂v

∂x
= 2y = −∂u

∂y
.

E portanto

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= 2x+ i2y = 2(x+ iy) = 2z.

O teorema 1.7 apresenta condições necessárias para a existência de f ′(z). Agora,

veremos quais condições sobre u e v que garantem a existência da derivada f ′(z).

Teorema 1.8 (Condições Suficientes). Seja f : A −→ C, A ⊂ C aberto, f(z) = u(x, y) +

i v(x, y), uma função complexa tal que as derivadas parciais
∂u

∂x
,
∂v

∂x
,
∂v

∂y
,
∂u

∂y
existem em

A e são cont́ınuas no ponto z0 = x0 + i y0 ∈ A. Se as condições de Cauchy-Riemann são

satisfeitas no ponto z0, então f é derivável em z0.

Demonstração. Como u e v e suas derivadas parciais são cont́ınuas em z0 = (x0, y0), todas

elas são definidas numa certa vizinhança desse ponto. Quando (x0 +h, y0 +k) é um ponto

dessa vizinhança, pela definição C.2, podemos escrever

u(x0 + h, y0 + k)− u(x0, y0) =
∂u

∂x
(x0, y0)h+

∂u

∂y
(x0, y0)k + E1(h, k)

e

v(x0 + h, y0 + k)− v(x0, y0) =
∂v

∂x
(x0, y0)h+

∂v

∂y
(x0, y0)k + E2(h, k)
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onde E1(h, k) e E2(h, k) tendem a zero quando z tende a z0. Portanto, fazendo x = x0 +h,

y = y0 + k e E(h, k) = E1(h, k) + i E2(h, k), temos

f(z)− f(z0) = [u(x, y) + iv(x, y)]− [u(x0, y0) + iv(x0, y0)]

= [u(x, y)− u(x0, y0)] + i[v(x, y)− v(x0, y0)]

=

(
∂u

∂x
(x0, y0)h+

∂u

∂y
(x0, y0)k + E1(h, k)

)
+ i

(
∂v

∂x
(x0, y0)h+

∂v

∂y
(x0, y0)k + E2(h, k)

)
=

(
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0)

)
h+

(
∂u

∂y
(x0, y0) + i

∂v

∂y
(x0, y0)

)
k + E(h, k).

Por hipótese as condições de Cauchy-Riemann (1.9) estão satisfeitas no ponto (x0, y0)

e portanto, temos

f(z)− f(z0) =

(
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0)

)
(h+ ik) + E(h, k).

Agora, dividindo por w = z − z0 = [(x0 + h) + i(y0 + k)]− (x0 + iy0) = h+ ik, temos

f(z)− f(z0)

z − z0

=

(
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0)

)
+
E(h, k)

h+ ik

e fazendo z → z0 (w → 0)

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

=

(
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0)

)
+ lim

(h,k)→(0,0)

E(h, k)

h+ ik
.

Resta mostrar que lim
(h,k)→(0,0)

E(h, k)

h+ ik
= 0. Como E(h, k) = E1(h, k) + iE2(h, k), então

E(h, k)

h+ ik
=

E1(h, k) + iE2(h, k)

h+ ik

=

(
E1(h, k) + iE2(h, k)

h+ ik

)(
h− ik
h− ik

)
=

1

|w|2
[(hE1(h, k) + kE2(h, k)) + i(hE2(h, k)− kE1(h, k))].

Pelo teorema 1.1 basta mostrar que a parte real e a parte imaginária de
E(h, k)

h+ ik
tendem

a zero quando w → 0. Como E1(h, k) e E2(h, k) tendem a zero quando w → 0, logo

lim
(h,k)→(0,0)

(hE1(h, k) + kE2(h, k)) = 0 e lim
(h,k)→(0,0)

(hE2(h, k)− kE1(h, k)) = 0.
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O que implica que

lim
(h,k)→(0,0)

E(h, k)

h+ ik
= 0.

Portanto

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

=
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0),

ou seja, a derivada f ′(z0) existe e é igual a

f ′(z0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0).

De maneira análoga mostramos que

f ′(z0) =
∂v

∂y
(x0, y0)− i∂u

∂y
(x0, y0).

Exemplo 1.4. A função f(z) = |z|2 é cont́ınua em todo ponto. Mostremos que sua

derivada existe somente no ponto z = 0.

De fato, o teorema 1.8 nos diz que

∂u

∂x
= 2x,

∂u

∂y
= 2y,

∂v

∂x
= 0 e

∂v

∂y
= 0.

Logo, como as derivadas parciais são cont́ınuas e as condições de Cauchy-Riemann

valem apenas quando x = 0 = y, temos f ′(0) = 0.

1.8 Funções Holomorfas

A seguir, veremos a sutil diferença entre a definição de funções deriváveis para funções

holomorfas. Estas últimas, serão as funções que trabalharemos nos caṕıtulos posteriores.

Considerar funções holomorfas nos dão resultados fascinantes, que não veremos nesta

seção, mas sim no caṕıtulo 3, na teoria de integral. Os resultados que veremos não estão

presentes nas funções de variável real, é isso que torna a teoria das funções holomorfas

”poderosa”.

Definição 1.4. Seja f : A −→ C, com A ⊂ C aberto, uma função complexa. Dizemos

que f é holomorfa em um ponto z0 ∈ A, se sua derivada f ′(z) existe não só em z0 como
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também em todo ponto z de uma vizinhança de z0. f é holomorfa em A, se for holomorfa

em todos os pontos z ∈ A.

Com isso, vemos que uma função holomorfa é mais do que ser diferenciável.

Proposição 1.9. Se f, g : A −→ C e h : B −→ A, com A,B ⊂ C, são funções holomorfas,

então as seguintes funções também são holomorfas:

(i) f + g

(ii) f · g

(iii)
f

g
, em todos os pontos onde g não se anula.

(iv) f ◦ h.

Demonstração. Veja [6], p.111.

Exemplo 1.5. O polinômio

P (z) = anz
n + · · ·+ a1z + a0, n ∈ N, an 6= 0,

é holomorfo em todo plano C. Para ver isso, basta mostrar que um monômio f(z) = zn

é holomorfo e utilizar a proposição 1.5. Denotando por Zn a seguinte soma

Zn = zn−1 + zn−2z0 + · · ·+ zzn−2
0 + zn−1

0 . (1.10)

Multiplicando (1.10) por z e outra vez por z0 obtemos as igualdades

Znz = zn + zn−1z0 + · · ·+ z2zn−2
0 + zzn−1

0 . (1.11)

Znz0 = zn−1z0 + zn−1z2
0 + · · ·+ zzn−1

0 + zn0 . (1.12)

Subtraindo (1.11) e (1.12), obtemos

Zn(z − z0) = zn − zn0

e se z 6= z0 temos

Zn =
zn − zn0
z − z0

(1.13)
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E de (1.10) e (1.13) obtemos a igualdade

zn − zn0
z − z0

= zn−1 + zn−2z0 + · · ·+ zzn−2
0 + zn−1

0 .

Além disso, f(z) = zn é continua em todo plano, logo

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

= nzn−1
0

e concluimos que f ′(z) = nzn−1 qualquer que seja z ∈ C. Dáı vem que

P ′(z) = nanz
n−1 + · · ·+ 2a2z + a1.

Uma função complexa f , definida em todo C e que é holomorfa em C é chamada

função inteira.

Definição 1.5. Um ponto singular de uma função complexa f (ou singularidade de f) é

um ponto z0 tal que existe um disco D(z0, r) no qual f é holomorfa exceto no ponto z0.

Exemplo 1.6. A função f(z) =
1

z
está definida em C \ {0}, z = 0 é uma singularidade

de f . De fato, temos

f ′(z) = − 1

z2

e sua derivada não está definida para z = 0.

1.9 Funções Elementares

Nesta seção, estudaremos brevemente algumas funções conhecidas do cálculo de funções

de variável real, a exponencial e a logaŕıtmica. Veremos que são funções holomorfas e no-

taremos na forma como estão definidas, que essas funções possuem algumas propriedades

ausentes nas funções exponenciais e logaŕıtmicas de variável real

1.9.1 A Exponencial

Definição 1.6. A função exponencial complexa é definida por

exp (z) = ex(cos y + i sin y).
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Mostremos que exp (z) é uma função inteira. Primeiramente observe que exp (z) está

definida para todo z ∈ C. Além disso suas componentes são

u(x, y) = ex cos y, v(x, y) = ex sin y

e temos

∂u

∂x
= ex cos y,

∂u

∂y
= −ex sin y,

∂v

∂x
= ex sin y,

∂v

∂y
= ex cos y

e se cumprem as condições de Cauchy-Riemann (1.9). Da continuidade dessas derivadas

parciais concluimos, pelo teorema 1.8, que exp (z) é holomorfa em todo C e, portanto, é

uma função inteira. Além disso, sua derivada é dada por

exp′ (z) =
∂u

∂x
(x, y) + i

∂v

∂x
(x, y) = ex cos y + i ex sin y = exp (z).

Apresentemos agora algumas propriedades da exponencial complexa:

(i) exp (z1) exp (z2) = exp (z1 + z2)

(ii)
exp (z1)

exp (z2)
= exp (z1 − z2)

(iii) exp (z)n = exp (nz), ∀n ∈ Z

(iv) exp (z)
1
n = exp

(
z + 2πik

n

)
para 1 ≤ k ≤ n

(v) exp (z + 2πi) = exp (z) (propriedade de periodicidade).

Para a demonstração das propriedades acima, veja [7], p. 49.

1.9.2 O Logaritmo

No caso real, a função logaritmo é a inversa da função exponencial, isto é, um número

real y é o logaritmo do número real positivo x, log (x) = y, se, e somente se, ey = x.

No caso complexo temos um problema pois a exponencial complexa é periódica. Assim

sendo, é preciso certa cautela para inverte-la pois não é posśıvel obter uma única função

f satisfazendo

exp (f(z)) = z (1.14)
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porque, dada uma função f , para a função g(z) = f(z) + 2πik, k ∈ Z, também vale que

exp (g(z)) = exp (f(z) + 2πik) = exp (f(z)) exp (2πik) = exp (f(z)).

Definição 1.7. Definimos a função chamada um ramo do logaritmo

log : Dφ −→ C

por

log z = log |z|+ i argφz.

O ramo do logaritmo definido no domı́nio D0, obtido retirando-se de C o semi-eixo

(x, 0), x ≤ 0, é chamado de ramo principal.

Temos que D0 = U1∪U2∪U3, onde U1 = {z ∈ C; Im(z) > 0}, U2 = {z ∈ C; Re(z) >

0} e U3 = {z ∈ C; Im(z) < 0}, conforme a figura 1.4.

x

y

U D1

2

3

U

U

0

Figura 1.4: Domı́nio D0 do ramo principal do log z

Para o ramo principal temos −π < arg0z < π e afirmamos que arg0 é uma função

cont́ınua em D0.

O ramo principal do logaritmo é uma função cont́ınua em D0. Vamos mostrar que ela

é holomorfa nesse domı́nio. Dado z0 ∈ D0, seja w0 ∈ C tal que ew0 = z0. Então

log′(z0) = lim
z→z0

log z − log z0

z − z0

.

Agora, fazendo w = log z, temos que, se z −→ z0 então w −→ w0, pois o ramo
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principal do logaritmo é uma função cont́ınua. Dáı temos

lim
z→z0

log z − log z0

z − z0

= lim
w→w0

w − w0

ew − ew0
= lim

w→w0

1
ew−ew0

w−w0

.

Como lim
w→w0

ew − ew0

w − w0

= exp′(w0) = ew0 = z0, temos que log′ z0 =
1

z0

. Portanto

log′(z) =
1

z
, qualquer que seja z ∈ D0.

O mesmo argumento utilizado acima mostra que o ramo de log definido em Dφ é

holomorfo, qualquer que seja φ.
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Caṕıtulo 2

Sequências e Séries de Números

Complexos

2.1 Sequências

Definição 2.1. Uma sequência de números complexos é uma função definida do conjunto

dos números naturais N no conjunto dos números complexos C,

z : N −→ C.

O número complexo z(n) é chamado o n-ésimo termo ou termo geral da sequência.

Dessa maneira a sequência fica expressa através do conjunto imagem de z, {z(n);n ∈

N}. Para simplificar a notação, escreveremos zn ao invés de z(n).

Exemplo 2.1. Exemplos de sequências:

1. uma sequência constante z, z, z, . . . dada pela função constante zn = z, qualquer que

seja n ∈ N.

2. os termos de uma progressão aritmética a, a + r, a + 2r, . . . , a + nr, . . . constituem

uma sequência cujo termo geral é zn = a+ nr.

3. a sequência formada pelos números primos p0 = 2, p1 = 3, p2 = 5, p3 = 7, p4 =

11, . . .. Esse exemplo ilustra o fato de que muitas vezes uma sequência, apesar

de perfeitamente definida, não podemos ter seu termo geral explicitado, já que é

imposśıvel obter uma fórmula para esses números.

33



2. Sequências e Séries de Números Complexos

Dizemos que (zn) é limitada se podemos encontrar um número real k > 0 tal que

|zn| ≤ k. Isso quer dizer que todos os pontos zn estão contidos no disco D(0, k), de centro

zero e raio k. (zn) é dita ilimitada, caso contrário.

Definição 2.2. Um número complexo z é limite da sequência (zn) se dado qualquer

número positivo ε, é posśıvel encontrar n0 ∈ N, tal que, se n ≥ n0 então |zn − z| < ε.

Exemplo 2.2. Exemplos de sequências convergentes:

1. a sequência constante zn = z converge a z.

2. a sequência zn = 1 +
i

n
, n ≥ 1 converge a 1.

3. a sequência zn =
1 + i√
n

, n ≥ 1 converge a zero. De fato, dado ε > 0 arbitrário,

podemos obter n0 ∈ N tal que n0 >
2

ε2
. Então n > n0 =⇒ 1

n
<

1

n0

<
ε2

2
=⇒

√
2√
n
< ε.

Mas

∣∣∣∣1 + i√
n

∣∣∣∣ =

√
2√
n

, ou seja, n > n0 =⇒
∣∣∣∣1 + i√

n
− 0

∣∣∣∣ < ε.

A sequência (zn) de números complexos pode ser escrita na forma zn = xn + iyn, onde

(xn) e (yn) são sequências de números reais.

Uma sequência que não possui limite é chamada divergente.

Exemplo 2.3. Exemplos de sequências divergentes:

1. a sequência zn = (−1)n. De fato, nenhum número complexo z pode ser limite de

zn, pois, dado ε =
1

2
, não existe n ∈ N tal que |zn− z| <

1

2
. Isso nos diz que o disco

D(z, 1
2
) não pode conter 1 e −1 simultaneamente.

2. a sequência zn = sin
nπ

2
também diverge, pois do mesmo modo, para ε =

1

2
, teremos

|zn − z| ≥
1

2
, para todo n ∈ N e qualquer número complexo z.

Proposição 2.1. A sequência (zn) converge para z = x+ iy se, e somente se (xn) −→ x

e (yn) −→ y.

Demonstração. (=⇒) Supondo que lim zn = z, ou seja, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

se n > n0

|zn − z| = |(xn + iyn)− (x+ iy)| = |(xn − x) + i(yn − y)| < ε
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mas

|xn − x| ≤ |(xn − x) + i(yn − y)| e |yn − y| ≤ |(xn − x) + i(yn − y)|

e isso significa que

n > n0 =⇒ |xn − x| < ε e |yn − y| < ε.

Portanto (xn) −→ x e (yn) −→ y.

(⇐=) Agora supondo que limxn = x e lim yn = y, ou seja, se dado ε > 0 existem

n1, n2 ∈ N tais que

n > n1 =⇒ |xn − x| <
ε

2

e

n > n2 =⇒ |yn − y| <
ε

2
.

Tomando n0 = max{n1, n2}, temos que se n > n0 então

|zn − z| = |(xn − x) + i(yn − y)| ≤ |xn − x|+ |yn − y| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Portanto lim zn = z.

Sequências convergentes satisfazem o seguinte.

Proposição 2.2. Sejam (zn) e (wn) sequências de números complexos satisfazendo lim
n→∞

zn =

α e lim
n→∞

wn = β. Então

(i) lim
n→∞

czn = cα, onde c ∈ C.

(ii) lim
n→∞

(zn + wn) = α + β.

(iii) lim
n→∞

znwn = αβ.

(vi) se α 6= 0, então lim
n→∞

1

zn
=

1

α
.

Demonstração. Ver [7], p. 62.

Teorema 2.3 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequência limitada de números complexos pos-

sui uma subsequência convergente.

Demonstração. Ver [5], p. 36.
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2. Sequências e Séries de Números Complexos

O critério mais importante e útil para decidir se uma sequência é convergente ou não

é o chamado Prinćıpio Geral da Convergência ou Prinćıpio de Cauchy, que diz o seguinte:

Teorema 2.4 (Critério de Cauchy). Dizemos que uma sequência (zn) de números comple-

xos converge se, e somente se, dado qualquer número ε > 0, é posśıvel encontrar n0 ∈ N

tal que.

n,m ≥ n0 =⇒ |zm − zn| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Demonstração. (=⇒) Seja (zn) uma sequência convergente. Mostremos que (zn) é de

Cauchy. Digamos que (zn) −→ a. Então, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que |zn − a| <
ε

2
.

Se m,n ≥ n0 então

|zn − zm| = |zn − a+ a− zm| ≤ |zn − a|+ |a− zm| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Portanto (zn) é de Cauchy.

(⇐=) Se (zn) é de Cauchy, mostraremos que é convergente. Primeiro mostremos que (zn)

é limitada. De fato, tomando ε = 1 encontramos n0 ∈ N tal que se m,n ≥ n0 então

|zn − zm| < 1, dáı se n ≥ n0 |zn| − |zn0 | < 1 =⇒ |zn| < 1 + |zn0|. Agora tomando

K = max{|z1|, |z2|, . . . , |zn0−1|, |zn0|, 1 + |zn0|}, temos |zn| ≤ K, logo (zn) é limitada. Pelo

Teorema de Bolzano-Weierstrass 2.3, (zn) possui uma subsequência (znk
) convergente.

Digamos que znk
−→ z. Agora precisamos mostrar que (zn) converge a z. Dado ε > 0

existe n0 ∈ N tal que se m,n ≥ n0 temos |zn − zm| <
ε

2
. E como (znk

) converge para z

temos que existe n1 ≥ n0 tal que |zn1 − z| <
ε

2
. Assim, para n ≥ n0, temos

|zn − z| = |zn − zn1 + zn1 − z| ≤ |zn − zn1|+ |zn1 − z| <
ε

2
+
ε

2
= ε

Portanto (zn) converge a z.

Por conta desse resultado, dizemos que C é completo.
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2. Sequências e Séries de Números Complexos

2.2 Séries de Números Complexos

Dada uma sequência (zn), podemos associar a ela uma nova sequência (sn), chamada

de sequência das somas parciais de (zn) e definida recursivamente por

s0 = z0

s1 = s0 + z1 = (z0) + z1

s2 = s1 + z2 = (z0 + z1) + z2

...

sn = sn−1 + zn = (z0 + z1 + · · ·+ zn−1) + zn
...

Observe que sn =
n∑
i=0

zi e que zn = sn − sn−1 para qualquer n ∈ N. Temos então:

Definição 2.3. Uma série numérica é a sequência (sn) gerada por uma sequência (zn) de

números complexos. A série gerada por (zn) é denotada por
∞∑
n=0

zn. Se a sequência (sn)

converge a s ∈ C, dizemos que a série
∞∑
n=0

zn converge e que sua soma é o número s. Se

(sn) diverge dizemos que a série
∞∑
n=0

zn diverge.

Vejamos alguns resultados importantes no estudo de séries numéricas:

Teorema 2.5. Escrevendo, zn = xn + iyn, temos que a série numérica

∞∑
n=0

zn =
∞∑
n=0

(xn + iyn)

converge se, e somente se, as séries de números reais
∞∑
n=0

xn e
∞∑
n=0

yn convergem

Demonstração. (=⇒) Para n ∈ N, temos que

z0 + z1 + · · ·+ zn = (x0 + x1 + · · ·+ xn) + i(y0 + y1 + · · ·+ yn).

Suponhamos que lim
n→∞

n∑
i=0

zi = a + ib, onde a, b ∈ R. Pela proposição 2.1 segue que

lim
n→∞

n∑
i=0

xi = a e lim
n→∞

n∑
i=0

yi = b, que são as somas das séries
∞∑
n=0

xn e
∞∑
n=0

yn, respectiva-

mente. Portanto
∞∑
n=0

xn e
∞∑
n=0

yn convergem.
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(⇐=) Reciprocamente, se lim
n→∞

n∑
i=0

xi = a e lim
n→∞

n∑
i=0

yi = b, então, pela proposição 2.1 segue

que lim
n→∞

n∑
i=0

zi = a+ ib, portanto

∞∑
n=0

zn =
∞∑
n=0

xn + i

∞∑
n=0

yn = a+ ib.

Proposição 2.6. Seja
∞∑
n=0

zn uma série de números complexos. Se
∞∑
n=0

zn converge então

a sequência (zn) converge a 0.

Demonstração. Pelo critério de Cauchy 2.4 temos que

lim
n→∞

|zn| = lim
n→∞

|sn − sn−1| = 0

Concluimos que lim
n→∞

zn = 0.

Definição 2.4. A série numérica
∞∑
n=0

zn é dita absolutamente convergente se a série

∞∑
n=0

|zn|, gerada por (|zn|), for convergente.

Proposição 2.7. Se a série
∞∑
n=0

zn é absolutamente convergente, então ela é convergente.

Demonstração. Seja sn = z0 + z1 + · · · + zn a n-ésima soma parcial de
∞∑
n=0

zn. Observe

que da desigualdade triangular A.2, tem-se

|sm+p − sm| ≤ |zm+1|+ |zm+2|+ · · ·+ |zm+p|

para quaisquer m, p ∈ N

Notemos também, que a n-ésima soma parcial de
∞∑
n=0

|zn| é dada por s′n = |z0|+ |z1|+

· · ·+ |zn| e, portanto

|s′m+p − s′m| = |zm+1|+ |zm+2|+ · · ·+ |zm+p|

dáı,

|sm+p − sm| ≤ |s′m+p − s′m| ∀ m, p ∈ N. (2.1)
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Por hipótese, a série
∞∑
n=0

|zn| converge. Então pelo Critério de Cauchy 2.4, dado ε > 0

existe n0 ∈ N tal que

m ≥ n0 =⇒ |s′m+p − s′m| < ε.

De (2.1) temos

|sm+p − sm| < ε.

Portanto, concluimos que
∞∑
n=0

zn é convergente.

O critério mais elementar de convergência de séries numéricas envolve séries de números

reais não negativos e é dado pelo:

Teorema 2.8 (Critério da Comparação). Sejam
∞∑
n=0

zn e
∞∑
n=0

wn séries de números com-

plexos tais que |zn| ≥ |wn| para todo n ∈ N

(i)
∞∑
n=0

|zn| converge, então
∞∑
n=0

wn também converge

(ii) Se
∞∑
n=0

wn diverge, então
∞∑
n=0

|zn| também diverge.

Demonstração. (i) Sejam s′n = |z0|+ · · ·+ |zn| e s′′n = w0 + · · ·+wn as somas parciais de
∞∑
n=0

|zn| e
∞∑
n=0

wn respectivamente. Da desigualdade triangular A.2 temos

|s′′m+p − s′′m| = |wm+1 + · · ·+ wm+p| ≤ |wm+1|+ · · ·+ |wm+p|

para quaisquer m, p ∈ N.

Como |wm| ≤ |zm| para todo m ∈ N temos

|wm+1|+ |wm+2|+ · · ·+ |wm+p| ≤ |zm+1|+ |zm+2|+ · · ·+ |zm+p|.

Logo

|s′′m+p − s′′m| ≤ |s′m+p − s′m|. (2.2)

Como
∞∑
n=0

|zn| converge, aplicando novamente o critério de Cauchy 2.4. Dado ε > 0

existe n0 ∈ N tal que

m ≥ n0 =⇒ |s′m+p − s′m| < ε.

De (2.2) obtemos

|s′′m+p − s′′m| < ε.
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Portanto, concluimos que
∞∑
n=0

wn converge.

Proposição 2.9. Sejam
∞∑
n=0

zn e
∞∑
n=0

wn duas séries convergentes com
∞∑
n=0

zn = α e
∞∑
n=0

wn =

β. Então as séries
∞∑
n=0

czn, com c ∈ C um número qualquer e
∞∑
n=0

(zn + wn) são ambas

convergentes e valem
∞∑
n=0

czn = cα e
∞∑
n=0

(zn + wn) = α + β.

Demonstração. Lembremos que a série gerada por uma sequência é a sequência de somas

parciais desta. Logo, se sn e s′n denotam as sequências de somas parciais de (zn) e (wn)

respectivamente, então, usando a proposição 2.2 temos que

∞∑
n=0

czn = lim
n→∞

csn = c lim
n→∞

sn = c
∞∑
n=0

zn

e
∞∑
n=0

(zn + wn) = lim
n→∞

(sn + s′n) = lim
n→∞

sn + lim
n→∞

s′n =
∞∑
n=0

zn +
∞∑
n=0

wn = α + β.

2.2.1 A série Geométrica

A série gerada pela sequência dos termos de uma progressão geométrica é chamada

uma série geométrica e desempenha um papel fundamental no estudo da convergência de

séries. Seja r > 0 um número real e considere a sequência zn = rn. A série gerada por

essa sequência é dada por sn = 1+r+r2 + · · ·+rn. É claro que se r ≥ 1 então a sequência

sn diverge. Por outro lado, sabemos que para r 6= 1

sn = 1 + r + r2 + · · ·+ rn =
1− rn+1

1− r
.

Agora, se 0 < r < 1 então lim
n→∞

rn+1 = 0. De fato, rn+1 = e(n+1) log r e já que 0 < r < 1,

seu logaritmo é um número negativo, log r < 0. Logo lim
n→∞

rn+1 = e(n+1) log r = 0. Dáı vem

que

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

1− rn+1

1− r
=

1

1− r
.

Portanto,

∞∑
n=0

rn =
1

1− r
para 0 < r < 1 e

∞∑
n=0

rn diverge para r ≥ 1.
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2.3 Séries de Potências

Definição 2.5. Dada uma sequência (anz
n), a série gerada pela soma de seus termos é

chamada uma série de potências de centro em 0 e denotada por
∞∑
n=0

anz
n.

Proposição 2.10. Seja
∞∑
n=0

anz
n uma série de potências.

(i) Suponha que exista um número complexo z1 6= 0 para o qual a série converge, isto é,

lim
n→∞

sn(z1) existe. Então a série converge absolutamente qualquer que seja o número

z satisfazendo |z| < |z1|.

(ii) Suponha que exista um número complexo z2 6= 0 para o qual a série diverge, isto é,

lim
n→∞

sn(z2) não existe. Então a série diverge qualquer que seja o número z satisfa-

zendo |z| > |z2|.

Demonstração. (i) Como a série
∞∑
n=0

anz
n
1 converge, temos que a sequência numérica (anz

n
1 )

converge a 0. Ela é portanto limitada e existe k > 0 tal que |anzn1 | < k para todo n ∈ N.

Seja agora z um número complexo satisfazendo |z| < |z1|. Ponha r =
|z|
|z1|

. Então r < 1 e

ficamos com

|anzn| = |an||z|n = |an||z1|n
(
|z|
|z1|

)n
= |an||z1|nrn < krn.

A série geométrica
∞∑
n=0

krn converge a
k

1− r
. Pelo critério da comparação 2.8 a série

∞∑
n=0

|anzn| converge e portanto é absolutamente convergente.

(ii) Suponha, por contradição, que exista um número z satisfazendo |z| > |z2| e tal que

a série
∞∑
n=0

anz
n converge. Repetindo a demonstração de (i) concluimos que

∞∑
n=0

anz
n
2 con-

verge absolutamente, contrariando a hipótese. Portanto,
∞∑
n=0

anz
n diverge para qualquer

que seja z com |z| > |z2|.

Essa proposição nos diz que, se
∞∑
n=0

anz
n converge no ponto z1, então essa série converge

em todos os pontos do disco aberto D(0, |z1|), de centro em 0 e raio |z1|. Assim sendo, a

série
∞∑
n=0

anz
n define uma função f : D(0, |z1|) −→ C através da expressão f(z) =

∞∑
n=0

anz
n.

Por outro lado, se
∞∑
n=0

anz
n diverge em z2 então ela diverge em todos os pontos fora do

disco fechado D(0, |z2|) de centro em 0 e raio |z2|. Vemos isso geometricamente na figura

2.1.
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y

x

z

z

1

2

converge

diverge

Figura 2.1: Representação geométrica da proposição 2.9.

Esses fatos nos levam ao conceito mais importante no estudo das séries de potências,

o de raio de convergência.

Lema 2.11. Seja
∞∑
n=0

anz
n uma série de potências onde an ∈ C. Defina R por

R =


1

lim sup n
√
|an|

se lim sup n
√
|an| 6= 0

∞ se lim sup n
√
|an| = 0.

Então,

(i) a série converge absolutamente qualquer que seja z satisfazendo |z| < R;

(ii) a série diverge se z satisfaz |z| > R

A prova deste lema pode ser encontrada em [7], p. 90.

2.3.1 Funções Anaĺıticas

Veremos nesta seção o conceito fundamental de funções que são representadas através

de séries de potências. E provaremos um resultado que estabelece uma primeira conexão

entre funções anaĺıticas e funções holomorfas.

Definição 2.6. Sejam U ⊂ C um domı́nio e f : U −→ C uma função. Dizemos que f é

anaĺıtica em U se, para todo ponto z0 ∈ U , f se expressa como uma série de potências de

centro z0 com raio de convergência R > 0.
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Em outras palavras, f é anaĺıtica em U se, dado z0 ∈ U temos

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n

e essa série converge absolutamente num disco D(z0, R) ⊂ U .

Antes de passarmos para o próximo resultado, provemos o seguinte lema.

Lema 2.12. Seja 0 ≤ r < 1. então a série

1 + 2r + 3r3 + 4r3 + · · ·+ nrn−1 =
∞∑
n=1

nrn−1

converge para
1

(1− r)2
.

Demonstração. Vamos argumentar por indução. Inicialmente mostraremos que

1 + 2r + 3r3 + 4r3 + · · ·+ nrn−1 =
nrn+1 − (n+ 1)rn + 1

(1− r)2
. (2.3)

A afirmativa é verdadeira para n = 1 pois

1 =
r2 − 2r + 1

(1− r)2
.

Suponha que a afirmativa valha para n. Então

1 + 2r + 3r2 + · · ·+ nrn−1 + (n+ 1)rn =
nrn+1 − (n+ 1)rn + 1

(1− r)2
+ (n+ 1)rn. (2.4)

Trabalhando o lado direito da igualdade (2.4) temos

nrn+1 − (n+ 1)rn + 1

(1− r)2
+ (n+ 1)rn

=
nrn+1 − (n+ 1)rn + 1 + (n+ 1)rn(1− 2r + r2)

(1− r)2

=
nrn+1 − (n+ 1)rn + 1 + (n+ 1)rn − 2(n+ 1)rn+1 + (n+ 1)rn+2

(1− r)2

=
(n+ 1)rn+2 − (2n+ 2− n)rn+1 + 1

(1− r)2

=
(n+ 1)rn+2 − (n+ 2)rn+1 + 1

(1− r)2
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e concluimos que (2.3) é verdadeira. Agora, observe que (2.3) descreve a sequência de

somas parciais da série
∞∑
n=1

nrn−1 e portanto

∞∑
n=1

nrn−1 = lim
n→∞

nrn+1 − (n+ 1)rn + 1

(1− r)2
=

1

(1− r)2

pois r < 1.

Teorema 2.13. Seja f(z) =
∞∑
n=0

anz
n uma função anaĺıtica com raio de convergência

R > 0. Então

g(z) =
∞∑
n=1

nanz
n−1

converge absolutamente para |z| < R.

Demonstração. Dado um número z verificando |z| < R, escolha um número α satisfazendo

|z| < α < R. Como f(z) =
∞∑
n=0

anz
n converge absolutamente para |z| < R, a sequência

|anαn| é limitada e podemos achar k > 0 tal que

|anαn| = |an|αn < k =⇒ |an| <
k

αn

para todo n. Por outro lado

|nanzn−1| = n|an|
∣∣∣ z
α

∣∣∣n−1

αn−1 < n
k

αn

∣∣∣ z
α

∣∣∣n−1

αn−1 = n
k

α

∣∣∣ z
α

∣∣∣n−1

.

Ponha
∣∣∣ z
α

∣∣∣ = r e fique com

|nanzn−1| < n
k

α
rn−1.

Temos então que
∞∑
n=1

n|anzn−1| ≤ k

α

∞∑
n=1

nrn−1

e como r < 1, pelo lema 2.12 esta última série é convergente, e pelo critério da comparação

2.8 a série
∞∑
n=1

nanz
n−1 converge.

O próximo teorema nos diz que toda função anaĺıtica é holomorfa no seu disco de

convergência.
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Teorema 2.14. Seja f(z) =
∞∑
n=0

anz
n uma função anaĺıtica com raio de convergência

R > 0. Então

f ′(z) =
∞∑
n=1

nanz
n−1

para todo z tal que |z| < R.

Demonstração. O teorema anterior nos dá que

g(z) =
∞∑
n=1

nanz
n−1

é absolutamente convergente para |z| < R. Nos resta mostrar que f ′(z) = g(z). Escolha

um z0 verificando |z0| < R. Como, pela proposição 2.9, as séries podem ser manipuladas

termo a termo temos

f(z)− f(z0)

z − z0

− g(z0) =
∞∑
n=1

(
an
zn − zn0
z − z0

− nanzn−1
0

)

e lembrando que, se z 6= z0 (ver exemplo 1.5 do caṕıtulo 1)

zn − zn0
z − z0

= zn−1 + zn−2z0 + · · ·+ zzn−2
0 + zn−1

0 (2.5)

ficamos com

∞∑
n=1

(
an
zn − zn0
z − z0

− nanzn−1
0

)
=
∞∑
n=1

an(zn−1 + zn−2z0 + · · ·+ zn−1
0 − nanzn−1

0 ).

Agora, tome z verificando z 6= z0 e |z| < R. Então, já que |z0| < R podemos escolher

r tal que R > r >

 |z0|

|z|
e

|an(zn−1 + zn−2z0 + · · ·+ zn−1
0 − nzn−1

0 )| < 2n|an|rn−1.

Portanto

∞∑
n=1

|an(zn−1 + zn−2z0 + · · ·+ zn−1
0 − nzn−1

0 )| ≤ 2
∞∑
n=1

n|an|rn−1.

Como
∞∑
n=1

nanz
n−1 converge para |z| < R, usando o critério da comparação 2.8, con-
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cluimos que
∞∑
n=1

an(zn−1 + zn−2z0 + · · ·+ zn−1
0 − nzn−1

0 )

também converge, pois r < R. Considere a sequência de somas parciais dessa série

SN(z) =
N∑
n=1

an(zn−1 + zn−2z0 + · · ·+ zn−1
0 − nzn−1

0 )

e escreva

F (z) =
∞∑
n=1

an(zn−1 + zn−2z0 + · · ·+ zn−1
0 − nzn−1

0 )

Temos que

lim
N→∞

SN(z) = F (z).

Logo, dado ε > 0 podemos encontrar n0 tal que

N ≥ n0 =⇒ |F (z)− SN(z)| < ε

2
. (2.6)

Por outro lado, SN(z) é um polinômio em z, ou seja, é uma função cont́ınua em z0 e

também podemos encontrar δ > 0 tal que

0 < |z − z0| < δ =⇒ |SN(z)− SN(z0)| < ε

2
. (2.7)

Temos também que SN(z0) = 0, pois

SN(z) =
N∑
n=1

an(zn−1 + zn−2z0 + · · ·+ zn−1
0 − nzn−1

0 )

= a1(1− z0
0) + a2(z + z0 − 2z0) + · · ·+ aN(zN−1 + zN−2z0 + · · ·+ zN−1

0 −NzN−1
0 ).

E para z = z0, temos

SN(z0) = a1(1− 1) + a2(2z0 − 2z0) + · · ·+ aN(NzN−1
0 −NzN−1

0 ) = 0.

De (2.6) e (2.7) vem que

|F (z)| = |F (z)− SN(z) + SN(z)| ≤ |F (z)− SN(z)|+ |SN(z)| < ε

2
+
ε

2
= ε
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para N ≥ n0 e 0 < |z − z0| < δ. Mas isto é o mesmo que dizer que

lim
z→z0

F (z) = 0

e como

F (z) =
f(z)− f(z0)

z − z0

− g(z0)

ficamos com

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

= g(z0)

e o teorema está demonstrado.

Uma pergunta natural, seria: será que toda função holomorfa é anaĺıtica? Ou seja,

vale a rećıproca do teorema demonstrado? A resposta a essa pergunta é positiva e será

vista no próximo caṕıtulo.

2.3.2 Zeros de funções anaĺıticas

Definição 2.7. Uma função f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n tem um zero de multiplicidade k em

z0 se a0 = a1 = · · · = ak−1 = 0 e ak 6= 0.

Proposição 2.15. Seja f : U −→ C uma função anaĺıtica em U , com raio de convergência

R > 0, não identicamente nula. Dizemos que z0 é zero de multiplicidade k de f se, e

somente se, existe uma função g anaĺıtica em D(z0, R) tal que f(z) = (z − z0)kg(z) e

g(z0) 6= 0.

Demonstração. Seja f uma função anaĺıtica de centro em z0, dada por

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n. (2.8)

Suponhamos que z0 seja zero de multiplicidade k de f , então pela definição 2.7, temos

a0 = a1 = · · · = ak−1 = 0 e ak 6= 0.

Então escrevemos (2.8) da seguinte forma

f(z) =
∞∑
n=0

an+k(z − z0)n+k.
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A série

∞∑
n=0

an+k(z − z0)n = ak + ak+1(z − z0) + ak+2(z − z0)2 + · · ·+ ak+n(z − z0)n + · · · (2.9)

tem raio de convergência R. De fato, denote por Sn(z) as somas parciais de (2.8) e por

sn(z) as somas parciais de (2.9).

Então

Sn+k(z) = ak(z − z0)k + ak+1(z − z0)k+1 + ak+2(z − z0)k+2 + · · ·+ ak+n(z − z0)k+n

= (z − z0)k(ak + ak+1(z − z0) + ak+2(z − z0)2 + · · ·+ ak+n(z − z0)n)

= (z − z0)ksn(z)

e para |z − z0| < R, Sn(z) converge se, e somente se sn(z) converge.

Portanto, colocando

g(z) =
∞∑
n=0

an+k(z − z0)n

temos

f(z) = lim
n→∞

Sn+k(z) = lim
n→∞

(z − z0)ksn(z) = (z − z0)kg(z).

Concluimos que existe uma função g anaĺıtica em D(z0, R) tal que f(z) = (z−z0)kg(z)

e g(z0) = ak 6= 0.

Reciprocamente, suponhamos que exista uma função anaĺıtica g em D(z0, R) tal que

f(z) = (z − z0)kg(z) e g(z0) 6= 0, para z ∈ U . A representação de g em série de potências

com centro em z0 ∈ U é dada por

g(z) =
∞∑
n=0

an+k(z − z0)n,

com g(z0) = ak 6= 0.

Agora

f(z) = (z − z0)k
∞∑
n=0

an+k(z − z0)n =
∞∑
n=0

an+k(z − z0)n+k.

com a0 = a1 = · · · = ak−1 = 0. Portanto, z0 é zero de multiplicidade k de f .
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Caṕıtulo 3

Teoria Integral de Cauchy

Neste caṕıtulo apresentaremos os principais resultados referentes às funções holomor-

fas. Veremos a principal consequência do Teorema de Cauchy-Gousart, a fórmula integral

de Cauchy, que diz que toda função holomorfa pode ser dada através de uma integral

ao longo de um contorno fechado. Apresentaremos a caracteŕıstica mais importante das

funções holomorfas, que é possuir derivadas de todas as ordens, uma propriedade de con-

sequências fascinantes e que funções de variável real não possuem. E finalmente como

consequência do teorema de Liouville, mostraremos que todo polinômio em C não cons-

tante possui pelo menos um zero complexo.

Para o que se segue nesse caṕıtulo indicamos ver primeiramente as definições sobre

domı́nios e curvas contidas no apêndice B. Para uma leitura mais aprofundada veja [4].

Considere inicialmente um caminho suave γ : [a, b] −→ U e seja f : U −→ C uma

função cont́ınua, onde U ⊂ C é um domı́nio.

Definição 3.1. A integral da função f ao longo do caminho γ é o número complexo

∫
γ

f(z) dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t) dt. (3.1)

A estrutura complexa desempenha um papel fundamental nessa definição. De fato,

escrevendo γ(t) = x(t) + iy(t) temos que γ′(t) = x′(t) + iy′(t). Por outro lado, se f(z) =

u(x, y) + iv(x, y) então

f(γ(t)) = u(x(t), y(t)) + iv(x(t), y(t))

e a equação (3.1) acima se torna
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3. Teoria Integral de Cauchy

∫
γ

f(z) dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t) dt

=

∫ b

a

[u(x(t), y(t)) + iv(x(t), y(t))][x′(t) + iy′(t)] dt

Efetuando o produto concluimos que

∫
γ

f(z) dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t) dt

=

∫ b

a

[u(x(t), y(t))x′(t)− v(x(t), y(t))y′(t)] dt

+ i

∫ b

a

[u(x(t), y(t))y′(t) + v(x(t), y(t))x′(t)] dt

ou seja,

∫
γ

f(z) dz é dada por duas integrais de linha ao longo do caminho γ

∫
γ

f(z) dz =

∫
γ

u dx− v dy + i

∫
γ

u dy + v dx. (3.2)

Definição 3.2. Se γ : [a, b] −→ C é um caminho suave, seu comprimento l(γ) é definido

por

l(γ) =

∫ b

a

|γ′(t)| dt =

∫
γ

|dz|.

Se γ é um caminho suave por partes, γ = γ1 ∗ γ2 ∗ · · · ∗ γn, então

∫
γ

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz +

∫
γ2

f(z) dz + · · ·+
∫
γn

f(z) dz (3.3)

e

l(γ) = l(γ1) + l(γ2) + · · ·+ l(γn). (3.4)

Exemplo 3.1. Considere f(z) =
1

z
e γ(t) = reit, 0 ≤ t ≤ 2π e r > 0. Temos então que

∫
γ

f(z) dz =

∫
γ

1

z
dz =

∫ 2π

0

1

reiθ
rieiθ dθ =

∫ 2π

0

i dθ = 2πi.

Por outro lado, o comprimento de γ é dado por

∫
γ

|dz| =
∫ 2π

0

|rieiθ| dθ =

∫ 2π

0

r|ieiθ| dθ =

∫ 2π

0

r dθ = 2πr.

A integração de funções complexas cont́ınuas goza das seguintes propriedades, que
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seguem da definição:

(i)

∫
γ

cf(z) dz = c

∫
γ

f(z) dz, c ∈ C

(ii)

∫
γ

[f(z) + g(z)] dz =

∫
γ

f(z) dz +

∫
γ

g(z) dz.

(iii)

∫
γ−
f(z) dz = −

∫
γ

f(z) dz.

Veremos agora condições para existência de primitivas de uma função de variável

complexa em domı́nios.

Definição 3.3. Seja f : U −→ C uma função cont́ınua, onde U ⊂ C é um domı́nio. Uma

função F : U −→ C é chamada primitiva de f se F é holomorfa em U e F ′(z) = f(z)

para todo z ∈ U .

Teorema 3.1. Sejam U ⊂ C um domı́nio, f : U −→ C uma função cont́ınua, F uma

primitiva de f em U e γ um caminho suave por partes em U unindo o ponto z0 ao ponto

z1. Então ∫
γ

f(z) dz = F (z1)− F (z0)

Em particular, se o caminho é fechado então

∫
γ

f(z) dz = 0.

Demonstração. Vamos supor γ = γ1 ∗ γ2 ∗ · · · ∗ γn um caminho suave por partes. Existe

uma partição P = {a = t0 < t1 < · · · < tk−1 < tk < · · · < tn = b}, do intervalo [a, b], tal

que γ é definida por

γ(t) =



γ1(t), t0 ≤ t ≤ t1

γ2(t), t1 ≤ t ≤ t2
...

γn(t), tn−1 ≤ t ≤ tn

satisfazendo γk(tk) = γk+1(tk), 1 ≤ k ≤ n−1. Supomos também que γ(a) = z0 e γ(b) = z1.

Agora, seja F uma primitiva de f em U ⊂ C. Consideremos f(γ(t))γ′(t) = u(t)+ iv(t)

e F (γ(t)) = U(t) + iV (t), com t ∈ [a, b], de modo que F ′ = f fornece U ′(t) = u(t) e

V ′(t) = v(t).
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Dáı, pela equação (3.3) temos que∫
γ

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz +

∫
γ2

f(z) dz + · · ·+
∫
γn

f(z) dz

=

∫ t1

t0

f(γ1(t))γ′1(t) dt+

∫ t2

t1

f(γ2(t))γ′2(t) dt+ · · ·+
∫ tn

tn−1

f(γn(t))γ′n(t) dt

=

(∫ t1

t0

u(t) dt+ i

∫ t1

t0

v(t) dt

)
+ · · ·+

(∫ tn

tn−1

u(t) dt+ i

∫ tn

tn−1

v(t) dt

)
.

Notemos que

∫ b

a

u(t) dt =

∫ tn

t0

u(t) dt =

∫ t1

t0

u(t) dt+

∫ t2

t1

u(t) dt+ · · ·+
∫ tn

tn−1

u(t) dt

e ∫ b

a

v(t) dt =

∫ tn

t0

v(t) dt =

∫ t1

t0

v(t) dt+

∫ t2

t1

v(t) dt+ · · ·+
∫ tn

tn−1

v(t) dt,

ou seja, ∫
γ

f(z) dz =

∫ b

a

u(t) dt+ i

∫ b

a

v(t) dt.

Como u e v são cont́ınuas e tem como primitivas U e V respectivamente, aplicando o

Teorema Fundamental do Cálculo às integrais do lado direito temos∫
γ

f(z) dz = (U(b)− U(a)) + i(V (b)− V (a))

= (U(b) + iV (b))− (U(a) + iV (a))

= F (γ(b))− F (γ(a))

= F (z1)− F (z0).

Se γ é fechada, então

∫
γ

f(z) dz = 0. De fato, pois teremos γ(a) = γ(b), ou seja,

F (z1) = F (z0).

Esse resultado possibilita o cálculo rápido da integral de funções cuja primitiva seja

conhecida.

Exemplo 3.2. Seja f(z) = z4 com primitiva F (z) =
z5

5
e se γ(t) = t + it2, 1 ≤ t ≤ 2

então ∫
γ

z4 dz = F (2 + 4i)− F (1 + i) =
(2 + 4i)5

5
− (1 + i)5

5
.
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Por outro lado,
∫
γ
z4 dz = 0 para qualquer caminho fechado suave por partes γ.

Um exemplo importante de funções que admitem primitiva é dado pelas funções poli-

nomiais e mais geralmente pela seguinte proposição.

Proposição 3.2. Seja f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n definida por uma série de potências com

raio de convergência R > 0. Então a função

F (z) =
∞∑
n=0

an
n+ 1

(z − z0)n+1 (3.5)

é uma primitiva de f e a série que a define converge para |z − z0| < R.

Demonstração. Basta mostrar que a série que define F converge quando |z − z0| < R,

pois pelo teorema 2.14 podemos deriva-la termo a termo e concluir que F ′ = f . Agora∣∣∣∣ an
n+ 1

(z − z0)n+1

∣∣∣∣ =
|z − z0|
n+ 1

|an(z − z0)|

e para n > |z − z0| − 1 temos,
|z − z0|
n+ 1

< 1. Portanto

∣∣∣∣ an
n+ 1

(z − z0)n+1

∣∣∣∣ < |an(z − z0)|

e segue do critério da comparação 2.8 que (3.5) converge.

Lema 3.3. Sejam U ⊂ C um domı́nio, f : U −→ C uma função cont́ınua e γ(t), a ≤ t ≤ b,

um caminho suave por partes em U , de comprimento l(γ). Seja K ≥ 0 um número real

tal que |f(γ(t))| ≤ K para todo a ≤ t ≤ b. Então∣∣∣∣∫
γ

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ Kl(γ).

Demonstração. Começaremos mostrando a seguinte desigualdade: se α e β são funções

reais cont́ınuas então ∣∣∣∣∫ b

a

(α(t) + iβ(t)) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|α(t) + iβ(t)| dt. (3.6)

Para ver isso, ponha

A =

∫ b

a

α(t) dt e B =

∫ b

a

β(t) dt.
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Então

A+ iB =

∫ b

a

(α(t) + iβ(t)) dt

e
√
A2 +B2 = |A+ iB| =

∣∣∣∣∫ b

a

(α(t) + iβ(t)) dt

∣∣∣∣ .
Agora

A2 +B2 = (A− iB)(A+ iB) = (A− iB)

∫ b

a

(α(t) + iβ(t)) dt

e como A e B são constantes

A2 +B2 =

∫ b

a

(A− iB)(α(t) + iβ(t)) dt

=

∫ b

a

[Aα(t) +Bβ(t)] dt+ i

∫ b

a

[Aβ(t)−Bα(t)] dt.

Mas A2 +B2 é um número real e portanto sua parte imaginária é nula, ou seja,

∫ b

a

[Aβ(t)−Bα(t)] dt = 0

e ficamos com

A2 +B2 =

∫ b

a

[Aα(t) +Bβ(t)] dt. (3.7)

Agora, o integrando nessa expressão nada mais é do que o produto escalar dos vetores

(A,B) · (α(t), β(t)) = Aα(t) +Bβ(t)

e sabemos do cálculo que

Aα(t) +Bβ(t) = |(A,B) · (α(t), β(t))| ≤ |(A,B)| · |(α(t), β(t))|.

Logo ∫ b

a

[Aα(t) +Bβ(t)] dt ≤
∫ b

a

|(A,B)| · |(α(t), β(t))| dt

=
√
A2 +B2

∫ b

a

|α(t) + iβ(t)| dt
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e por (3.7)

A2 +B2 ≤
√
A2 +B2

∫ b

a

|α(t) + iβ(t)| dt

ou seja, ∣∣∣∣∫ b

a

(α(t) + iβ(t)) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|(α(t) + iβ(t))| dt

o que demonstra (3.6). Com isso, temos

∣∣∣∣∫
γ

f(z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

f(γ(t))γ′(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(γ(t))||γ′(t)| dt

≤
∫ b

a

K|γ′(t)| dt = K

∫ b

a

|γ′(t)| dt = Kl(γ).

Notaremos a importância do lema que acabamos de demonstrar nos próximos teore-

mas.

Teorema 3.4. Seja f : U −→ C uma função cont́ınua definida no domı́nio U ⊂ C. As

seguintes afirmações são equivalentes:

(i) f tem uma primitiva em U .

(ii)

∫
γ

f(z) dz = 0 para qualquer caminho fechado, suave por partes γ em U .

(iii)

∫
λ

f(z) dz só depende dos pontos inicial e terminal de qualquer caminho suave por

partes λ em U .

Demonstração. (i)=⇒(ii) Seja γ um caminho fechado e suave por partes. Supondo que

f tem primitiva em U , pelo teorema 3.1 temos que

∫
γ

f(z) dz = 0

(ii) =⇒(iii) Sejam γ1 e γ2 dois caminhos suaves em U , ambos ligando z0 ∈ U ao ponto

z1 ∈ U e como vale (ii) ∫
γ1∗γ−2

f(z) dz = 0.

Mas então

0 =

∫
γ1∗γ−2

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz −
∫
γ2

f(z) dz
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Portanto ∫
γ1

f(z) dz =

∫
γ2

f(z) dz

(iii)=⇒(i) Para isso, fixe um ponto z0 ∈ U e, dado um ponto z ∈ U , seja γ um caminho

suave por partes em U ligando z0 a z. Definimos uma função F : U −→ C por

F (z) =

∫
γ

f(w) dw,

F está bem definida pois, por hipótese,
∫
γ
f(w) dw só depende de z0 e de z e não do

caminho γ. Para concluir a prova devemos mostrar que F é uma primitiva de f , ou seja,

que F ′ = f , ∀z ∈ U .

Como f é cont́ınua em z, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que se 0 < |w − z| < δ então

|f(w)− f(z)| < ε.

Como U é aberto, escolhendo h ∈ C com 0 < |h| < δ então z + h ∈ U . Considere o

segmento de reta (um caminho em U) unindo z a z + h, σ(t) = z + th, 0 ≤ t ≤ 1.

Pela definição de F temos

F (z + h) =

∫
γ∗σ

f(w) dw =

∫
γ

f(w) dw +

∫
σ

f(w) dw

ou seja,

F (z + h) = F (z) +

∫
σ

f(w) dw

e dáı
F (z + h)− F (z)

h
=

1

h

∫
σ

f(w) dw.

Por outro lado, como f(z) é um valor fixo

∫
σ

f(z) dw = f(z)

∫
σ

dw = f(z)h

∫ 1

0

dt = f(z)h

e ficamos com

F (z + h)− F (z)

h
− f(z) =

1

h

∫
σ

f(w) dw − 1

h

∫
σ

f(z) dw.

Mas essa última expressão é igual a

56



3. Teoria Integral de Cauchy

∫
σ

f(w)− f(z)

h
dw

Agora, tomando w ao longo de σ temos, pelo lema 3.3 que∣∣∣∣∫
σ

f(w)− f(z)

h
dw

∣∣∣∣ ≤ ε

|h|
l(σ) =

ε

|h|
|h| = ε.

Como ε é arbitrário concluimos que

lim
h→0

∫
σ

f(w)− f(z)

h
dw = 0.

Mas isso é o mesmo que dizer que

lim
h→0

F (z + h)− F (z)

h
− f(z) = 0

ou seja, F ′(z) = f(z).

3.1 Os Teoremas de Cauchy

Nesta seção, apresentaremos os teoremas de Cauchy. Os resultados aqui demonstrados,

além de belos e profundos, nos mostram o verdadeiro poder das funções holomorfas.

São resultados próprios dessa teoria e que não existem versões análogas para funções de

variável real.

Teorema 3.5 (de Cauchy-Gousart). Sejam U um domı́nio em C e f : U −→ C uma

função holomorfa. Suponha que ∆ ⊂ U é um triângulo que limita uma região inteiramente

contida em U . Então ∫
∆

f(z) dz = 0.

Demonstração. Inicialmente munimos o triângulo ∆ da orientação compat́ıvel com a

região por ele limitada, isto é, o sentido de percurso é o anti-horário. ∆ é um cami-

nho suave por partes descrito pela justaposição dos caminhos γ1 ∗ γ2 ∗ γ3, como na figura

3.1. Tome os pontos médios dos lados de ∆ e una esses pontos por segmentos de reta,

obtendo assim quatro triângulos contidos na região limitada por ∆, digamos ∆1, ∆2, ∆3

e ∆4.
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Figura 3.1: Região triangular do teorema de Cauchy-Gousart.

Adotamos o sentido de percurso anti-horário para cada um desses triângulos. Temos

então que

∫
∆

f(z) dz =

∫
∆1

f(z) dz +

∫
∆2

f(z) dz +

∫
∆3

f(z) dz +

∫
∆4

f(z) dz.

As quatro integrais acima fornecem quatro números complexos. Escolhemos dentre

eles o que tem maior módulo e chamamos de ∆(1) ao triângulo correspondente. Assim

sendo ∣∣∣∣∫
∆i

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
∆(1)

f(z) dz

∣∣∣∣
para i = 1, 2, 3, 4 e portanto ∣∣∣∣∫

∆

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 4

∣∣∣∣∫
∆(1)

f(z) dz

∣∣∣∣ .
Além disso, chamando de τi o lado de ∆i de maior comprimento e τ o lado de ∆ de

maior comprimento, temos as igualdades

τi =
1

2
τ, i = 1, 2, 3, 4

o que nos fornece

τ (1) =
1

2
τ.

Em decorrência disso, temos que, o peŕımetro de cada um dos triângulos ∆i está

relacionado com o peŕımetro l(∆) de ∆. Para i = 1, 2, 3, 4 temos

l(∆i) =
l(γ1)

2
+
l(γ2)

2
+
l(γ3)

2
=

1

2
(l(γ1) + l(γ2) + l(γ3)) =

1

2
l(∆)
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e, em particular, temos que

l(∆(1)) =
1

2
l(∆).

Pois bem, repetindo todo o procedimento acima para o triângulo ∆(1), isto é, o divi-

dindo em quatro novos triângulos, formados a partir dos pontos médios de cada um de

seus lados, adotamos o sentido de percurso anti-horário para cada um deles e calculamos

as quatro integrais correspondentes. Escolhamos dentre elas a que tem maior módulo e

chamamos de ∆(2) ao triângulo correspondente. Ficamos então com os seguintes dados:

R(∆(2)) ⊂ R(∆(1))∣∣∣∣∫
∆(1)

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 4

∣∣∣∣∫
∆(2)

f(z) dz

∣∣∣∣
l(∆(2)) =

1

2
l(∆(1)) e τ (2) =

1

2
τ (1).

Repetindo o procedimento acima para o triângulo ∆(2) e assim sucessivamente, obte-

mos após n etapas

R(∆(n)) ⊂ · · · ⊂ R(∆(1))∣∣∣∣∫
∆

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 4n
∣∣∣∣∫

∆(n)

f(z) dz

∣∣∣∣
l(∆(n)) =

(
1

2

)n
l(∆) e τ (n) =

(
1

2

)n
τ.

Agora, como temos uma sequência decrescente R(∆(1)) ⊃ · · · ⊃ R(∆(n)) ⊃ · · · de

compactos, a interseção R =
∞⋂
n=1

R(∆(n)) é não vazia (a demonstração desse resultado

pode ser vista em [3], p. 45), ou seja, existe um ponto z0 comum a todas as regiões limi-

tadas pelos triângulos ∆(i), i ≥ 1. Como f é holomorfa, dado ε > 0 podemos obter δ > 0

tal que:

(i) o disco D(z0, δ) está inteiramente contido em U e

(ii) 0 < |z − z0| < δ =⇒
∣∣∣∣f(z)− f(z0)

z − z0

− f ′(z0)

∣∣∣∣ < ε.

Mas essa última desigualdade equivale a

|f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)| < ε|z − z0|

desde que 0 < |z − z0| < δ. Agora, tomando n >
τ

δ
− 1 temos τ (n) = (1

2
)nτ < δ. Isso nos
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diz que a região limitada por ∆(n) está contida em D(z0, δ), pois z0 ∈ ∆(n). Por outro

lado para z ∈ ∆(n)

∫
∆(n)

[f(z)−f(z0)−f ′(z0)(z−z0)] dz =

∫
∆(n)

f(z) dz+[f ′(z0)z0−f(z0)]

∫
∆(n)

dz−f ′(z0)

∫
∆(n)

z dz

Mas pelo teorema 3.1,
∫

∆(n) dz = 0 e
∫

∆(n) z dz = 0. Logo,

∫
∆(n)

[f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)] dz =

∫
∆(n)

f(z) dz

e, pelo lema 3.3, ficamos com∣∣∣∣∫
∆(n)

f(z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
∆(n)

[f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)]dz

∣∣∣∣ ≤ ε

∫
∆(n)

|z − z0||dz|

≤ ετ (n)l(∆(n)) = ε

(
1

2

)n
τ

(
1

2

)n
l(∆) =

(
1

4

)n
ετ l(∆).

Finalmente temos∣∣∣∣∫
∆

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 4n
∣∣∣∣∫

∆(n)

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 4n
1

4n
ετ l(∆) = ετ l(∆).

Como ε é arbitrário concluimos que∣∣∣∣∫
∆

f(z) dz

∣∣∣∣ = 0

e o teorema está demonstrado.

Começaremos a explorar a força desse resultado mostrando a existência de primitivas

em domı́nios estrelados.

Definição 3.4. Seja U ⊂ C um domı́nio. Dizemos que U é estrelado se existe um ponto

z0 ∈ U satisfazendo a seguinte propriedade: dado qualquer ponto z ∈ U , o segmento de

reta unindo z0 a z, −−→z0 z, está inteiramente contido em U . O ponto z0 é chamado um centro

do domı́nio U .

Exemplo 3.3. Exemplos de domı́nios estrelados são:

(i) um disco D ⊂ C
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(ii) o plano C

(iii) qualquer subconjunto aberto convexo W ⊂ C

(iv) o desenho de uma estrela limita uma região aberta do plano que é um domı́nio

estrelado, dáı a origem do nome.

Corolário 3.6. Sejam U ⊂ C um domı́nio estrelado e f : U −→ C uma função holomorfa.

Então f admite uma primitiva em U .

Demonstração. Seja z0 um centro de U e definamos a função F : U −→ C

F (z) =

∫
−−→z0 z

f(w) dw

F está bem definida e só nos resta mostrar que ela é derivável com F ′(z) = f(z), ∀z ∈ U .

Da continuidade de f , dado ε > 0 encontramos δ > 0 tal que 0 < |w − z| < δ implica

|f(w) − f(z)| < ε. Como U é aberto, tomando h ∈ C, com |h| < δ então z + h ∈ U e o

segmento
−−−−→
z z + h ⊂ U . Temos que

F (z + h) =

∫
−−−−→
z0 z+h

f(w) dw

e observamos que o triângulo ∆ de vértice z0, z e z + h está contido em U e limita uma

região também contida em U . O teorema de Cauchy-Gousart 3.5 nos diz que
∫

∆
f(w) dw =

0 e como

∫
∆

f(w) dw =

∫
−−→z0 z

f(w) dw +

∫
−−−→
z z+h

f(w) dw −
∫
−−−−→
z0 z+h

f(w) dw

ficamos com

F (z + h)− F (z) =

∫
−−−→
z z+h

f(w) dw.

Portanto,
F (z + h)− F (z)

h
− f(z) =

1

h

∫
−−−→
z z+h

f(w) dw − f(z)

mas, f(z) =
1

h

∫
−−−→
z z+h

f(z) dw e dáı
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F (z + h)− F (z)

h
− f(z) =

1

h

∫
−−−→
z z+h

f(w) dw − 1

h

∫
−−−→
z z+h

f(z) dw

=
1

h

∫
−−−→
z z+h

[f(w)− f(z)] dw.

Agora, pelo lema 3.3 temos∣∣∣∣1h
∫
−−−→
z z+h

[f(w)− f(z)] dw

∣∣∣∣ ≤ 1

|h|

∫
−−−→
z z+h

|f(w)− f(z)||dw| < ε
|h|
|h|

= ε.

E portanto ∣∣∣∣F (z + h)− F (z)

h
− f(z)

∣∣∣∣ < ε,

ou seja, F ′(z) = f(z) e F é primitiva de f .

Corolário 3.7. Sejam U ⊂ C um domı́nio estrelado e f : U −→ C uma função holomorfa.

Se γ é um caminho fechado suave por partes em U , então

∫
γ

f(z) dz = 0.

Demonstração. Pelo corolário 3.6 anterior, f tem uma primitiva em U e como γ é fechada

suave por partes pelo item (ii) do teorema 3.4 temos

∫
γ

f(z) dz = 0.

Demonstraremos o principal resultado do caṕıtulo, a Fórmula Integral de Cauchy.

Essa fórmula nos diz que se conhecermos o comportamento de f ao longo da fronteira de

um disco fechado, então determinamos f em todos os pontos interiores a esse disco.

Teorema 3.8 (Fórmula Integral de Cauchy). Seja f : U −→ C uma função holomorfa

definida no domı́nio U ⊂ C. Sejam D(z0, r0) um disco fechado inteiramente contido em

U e Γ sua fronteira, orientada compativelmente. Se z é um ponto qualquer no interior de

D(z0, r0) então

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)

w − z
dw.

Demonstração. Seja D(z0, r0) ⊂ U um disco fechado inteiramente contido em U . Como

U é aberto conseguimos encontrar um disco aberto D(z0, R) de raio R > r0 e tal que

D(z0, r0) ⊂ D(z0, R). Agora fixemos z ∈ D(z0, r0) (o interior de D(z0, r0)) e notemos

que a função g(w) =
f(w)

w − z
é holomorfa em D(z0, R) \ {z}. Agora, construiremos dois

domı́nios estrelados associados ao disco D(z0, R) da seguinte maneira: Consideremos o
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diâmetro de D(z0, R) que passe por z. Esse diâmetro determina dois segmentos de reta

com extremo em z, digamos L1 e L2. Feito isso, conseguimos os domı́nios estrelados

D(z0, R) \ L1 e D(z0, R) \ L2, conforme a figura 3.2 abaixo:

z z0 z z0

L L1 2

Figura 3.2: Domı́nios estrelados associados ao disco D(z0, R).

Como f é cont́ınua em D(z0, R), dado ε > 0, existe δ > 0 tal que se 0 < |w − z| < δ

então |f(w)− f(z)| < ε.

Em seguida, isolemos o ponto z considerando um ćırculo γ nele centrado, de raio r < δ,

de forma que D(z, r) ⊂ D(z0, r0). Orientemos Γ no sentido anti-horário.

Considere as curvas fechadas, suaves por partes, σ1 = µ1∗α∗µ2∗β e σ2 = α−∗µ4∗β−∗µ3

conforme a figura 3.3:

�

�z z0

�

�

- �

�

�

�

�
�1

2

3

4

-

-

Figura 3.3: Caminhos fechados contidos em D(z0, R).

Como σ1 e σ2 são caminhos fechados em domı́nios estrelados nos quais a função g é
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holomorfa temos, pelo corolário 3.7 que

∫
σ1

f(w)

w − z
dw =

∫
σ2

f(w)

w − z
dw = 0.

Mas ∫
σ1

f(w)

w − z
dw +

∫
σ2

f(w)

w − z
dw =

∫
Γ

f(w)

w − z
dw +

∫
γ−

f(w)

w − z
dw

e portanto ∫
Γ∗γ−

f(w)

w − z
dw = 0,

ou seja, ∫
Γ

f(w)

w − z
dw =

∫
γ

f(w)

w − z
dw. (3.8)

Vamos trabalhar agora a integral

∫
γ

f(w)

w − z
dw. Temos

∫
γ

f(w)

w − z
dw =

∫
γ

f(w)− f(z) + f(z)

w − z
dw =

∫
γ

f(w)− f(z)

w − z
dw +

∫
γ

f(z)

w − z
dw.

Ora, γ é dada por γ(t) = z + reit, 0 ≤ t ≤ 2π e então

∫
γ

f(z)

w − z
dw = f(z)

∫
γ

dw

w − z
= f(z)

∫ 2π

0

ireit

reit
dt = f(z)

∫ 2π

0

i dt = 2πif(z).

Quanto a

∫
γ

f(w)− f(z)

w − z
dw procedemos utilizando a continuidade de f . Pelo lema

3.3 temos ∣∣∣∣∫
γ

f(w)− f(z)

w − z
dw

∣∣∣∣ ≤ ∫
γ

|f(w)− f(z)|
|w − z|

|dw| < ε

r
2πr = 2πε.

Como ε é arbitrário concluimos que

∫
γ

f(w)− f(z)

w − z
dw = 0 e portanto

∫
γ

f(w)

w − z
dw = 2πif(z).

Segue de (3.8) que

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)

w − z
dw.

Para os exemplos a seguir consideraremos um resultado conhecido como Prinćıpio da
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deformação de contornos. Para ver esse resultado, consulte a referência [1], p. 95.

Exemplo 3.4. Utilizando a fórmula integral de Cauchy calcule a integral

∫
γ

ez

z2 − 2z
dz (3.9)

onde γ(t) = 3eit, 0 ≤ t ≤ 2π.

Solução: Inicialmente, notamos que a função no integrando g(z) =
ez

z2 − 2z
é holomorfa

em C \ {0, 2}, ou seja, os pontos z = 0 e z = 2 são pontos singulares1 de g. Para resolver

a integral em (3.9) introduziremos duas curvas (que devem ser ćırculos) em torno dos

pontos singulares da função g de forma que essas curvas estejam inteiramente contidas

em γ e não haja interseção entre as mesmas. As curvas são γ1(t) =
1

2
eit, 0 ≤ t ≤ 2π,

ćırculo de centro em z = 0 e raio
1

2
e γ2(t) = 2 +

1

2
eit, 0 ≤ t ≤ 2π, ćırculo de centro em

z = 2 e raio
1

2
.

O prinćıpio da deformação de contornos nos diz que

∫
γ

ez

z2 − 2z
dz =

∫
γ1

ez

z2 − 2z
dz +

∫
γ2

ez

z2 − 2z
dz

Resolvendo a integral ao longo de γ1 temos

∫
γ1

ez

z2 − 2z
dz =

∫
γ1

ez

z−2

z
dz = 2πif(0) = −πi.

Resolvendo a integral ao longo de γ2 temos

∫
γ2

ez

z2 − 2z
dz =

∫
γ1

ez

z

z − 2
dz = 2πif(2) = πie2.

Portanto ∫
γ

ez

z2 − 2z
dz = πi(e2 − 1).

Exemplo 3.5. Utilizando a fórmula integral de Cauchy calcule a integral

∫
γ

cosπz

z2 + (1− i)z − i
dz

onde γ(t) = 2eit, 0 ≤ t ≤ 2π.

1Reveja a definição 1.5 do caṕıtulo 1.
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Solução: Primeiramente, observamos que a função g(z) =
cosπz

z2 + (1− i)z − i
é holomorfa

em C\{−1, i}, pois podemos escrever o denominador como, z2+(1−i)z−i = (z+1)(z−i)

e notar que z = −1 e z = i são pontos singulares da função g. Introduzimos as curvas

γ1(t) = −1 +
1

2
eit e γ2(t) = i+

1

2
eit, com 0 ≤ t ≤ 2π, entorno das singularidades de g.

O prinćıpio da deformação de contornos nos diz que

∫
γ

cosπz

z2 + (1− i)z − i
dz =

∫
γ1

cosπz

z2 + (1− i)z − i
dz +

∫
γ2

cosπz

z2 + (1− i)z − i
dz.

Resolvendo a integral ao longo de γ1 temos

∫
γ1

cosπz

z2 + (1− i)z − i
dz =

∫
γ1

cosπz
z−i

z + 1
dz = 2πi

cos (−π)

−1− i
=

2πi

1 + i
.

Resolvendo a integral ao longo de γ2 temos

∫
γ2

cos πz

z2 + (1− i)z − i
dz =

∫
γ2

cosπz
z+1

z − i
dz = 2πi

cos πi

1 + i
.

Portanto

∫
γ

cosπz

z2 + (1− i)z − i
dz =

2πi

1 + i
+ 2πi

cosπi

1 + i
=

2πi

1 + i
(cos πi+ 1).

Antes de passar para o próximo resultado, precisamos do seguinte teorema.

Teorema 3.9 (de Weierstrass). Se f : K −→ C uma função cont́ınua em K ⊂ C

compacto, então a função |f | : K −→ R atinge valores de máximo e mı́nimo em K.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [5], p. 54.

O próximo resultado, que é um corolário da fórmula integral de Cauchy 3.8, diz que

toda função holomorfa possui derivada de todas as ordens. E o que é mais surpreendente,

suas derivadas são também funções holomorfas.

Corolário 3.10. Seja f : U −→ C uma função holomorfa, onde U é um domı́nio. Então

f tem derivadas de todas as ordens em todos os pontos de U e

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
γ

f(w)

(w − z)n+1
dw

onde γ é qualquer ćırculo centrado em z, percorrido no sentido anti-horário e limitando
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um disco fechado contido em U .

Demonstração. Seja r > 0 tal que o ćırculo γ(t) = z + reit, 0 ≤ t ≤ 2π limita um disco

fechado contido em U . Pelo teorema 3.8 temos

f(z + h)− f(z)

h
=

1

2πi

∫
γ

1

h

[
f(w)

w − (z + h)
− f(w)

w − z

]
dw.

Mas ∫
γ

1

h

[
f(w)

w − (z + h)
− f(w)

w − z

]
dw =

∫
γ

f(w)

(w − z − h)(w − z)
dw.

Agora
f(w)

(w − z − h)(w − z)
− f(w)

(w − z)2
=

hf(w)

(w − z)2(w − z − h)
.

Dáı, temos∣∣∣∣∫
γ

[
f(w)

(w − z − h)(w − z)
− f(w)

(w − z)2

]
dw

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
γ

[
hf(w)

(w − z)2(w − z − h)

]
dw

∣∣∣∣ .
Pelo teorema 3.9 |f | atinge seu valor máximo em D(z, r), pois este é um conjunto

compacto e f cont́ınua. Seja K o valor máximo de |f | ao longo de γ e se |h| < r

2
então

|w − z − h| ≥ |w − z| − |h| > r − r

2
=

r

2
. Tomando ε > 0 arbitrário e escolhamos

|h| = min

{
r

2
,
r2

4Kπ
ε

}
de modo que

∫
γ

|h||f(w)|
|w − z|2|w − z − h|

|dw| < |h|K
r2
r

2

l(γ) =
|h|4πr
r3

=
|h|4Kπ
r2

= ε.

Concluimos que

lim
h→0

∫
γ

f(w)

(w − z − h)(w − z)
dw =

∫
γ

f(w)

(w − z)2
dw.

E isso nos diz que

f ′(z) = lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
=

1

2πi

∫
γ

f(w)

(w − z)2
dw.

Por indução sobre n chegamos no resultado desejado

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
γ

f(w)

(w − z)n+1
dw.
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Exemplo 3.6. Calcule a integral

∫
γ

cos z

z2(z − i)3
dz

onde γ(t) = 2eit, 0 ≤ t ≤ 2π.

Solução: Vemos que a função g(z) =
cos z

z2(z − i)3
é holomorfa em C \ {0, i}, ou seja, z = 0

e z = i são pontos singulares de g. Introduziremos duas curvas entorno dos pontos

singulares. As curvas são γ1(t) =
1

4
eit e γ2(t) = i +

1

2
eit, 0 ≤ t ≤ 2π. Com γ1 centrada

em z = 0 e γ2 centrada em z = i.

Resolvendo a integral ao longo de γ1 temos

∫
γ1

cos z

z2(z − i)3
dz =

∫
γ1

cos z
(z−i)3

z2
dz = −6πi.

Resolvendo a integral ao longo de γ2 temos

∫
γ2

cos z

z2(z − i)3
dz =

∫
γ2

cos z
z2

(z − i)3
dz = πi(7 cos i+ 4i sin i).

Portanto ∫
γ

cos z

z2(z − i)3
dz = −6πi+ πi(7 cos i+ 4i sin i).

Corolário 3.11 (Estimativas de Cauchy). Seja f uma função holomorfa definida no disco

D(z0, r) e suponha que |f(z)| ≤ K em D(z0, r). Então

|f (n)(z)| ≤ n!K

rn

Demonstração. Tome um ćırculo γ(t) = z0 + reit, 0 ≤ t ≤ 2π. Pelo corolário 3.10 temos

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫
γ

f(w)

(w − z0)n+1
dw

e pelo lema 3.3 temos

|f (n)(z0)| ≤ n!

2π

∫
γ

|f(w)|
|w − z0|n+1

|dw| ≤ n!K

2πrn+1
2πr =

n!K

rn
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Lema 3.12. Sejam U ⊂ C e f : U −→ C uma função holomorfa. Se f ′(z) = 0 em todo

z ∈ U , então f é uma função constante.

Veja a demonstração em [7], p. 93.

Teorema 3.13 (de Liouville). Seja f uma função inteira, isto é, f : C −→ C. Se existe

um número K ≥ 0 tal que |f(z)| ≤ K então f é uma função constante.

Demonstração. Como f é inteira, ela é holomorfa em qualquer disco D(z,R), centrado

em z ∈ C e de raio arbitrário. Pelo corolário 3.11 anterior

|f ′(z)| ≤ K

R

Como R é arbitrário

|f ′(z)| ≤ lim
R→∞

K

R
= 0

e portanto f ′(z) = 0, ∀z ∈ C. Segue do lema 3.12 que f é constante.

Provaremos agora uma versão do Teorema Fundamental da Álgebra. Mostrando a

existência de um número complexo z0 que é raiz de um polinômio não constante. Atenta-

mos que esse ainda não é o teorema que queremos provar, mas é um resultado importante,

dado como uma consequência do teorema de Liouville.

Teorema 3.14 (Fundamental da Álgebra). Seja P : C −→ C um polinômio não cons-

tante. Então existe um número complexo z0 tal que P (z0) = 0.

Demonstração. Escreva P (z) = anz
n+an−1z

n−1 + · · ·+a1z+a0, onde an 6= 0. Afirmamos

que lim
|z|→∞

|P (z)| =∞. De fato

|P (z)| = |anzn + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0|

≥ |z|n
(
|an| −

|an−1|
|z|

− · · · − |a1|
|z|n−1

− |a0|
|z|n

)
e

lim
|z|→∞

(
|an| −

|an−1|
|z|

− · · · − |a1|
|z|n−1

− |a0|
|z|n

)
= |an|.

Portanto

lim
|z|→∞

|P (z)| ≥ lim
|z|→∞

|z|n
(
|an| −

|an−1|
|z|

− · · · − |a1|
|z|n−1

− |a0|
|z|n

)
=∞.

69



3. Teoria Integral de Cauchy

Suponha agora que P (z) 6= 0 em todos os pontos de C. Então a função f(z) =
1

P (z)
é

inteira e |f | é limitada. Para ver isso, dado M = 1, existe R > 0 tal que |P (z)| > 1 para

|z| > R e pelo teorema 3.9, seja K 6= 0 o valor mı́nimo de |P (z)| para |z| ≤ R. Temos

então que

|f(z)| ≤ max

{
1,

1

K

}
, ∀z ∈ C.

Segue do Teorema de Liouville que f é constante, o que é um absurdo pois P não o é.

Concluimos que existe um número complexo z0 tal que P (z0) = 0.

No caṕıtulo anterior mostramos que toda função anaĺıtica é holomorfa no disco de

convergência da série de potências que a define (teorema 2.14), agora mostraremos que

sua rećıproca é verdadeira, ou seja, toda função holomorfa é anaĺıtica. Para estabelecer

esse resultado utilizaremos a Fórmula Integral de Cauchy.

Teorema 3.15. Sejam f : U −→ C uma função holomorfa, onde U é um domı́nio em C

e z0 ∈ U um ponto qualquer. Então

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n

ou seja, f é dada por sua série de Taylor de centro em z0 é uma função anaĺıtica. Além

disso, essa série converge em qualquer disco aberto D(z0, r) ⊂ U , isto é, o raio de con-

vergência R da série acima é a menor entre as distâncias de z0 aos pontos da fronteira

de U .

Demonstração. A Fórmula Integral de Cauchy nos diz que

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw

onde γ(t) = z0 + reit, r > 0, 0 ≤ t ≤ 2π, é o ćırculo centrado em z0, limitando um

disco fechado contido em U e z é qualquer ponto satisfazendo |z − z0| < r. Para obter o

resultado vamos inicialmente trabalhar a expressão
1

w − z
. Temos

1

w − z
=

1

w − z0 + z0 − z
=

1

(w − z0)
[
1 + z0−z

w−z0

]
=

1

(w − z0)
[
1− z−z0

w−z0

] =
1

(w − z0)

(
1

1− z−z0
w−z0

)
.
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Agora, sabemos que se k 6= 1 é um número complexo então

1

1− k
= 1 + k + k2 + · · ·+ kn +

kn+1

1− k
.

E substituindo k por
z − z0

w − z0

concluimos que

1

1− z−z0
w−z0

= 1 +
z − z0

w − z0

+

(
z − z0

w − z0

)2

+ · · ·+
(
z − z0

w − z0

)n
+

(
z−z0
w−z0

)n+1

1− z−z0
w−z0

.

Portanto

1

w − z
=

1

(w − z0)

(
1

1− z−z0
w−z0

)

=
1

(w − z0)

n∑
j=0

(
z − z0

w − z0

)j
+

1

(w − z0)

(
z−z0
w−z0

)n+1

1− z−z0
w−z0

=
n∑
j=0

(z − z0)j

(w − z0)j+1
+

(z − z0)n+1

(w − z)(w − z0)n+1
.

Multiplicando por f(w) obtemos o integrando da Fórmula Integral de Cauchy

f(w)

w − z
=

n∑
j=0

f(w)

(w − z0)j+1
(z − z0)j +

f(w)(z − z0)n+1

(w − z)(w − z0)n+1

e integrando ao longo de γ ficamos com

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw

=
n∑
j=0

[
1

2πi

∫
γ

f(w)

(w − z0)n+1
dw

]
(z − z0)j +

1

2πi

∫
γ

f(w)(z − z0)n+1

(w − z)(w − z0)n+1
dw.

Pelo corolário 3.10 isso é o mesmo que

f(z) =
n∑
j=0

f (j)(z0)

j!
(z − z0)j +

1

2πi

∫
γ

f(w)(z − z0)n+1

(w − z)(w − z0)n+1
dw.

Ponha

Rn(z) =
1

2πi

∫
γ

f(w)(z − z0)n+1

(w − z)(w − z0)n+1
dw.
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Para mostrar que a série
∞∑
j=0

f (j)(z0)

j!
(z− z0)j converge a f(z) é suficiente mostrar que

lim
n→∞

Rn(z) = 0 qualquer que seja z satisfazendo z ∈ D(z0, r). Ora, seja K o valor máximo

de |f | ao longo de w = γ(t) = z0 + reit, 0 ≤ t ≤ 2π. Pelo lema 3.3 temos

|Rn(z)| =

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γ

f(w)(z − z0)n+1

(w − z)(w − z0)n+1
dw

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫
γ

|f(w)||(z − z0)|n+1

|(w − z)||(w − z0)|n+1
|dw|

≤ 1

2π

∫
γ

K|(z − z0)|n+1

|(w − z)||(w − z0)|n+1
|dw|.

Agora, como |w− z0| = r e |w− z0| ≤ |w− z|+ |z− z0| obtemos r− |z− z0| ≤ |w− z|

e dáı
1

|w − z|
≤ 1

r − |z − z0|
.

Assim sendo

|Rn(z)| ≤ 1

2π

∫
γ

K|(z − z0)|n+1

(r − |z − z0|)rn+1
|dw|

=
1

2π

K|(z − z0)|n+1

(r − |z − z0|)rn+1
2πr

=
K|(z − z0)|n+1

(r − |z − z0|)rn
.

Faça |z−z0| = α e observe que α < r pois z está no disco D(z0, r). A expressão acima

se transforma em

|Rn(z)| ≤ Kαn+1

rn+1 − rnα
=

K(
1− α

r

) (α
r

)n+1

.

Logo,

0 ≤ lim
n→∞

|Rn(z)| ≤ K(
1− α

r

) lim
n→∞

(α
r

)n+1

= 0

pois
α

r
< 1. Isso mostra que

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n.

Teorema 3.16 (de Cauchy). Sejam U ⊂ C um domı́nio e f : U −→ C uma função
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holomorfa. Seja V ⊂ U um subconjunto fechado e limitado (compacto), cuja fronteira ∂V

consiste de um número finito de curvas de Jordan suaves por partes, ∂V = γ1 ∗ · · · ∗ γn e

tal que V \ ∂V é um domı́nio. Então

∫
∂V

f(z) dz = 0.

Demonstração. Tome V e ∂V com orientação compat́ıvel. Já sabemos que f tem derivadas

de todas as ordens em todos os pontos de U e, escrevendo f(z) = u(x, y) + iv(x, y),

concluimos que as funções u e v tem derivadas parciais de todas as ordens em todos os

pontos de U . Em particular, as derivadas parciais dessas funções são cont́ınuas. Podemos

invocar o Teorema de Green C.1 e argumentar como segue:

∫
∂V

f(z) dz =

∫
∂V

u dx− v dy + i

∫
∂V

v dx+ u dy.

Aplicando o Teorema de Grenn C.1 às duas integrais acima temos

∫
∂V

u dx− v dy =

∫∫
V

(
−∂v
∂x
− ∂u

∂y

)
dxdy = −

∫∫
V

(
∂x

∂x
+
∂u

∂y

)
dxdy

∫
∂V

v dx+ u dy =

∫∫
V

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy.

Mas, como f é holomorfa, as condições de Cauchy-Riemman são satisfeitas e isso dá
∂u

∂x
− ∂v

∂y
= 0 e

∂v

∂x
+
∂u

∂y
= 0

Portanto, ∫
∂V

u dx− v dy = 0 e

∫
∂V

v dx+ u dy = 0,

ou seja, ∫
∂V

f(z) dz = 0.

Este teorema nos permite dar uma forma mais geral para a Fórmula Integral de Cauchy

(teorema 3.8), onde calculamos a integral não só em discos fechados mas em curvas mais

gerais (curvas de Jordan suave por partes).

Teorema 3.17 (Fórmula Integral de Cauchy). Seja f : U −→ C uma função holomorfa

no domı́nio U ⊂ C. Seja V uma região fechada e limitada inteiramente contida em U ,

73



3. Teoria Integral de Cauchy

cuja fronteira ∂V é uma curva de Jordan suave por partes, orientada no sentido anti-

horário, sendo V \ ∂V um domı́nio. Se z0 é um ponto qualquer no interior de V então

f(z0) =
1

2πi

∫
∂V

f(w)

w − z0

dw.

Demonstração. Como z0 é ponto interior a V , podemos encontrar um disco fechado

D(z0, r) centrado em z0 e inteiramente contido no interior de V . Olhe para a região

W = V \ D(z0, r). Trata-se de uma região fechada e limitada, contida no domı́nio U

cuja fronteira ∂W consiste das duas curvas de Jordan suaves por partes, ∂V e ∂D(z0, r).

Oriente W e ∂W compativelmente. A função g(z) =
f(z)

z − z0

é holomorfa em U \ {z0} um

domı́nio que contém W . Assim sendo, o Teorema de Cauchy 3.16 afirma que

∫
∂W

g(z) dz = 0.

Mas ∫
∂W

g(z) dz =

∫
∂V

g(z) dz +

∫
D(z0,r)−

g(z) dz

e então ∫
∂V

g(z) dz =

∫
D(z0,r)

g(z) dz

Logo, pelo Teorema 3.8 temos

∫
∂V

g(z) dz =

∫
D(z0,r)

g(z) dz = 2πif(z0).

Portanto

f(z0) =
1

2πi

∫
∂V

f(w)

w − z0

dw.

Exemplo 3.7. Calcular

∫
γ

ez

z(z − 1)
, onde γ é o quadrado de vértices (1

2
, 1

2
), (−1

2
, 1

2
),

(−1
2
,−1

2
) e (1

2
,−1

2
), orientado no sentido anti-horário.

Solução: Esse caminho tem 0 em seu interior e 1 em seu exterior. Consideremos então

a função f(z) =
ez

z − 1
, que é holomorfa no domı́nio U = C \ {1}, que contém a região
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fechada e limitada V determinada por γ. Pela Fórmula Integral de Cauchy

∫
γ

ez

z(z − 1)
dz =

∫
γ

ez

z−1

z
dz = 2πif(0) = −2πi.

Agora, observe que como 1 é ponto exterior ao caminho fechado, a integral

∫
γ

ez

z

z − 1
dz = 0.

Isso decorre do teorema de Cauchy 3.16 pois o integrando é holomorfo em um aberto

que contém a região fechada e limitada determinada por γ.
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Caṕıtulo 4

Singularidades

Neste caṕıtulo, veremos a série de Laurent, que é mais geral que a série de Taylor,

pois possui termos com potências negativas. Essa série nos permite estudar as singu-

laridades isoladas de uma função holomorfa. Com essa série é também posśıvel fazer o

estudo dos reśıduos, pois este é definido como um dos coeficientes dessa série. A partir

dessas definições mostraremos o prinćıpio do argumento, apresentando uma fórmula que

nos permite calcular zeros e polos de uma função holomorfa, enfim provaremos o teo-

rema principal da seção, o Teorema Fundamental da Álgebra, como uma consequência do

Teorema de Rouché.

4.1 A Expansão de Laurent

Definição 4.1. Se ρ1, ρ2 são números reais satisfazendo 0 ≤ ρ1 < ρ2 e a um número

complexo, o anel A(a, ρ1, ρ2) é o conjunto aberto definido por

A(a, ρ1, ρ2) = {z ∈ C; ρ1 < |z − a| < ρ2}

e o anel fechado A(a, ρ1, ρ2) é o conjunto fechado

A(a, ρ1, ρ2) = {z ∈ C; ρ1 ≤ |z − a| ≤ ρ2}.

Escrevemos A(a, ρ1,∞) para denotar o anel ilimitado {z ∈ C; ρ1 < |z − a|} e

A(a, ρ1,∞) para denotar o anel ilimitado {z ∈ C; ρ1 ≤ |z − a|}. Observe que A(a, 0, r) é

D(a, r) \ {a}. Temos também que A(a, 0,∞) = C \ {a}.
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Teorema 4.1 (de Laurent). Seja f uma função holomorfa no anel A(a, ρ1, ρ2). Então

f(z) =
∞∑
m=1

bm
1

(z − a)m
+
∞∑
n=0

an(z − a)n

sendo que a série
∞∑
m=1

bm
1

(z − a)m
converge absolutamente fora do disco fechado D(a, ρ1) e

a série
∞∑
n=0

an(z−a)n converge absolutamente no disco D(a, ρ2). Além disso, essa expansão

é unica e os coeficientes bm e an são dados por

bm =
1

2πi

∫
γ

f(w)(w − a)m−1 dw, m ≥ 1,

an =
1

2πi

∫
γ

f(w)

(w − a)n+1
dw, n ≥ 0

onde γ é o ćırculo de centro a, orientado no sentido anti-horário e contido em A(a, ρ1, ρ2).

Demonstração. Seja f : A(a, ρ1, ρ2) −→ C uma função holomorfa. Fixe um ponto z ∈

A(a, ρ1, ρ2) e sejam r1, r2 ∈ R tais que ρ1 < r1 < r2 < ρ2. Consideremos o anel A(a, r1, r2).

Sua fronteira é formada pelos ćırculos γ1 = {|w − a| = r1} e γ2 = {|w − a| = r2}.

Utilizaremos a fórmula integral de Cauchy 3.8 para descrever f em torno de z.

a

�

�

z
�

1

2

Figura 4.1: Região V fechada e limitada.

Observe que a função g(w) =
f(w)

w − z
é holomorfa no anel A(a, ρ1, ρ2) exceto no ponto

z. Assim sendo, isolamos o ponto z considerando um disco nele centrado, D(z, τ), com

r1 < τ < r2, tal que D(z, τ) ⊂ A(a, r1, r2) e cuja fronteira é o ćırculo λ orientado no
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sentido anti-horário. Pela fórmula integral de Cauchy 3.8 temos

f(z) =
1

2πi

∫
λ

f(w)

w − z
dw. (4.1)

Consideremos V a região cuja fronteira ∂V é formada pelas três curvas de Jordan λ,

γ1 e γ2 e, dotando V e ∂V da orientação compat́ıvel, temos ∂V = γ−1 ∗ γ2 ∗ λ−. Como g é

holomorfa num aberto que contém V e ∂V , pelo teorema de Cauchy 3.16 temos

∫
∂V

g(w) dw =

∫
∂V

f(w)

w − z
dw = 0,

mas

0 =

∫
∂V

g(w) dw =

∫
γ−1

g(w) dw +

∫
γ2

g(w) dw +

∫
λ−
g(w) dw

e portanto ∫
λ

g(w) dw =

∫
γ−1

g(w) dw +

∫
γ2

g(w) dw,

ou seja,
1

2πi

∫
λ

g(w) dw = − 1

2πi

∫
γ1

g(w) dw +
1

2πi

∫
γ2

g(w) dw.

De (4.1) obtemos

f(z) = − 1

2πi

∫
γ1

f(w)

w − z
dw +

1

2πi

∫
γ2

f(w)

w − z
dw. (4.2)

Agora, faremos separadamente o estudo das integrais do lado direito da equação (4.2).

(i) Estudo de
1

2πi

∫
γ2

f(w)

w − z
dw.

Relembremos a demonstração do teorema 3.15 do caṕıtulo 3, mas atentando para o

fato de que f não está definida no ponto a. Temos

1

w − z
=

1

w − a+ a− z
=

1

(w − a)− (z − a)
=

1

(w − a)
[
1− z−a

w−a

]
=

1

w − a

[
1 +

z − a
w − a

+

(
z − a
w − a

)2

+ · · ·+
(
z − a
w − a

)n
+

(
z−a
w−a

)n+1

1− z−a
w−a

]

=
n∑
j=0

(z − a)j

(w − a)j+1
+

(z − a)n+1

(w − z)(w − a)n+1
.
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Multiplicando por f(w) obtemos o integrando da Fórmula Integral de Cauchy

f(w)

w − z
=

n∑
j=0

f(w)

(w − a)j+1
(z − a)j +

f(w)(z − a)n+1

(w − z)(w − a)n+1

e integrando ao longo de γ2 ficamos com

1

2πi

∫
γ2

f(w)

w − z
dw =

∞∑
n=0

[
1

2πi

∫
γ2

f(w)

(w − a)j+1
dw

]
(z − a)j.

Essa série converge para qualquer z satisfazendo |z − a| < r2. Agora, note que não

podemos substituir

∫
γ2

f(w)

(w − a)j+1
dw por

f (n)(a)

n!
, pois f(a) não está definida. Usando

os mesmos argumentos da demonstração do teorema 3.15, a equação (4.2) fica

f(z) = − 1

2πi

∫
γ1

f(w)

w − z
dw +

∞∑
n=0

an(z − a)n (4.3)

onde

an =
1

2πi

∫
γ2

f(w)

(w − z)n+1
dw, n ≥ 0.

(ii) Estudo de − 1

2πi

∫
γ1

f(w)

w − z
dw.

Utilizaremos os mesmos argumento utilizados no item (i), fazendo as modificações

necessárias. Temos

1

w − z
=

1

w − a+ a− z
=

−1

(z − a)− (w − a)
= − 1

(z − a)
[
1− w−a

z−a

]
= − 1

z − a

[
1 +

w − a
z − a

+

(
w − a
z − a

)2

+ · · ·+
(
w − a
z − a

)m−1

+

(
w−a
z−a

)m
1− w−a

z−a

]

= −
m∑
j=1

(w − a)j−1

(z − a)j
− (w − a)m

(z − w)(z − a)m
.

Multiplicando por f(w) obtemos o integrando da Fórmula Integral de Cauchy

f(w)

w − z
= −

m∑
j=1

f(w)(w − a)j−1

(z − a)j
− f(w)(w − a)m

(z − w)(z − a)m

e integrando ao longo de γ1 ficamos com
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− 1

2πi

∫
γ1

f(w)

w − z
dw =

m∑
j=1

[
1

2πi

∫
γ1

f(w)(w − a)j−1 dw

]
1

(z − a)j
+

1

2πi

∫
γ1

f(w)(w − a)m

(z − w)(z − a)m
dw.

Agora, ponha Rm(z) =
1

2πi

∫
γ1

f(w)(w − a)m

(z − w)(z − a)m
dw. Estimando |Rm(z)|, temos que

|z − a| ≤ |z − w|+ |w − a| = |z − w|+ r1 =⇒ 1

|z − w|
≤ 1

|z − a| − r1

.

Portanto, se K é o valor máximo de |f | ao longo de γ1, então pelo lema 3.3

|Rm(z)| =

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γ1

f(w)(w − a)m

(z − w)(z − a)m
dw

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫
γ1

Krm1
(|z − a| − r1)|z − a|m

|dw|

=
1

2π

Krm1
(|z − a| − r1)|z − a|m

2πr1.

Então

|Rm(z)| ≤ K

1− r1
|z−a|

rm+1
1

|z − a|m+1
.

Fazendo α =
r1

|z − a|
temos que α < 1 e a expressão acima fica

|Rm(z)| ≤ K

1− α
αm+1

e dáı vem que

lim
m→∞

|Rm(z)| ≤ lim
m→∞

K

1− α
αm+1 = 0.

Concluimos que

− 1

2πi

∫
γ1

f(w)

w − z
dw =

∞∑
m=1

[
1

2πi

∫
γ1

f(w)(w − a)m−1 dw

]
1

(z − a)j
.

Essa série converge absolutamente para z satisfazendo |z − a| > r1. O interessante é

que essa é uma série de potências negativas de z − a. Portanto (4.3) fica

f(z) =
∞∑
m=1

bm
1

(z − a)m+1
+
∞∑
n=0

an(z − a)n (4.4)
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onde

an =
1

2πi

∫
γ2

f(w)

(w − z)n+1
dw, n ≥ 0 e bm =

1

2πi

∫
γ1

f(w)(w − a)m−1, m ≥ 1.

Percebemos que os coeficientes an e bn são calculados através de duas integrais ao longo

de ćırculos distintos. O intuito agora é verificar se é posśıvel calcular esses coeficientes

através da integral ao longo de um único ćırculo. De fato isto é posśıvel.

Considere um ćırculo qualquer γ, de centro em a e raio r, com ρ1 < r < ρ2, contido

no anel A(a, ρ1, ρ2) e orientado no sentido anti-horário. Dado n ≥ 0, a função h(w) =
f(w)

(w − a)n+1
é holomorfa no anel fechado cuja fronteira consiste dos ćırculos γ e γ2. Pelo

teorema de Cauchy 3.16 temos

∫
γ2∗γ−

h(w) dw = 0

ou seja ∫
γ2

f(w)

(w − a)n+1
dw =

∫
γ

f(w)

(w − a)n+1
dw

e portanto, podemos escrever

an =
1

2πi

∫
γ

f(w)

(w − z)n+1
dw, n ≥ 0.

Analogamente, considerando a função g(w) = f(w)(w − a)m−1, holomorfa no anel

fechado cuja fronteira consiste dos ćırculos γ e γ1. Novamente pelo teorema de Cauchy

3.16 temos ∫
γ∗γ−1

g(w) dw = 0,

ou seja, ∫
γ1

f(w)(w − a)m−1 dw =

∫
γ

f(w)(w − a)m−1 dw

e podemos escrever

bm =
1

2πi

∫
γ

f(w)(w − a)m−1 dw, m ≥ 1.

E para finalizar, mostremos que a série de Laurent é única. Suponha que temos a
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expansão

f(z) =
∞∑
m=1

dm
1

(z − a)m
+
∞∑
n=0

cn(z − a)n

absolutamente convergente para z ∈ A(a, ρ1, ρ2). Vamos considerar inicialmente os coefi-

cientes das potências negativas. Multiplique f(z) por (z − a)k−1, k ≥ 2 e obtenha

(z−a)k−1f(z) =
∞∑

m=k+1

dm
(z − a)m−k+1

+
dk

z − a
+dk−1+· · ·+d1(z−a)k−2+

∞∑
n=0

cn(z−a)n+k−1.

Considere as funções

f1(z) =
∞∑

m=k+1

dm
(z − a)m−k+1

e

f2(z) = dk−1 + dk−2(z − a) + · · ·+ d1(z − a)k−2 +
∞∑
n=0

cn(z − a)n+k−1.

Temos que

(z − a)k−1f(z) = f1(z) +
dk

z − a
+ f2(z).

Agora, f1 e f2 ambas admitem primitivas, pois

F1(z) =
∞∑

m=k+1

1

k −m
dm

(z − a)m−k

é uma série absolutamente convergente em A(a, ρ1, ρ2) e F ′1(z) = f1(z). Também

F2(z) = dk−1(z − a) + dk−2
(z − a)2

2
+ · · ·+ d1

(z − a)k−1

k − 1
+
∞∑
n=0

cn
n+ k

(z − a)n+k

converge absolutamente no anel A(a, ρ1, ρ2) e F ′2(z) = f2(z).

Portanto, se γ é um ćırculo de centro em a, contido em A(a, ρ1, ρ2) e percorrido no

sentido anti-horário então, pelo teorema 3.4∫
γ

f(z)(z − a)k−1 dz =

∫
γ

f1(z) dz +

∫
γ

dk
z − a

dz +

∫
γ

f2(z) dz

= 0 +

∫
γ

dk
z − a

dz + 0 = 2πi dk.

Ou seja,

dk =
1

2πi

∫
γ

f(z)(z − a)k−1 dz
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e os coeficientes das potências negativas são os mesmos de (4.4). Isso mostra que a série

de potências negativas da expansão (4.4) é única.

Com isso, temos

f(z)−
∞∑
m=1

bm
(z − a)m

=
∞∑
n=0

an(z − a)n

e

f(z)−
∞∑
m=1

bm
(z − a)m

=
∞∑
n=0

cn(z − a)n.

Logo,
∞∑
n=0

an(z − a)n =
∞∑
n=0

cn(z − a)n

e da igualdade de séries, concluimos que an = cn, para todo n ≥ 0. O que conclui a

demonstração.

4.2 Classificação das singularidades

Definição 4.2. Quanto à singularidades temos três tipos:

(i) a é singularidade remov́ıvel de f se bm = 0 para m ≥ 1

(ii) a é polo de ordem k de f se bk 6= 0 e bm = 0 para m > k

(iii) a é singularidade essencial de f se bm 6= 0 para uma infinidade de valores de m.

Exemplo 4.1. Escreva a representação em série de Laurent da função f(z) =
sin z

z
no

anel A(0, 0,∞) = C \ {0}.

Solução: Para escrever a representação em série de Laurent dessa função, devemos ter

f(z) =
∞∑
m=1

bm
1

(z − a)m
+
∞∑
n=0

an(z − a)n

e os coeficientes an e bm são obtido por

an =
1

2πi

∫
γ

sin z

zn+2
dz, n ≥ 0 e bn =

1

2πi

∫
γ

zm−2 sin z dz, m ≥ 1

onde γ(t) = reit, 0 ≤ t ≤ 2π.
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Pelo corolário 3.10 temos que

an =
1

2πi

∫
γ

sin z

zn+2
dz =

1

(n+ 1)!

dn+1

dzn+1
(sin z)z=0.

Dáı, temos

a0 =
1

1!

d

dz
(sin z)z=0 =

1

1!

d

dz

(
eiz − e−iz

2i

)
z=0

=
1

1!

a1 =
1

2!

d

dz
(sin z)z=0 =

1

2!

d

dz

(
ieiz + ie−iz

2i

)
z=0

=
0

2!

a2 =
1

3!

d

dz
(sin z)z=0 =

1

3!

d

dz

(
−eiz + e−iz

2i

)
z=0

=
−1

3!

a3 =
1

4!

d

dz
(sin z)z=0 =

1

4!

d

dz

(
−ieiz − e−iz

2i

)
z=0

=
0

4!

a4 =
1

5!

d

dz
(sin z)z=0 =

1

5!

d

dz

(
eiz − e−iz

2i

)
z=0

=
1

5!

...

an =
(−1)n

(2n+ 1)!
.

Agora, para m = 1, temos pelo teorema 3.8 que

b1 =
1

2πi

∫
γ

sin z

z
dz = sin 0 = 0.

Para m = 2, como sin z possui primitiva − cos z e γ é fechada, pelo teorema 3.4

b2 =
1

2πi

∫
γ

sin z dz = 0.

Da mesma forma, para m = 3 a função z sin z tem como primitiva −z cos z + sin z,

então, pelo teorema 3.4

b3 =
1

2πi

∫
γ

z sin z dz = 0.

De maneira geral, a função zm−2 sin z, possui como primitiva a função

F (z) = (m−2)!

(
− zm−2

(m− 2)!
cos z +

zm−3

(m− 3)!
sin z +

zm−4

(m− 4)!
cos z − zm−5

(m− 5)!
sin z + · · ·+ cos z

)
.
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Logo

bm =
1

2πi

∫
γ

zm−2 sin z dz = 0, m ≥ 1.

Logo, do item (i) da definição 4.2 a função f(z) =
sin z

z
tem singularidade remov́ıvel

em z = 0. Portanto a expansão em série de Laurent de f fica

f(z) =
∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n+ 1)!
= 1 +

∞∑
n=1

(−1)nz2n

(2n+ 1)!

e notemos que f(0) = 1.

Proposição 4.2. Seja f uma função holomorfa no anel A(a, 0, ρ). Então as seguintes

afirmações são equivalentes:

(i) a é singularidade remov́ıvel de f

(ii) existe o lim
z→a

f(z)

(iii) |f | é limitado em algum anel A(a, 0, δ) ⊂ A(a, 0, ρ).

Demonstração. Suponha que (i) valha. Então a série de Laurent de f em A(a, 0, ρ) é

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − a)n = a0 + a1(z − a) + a2(z − a)2 + · · ·+ an(z − a)n + · · ·

e portanto lim
z→a

f(z) = a0, ou seja, vale (ii). Suponha (ii) válida e seja α = lim
z→a

f(z). Da

definição de limites temos que, dado ε = 1, existe 0 < δ < ρ, tal que, se 0 < |z − a| < δ

então |f(z)− α| < 1. Mas isso nos diz que |f(z)| < 1 + |α| para z ∈ A(a, 0, δ) e vale (iii).

Finalmente, suponha (iii) válida, ou seja, existe K tal que |f(z)| ≤ K para z ∈ A(a, 0, ρ).

Os coeficientes bm da série de Laurent de f são dados por

bm =
1

2πi

∫
γ

f(z)(z − a)m−1 dz, m ≥ 1

onde γ(t) = a+ reit, 0 ≤ t ≤ 2π e 0 ≤ r < ρ. Dáı

|bm| ≤
1

2π

∫
γ

|f(z)||(z − a)|m−1 |dz| ≤ 1

2π
Krm−12πr = Krm.

Fazendo r tender a zero concluimos que bm = 0 para m ≥ 1 e a é singularidade

remov́ıvel de f .
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Quanto a polos, temos:

Proposição 4.3. Se f é uma função holomorfa no anel A(a, 0, ρ), então a é um polo de

ordem k de f se, e somente se, lim
z→a

(z− a)kf(z) existe e é um número complexo não nulo.

Demonstração. Suponha que a seja um polo de ordem k de f . Então a série de Laurent

de f em A(a, 0, ρ) se escreve

f(z) =
bk

(z − a)k
+ · · ·+ b1

z − a
+
∞∑
n=0

an(z − a)n, bk 6= 0

e dáı

(z − a)kf(z) = bk + · · ·+ b1(z − a)k−1 +
∞∑
n=0

an(z − a)n+k.

Logo, lim
z→a

(z− a)kf(z) = bk 6= 0. Por outro lado, suponha que lim
z→a

(z− a)kf(z) exista e

é um número complexo não nulo. Olhe para a função g(z) = (z − a)kf(z). Pelo item (ii)

da proposição 4.2, g tem singularidade remov́ıvel em a e portanto, é dada por uma série

de potências centrada em a e converge no disco D(a, ρ), digamos

g(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n.

Além disso, lim
z→a

g(z) = c0. Vem então que

f(z) =
c0

(z − a)k
+ · · ·+ ck−1

z − a
+
∞∑
n=0

cn+k(z − a)n

e portanto, a é polo de ordem k de f .

4.3 Reśıduos

Definição 4.3. Se f é uma função holomorfa no anel A(a, 0, ρ), o reśıduo de f em a é o

coeficiente b1 do termo
1

z − a
de sua série de Laurent com centro em a.

Teorema 4.4 (dos Reśıduos). Seja f uma função holomorfa num domı́nio U\{a1, a2, . . . , ak}.

Suponha que γ ⊂ U\{a1, a2, . . . , ak} é uma curva de Jordan suave por partes, orientada no

sentido anti-horário, tal que a região fechada e limitada por ela determinada está contida
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em U e contém todos os pontos a1, a2, . . . , ak. Então

1

2πi

∫
γ

f(z) dz = res(f, a1) + res(f, a2) + · · ·+ res(f, ak).

Demonstração. Consideremos γ como no enunciado. Seja R ⊂ U a região fechada e

limitada determinada por γ. Para cada singularidade isolada aj de f , escolha um ćırculo

γj centrado em aj satisfazendo as seguintes condições: γj não tem ponto em comum com

γt se j 6= t, γj não tem ponto comum com γ, para 1 ≤ j ≤ k e cada γj ⊂ R. Obtemos

assim, uma região V limitada e fechada. É limitada, pois V ⊂ R, é fechada porque é a

interseção de dois conjuntos fechados (ver teorema B.2) V = R ∩

(
k⋃
j=1

Dγj

)C

, onde Dγj

são discos abertos determinados por cada γj, 1 ≤ j ≤ k.

�

�
U

a

a

a

a

�

�

�

�

�

1

2

3
_

1

2

3

_
_

_

Figura 4.2: Região determinada por γ e exterior aos discos Dγj .

Podemos aplicar o Teorema de Cauchy 3.16, pois temos f holomorfa, V uma região

fechada e limitada com fronteira ∂V constitúıda de um número finito de curvas de Jordan

suaves por partes, com V \ ∂V um domı́nio. Então pelo teorema de Cauchy 3.16 temos

∫
∂V

f(z) dz = 0. (4.5)

Mas como ∂V = γ ∗ γ−1 ∗ · · · ∗ γ−k , (4.5) equivale a

∫
γ

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz +

∫
γ2

f(z) dz + · · ·+
∫
γk

f(z) dz.

Nos resta portanto calcular

∫
γj

f(z) dz, j = 1, . . . , k. Ora, o Teorema de Laurent 4.1
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nos diz que se
∞∑
m=1

bm
1

(z − a)m
+
∞∑
n=0

an(z − a)n

é a série de Laurent de f entorno de a, então os coeficiente bm são dados por

bm =
1

2πi

∫
γ

f(z)(z − a)m−1 dw, m ≥ 1.

Agora, para m = 1, temos

b1 =
1

2πi

∫
γ

f(z) dz.

Pela definição 4.3, b1 é o reśıduo de f em a. Então para cada aj, 1 ≤ j ≤ k, temos

res(f, aj) =
1

2πi

∫
γj

f(z) dz.

Portanto

1

2πi

∫
γ

f(z) dz = res(f, a1) + res(f, a2) + · · ·+ res(f, ak).

4.4 O Teorema de Rouché

Nesta seção, demonstraremos um dos teoremas principais do caṕıtulo, O Teorema de

Rouché. É a partir desse teorema que daremos a aplicação da teoria de funções holomorfas

e demonstraremos o Teorema Fundamental da Álgebra.

Teorema 4.5 (Prinćıpio do argumento). Seja f uma função holomorfa num domı́nio

U \ {a1, a2, . . . , ak}. Suponha que γ ⊂ U \ {a1, a2, . . . , ak} é uma curva de Jordan suave

por partes, orientada no sentido anti-horário, tal que a região fechada e limitada por

ela determinada está contida em U e contém todos os pontos a1, a2, . . . , ak. Além disso,

suponha que todos esses pontos sejam polos de f e que f não tem zeros ao longo de γ.

Então
1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = Z − P (4.6)

onde Z é o número de zeros de f na região interior a γ, cada um deles contado tantas

vezes quanto for sua multiplicidade e P é o número de polos de f na região interior a γ,
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cada um deles contado tantas vezes quanto for sua ordem.

Demonstração. Pelo teorema dos reśıduos 4.4, a integral em (4.6) é a soma dos reśıduos

da função
f ′(z)

f(z)
na região interior a γ,

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
j=1

res

(
f ′

f
, αj

)
. (4.7)

Dado um ponto a nessa região temos três possibilidades:

(i) f(a) 6= 0

(ii) a é zero de multiplicidade m de f

(iii) a é polo de ordem k de f

O caso (i) fornece nada à integral acima pois o integrando possui reśıduo nulo nesse

ponto. Nos resta investigar (ii) e (iii). Suponha então que:

(ii) a é zero de multiplicidade m de f . Nesse caso, pela proposição 2.15, num disco

D(a, δ) existe uma função g holomorfa tal que f(z) = (z− a)mg(z) e g(a) 6= 0. Por outro

lado, f ′(z) = m(z − a)m−1g(z) + (z − a)mg′(z). Dáı vem que

f ′(z)

f(z)
=

m

z − a
+
g′(z)

g(z)
(4.8)

Como
g′(z)

g(z)
é holomorfa em D(a, δ), pelo teorema 3.15,

g′(z)

g(z)
possui representação em

séries de potências. Temos
g′(z)

g(z)
=
∞∑
n=0

cn(z − a)n

e portanto reescrevemos (4.8) como

f ′(z)

f(z)
=

m

z − a
+
∞∑
n=0

cn(z − a)n. (4.9)

Essa é a série de Laurent de
f ′(z)

f(z)
centrada em a e nesse ponto o reśıduo é m.

(iii) a é polo de ordem k de f . Nesse caso pela proposição 4.3, num disco D(a, ρ) vale

que (z − a)kf(z) = g(z), onde g é holomorfa e g(a) 6= 0. Portanto, f(z) =
g(z)

(z − a)k
e
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4. Singularidades

f ′(z) =
−kg(z)

(z − a)k+1
+

g′(z)

(z − a)k
. Logo

f ′(z)

f(z)
=
−k
z − a

+
g′(z)

g(z)

Argumentando como em (ii) concluimos que esse ponto contribui −k para integral
1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz.

Como os reśıduos de f ′/f no interior da região limitada por γ são zeros ou polos de

f , reorganizaremos os reśıduos da seguinte forma, αj com 1 ≤ j ≤ l tal que l < n serão

os zeros de f e αj com l + 1 ≤ j ≤ n serão os polos de f no interior da região limitada

por γ. Então por (4.7) temos

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
j=1

res

(
f ′

f
, αj

)
=

l∑
j=1

res

(
f ′

f
, αj

)
−

n∑
j=l+1

res

(
f ′

f
, αj

)
. (4.10)

Fazendo
l∑

j=1

res

(
f ′

f
, αj

)
= Z e

n∑
j=l+1

res

(
f ′

f
, αj

)
= P

obtemos
1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = Z − P .

Corolário 4.6. Nas mesmas hipóteses do teorema 4.5, se f e h são funções holomorfas

em U , então
1

2πi

∫
γ

h(z)
f ′(z)

f(z)
dz =

∑
ξj

h(ξj)mξj(f) (4.11)

onde ξ1, ξ2, . . ., ξl são zeros de f na região interior a γ e mξj(f) é a multiplicidade de ξj

com zero de f .

Demonstração. Pelo teorema dos reśıduos 4.4, a integral em (4.11) é a soma dos reśıduos

da função h(z)
f ′(z)

f(z)
na região interior a γ. Dado um ponto a nessa região temos duas

possibilidades, uma vez que f e h são holomorfas em U :

(i) f(a) 6= 0

(ii) a é zero de multiplicidade m de f .

90



4. Singularidades

Como no teorema 4.5 anterior, (i) fornece nada à integral acima pois o integrando

possui reśıduo nulo nesse ponto.

Quanto a (ii), suponha que a é zero de multiplicidade m de f , localizado no interior

da região limitada determinada por γ. Pela equação (4.9) do teorema 4.5 anterior temos

que
f ′(z)

f(z)
=

m

z − a
+
∞∑
n=0

cn(z − a)n. (4.12)

Por outro lado, a função h tem expansão centrada em a dada por, digamos

h(z) =
∞∑
n=0

bn(z − a)n = b0 +
∞∑
n=1

bn(z − a)n. (4.13)

Multiplicando a igualdade em (4.12) por (4.13) ficamos com

h(z)
f ′(z)

f(z)
=

b0m

z − a
+m

∞∑
n=0

bn+1(z − a)n +

[
∞∑
n=0

bn(z − a)n

][
∞∑
n=0

cn(z − a)n

]
.

Portanto, o reśıduo de h(z)
f ′(z)

f(z)
em a é b0m = h(a)ma(f).

Observação 4.1. Se h ≡ 1 então o corolário 4.6 nos diz que

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = Zf

onde Zf é o número de zeros de f na região interior a γ, cada um deles contado tantas

vezes for sua multiplicidade.

Teorema 4.7 (de Rouché). Sejam f e g duas funções holomorfas, ambas definidas no

domı́nio U ⊂ C. Seja V ⊂ U uma região fechada e limitada cuja fronteira ∂V é uma

curva de Jordan suave por partes, com V \ ∂V um domı́nio. Se

|f(z)− g(z)| < |f(z)| ∀ z ∈ ∂V,

então f e g tem o mesmo número de zeros no interior de V , cada um deles contado tantas

vezes for sua multiplicidade.

Demonstração. Antes de mais nada note que, por hipótese, nem f nem g podem ter zeros

ao longo de ∂V .
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4. Singularidades

Fazendo Φ(z) =
g(z)

f(z)
temos que

Φ′(z)

Φ(z)
=
g′(z)

g(z)
− f ′(z)

f(z)
.

Assim sendo, pela observação 4.1,

Zg −Zf =
1

2πi

∫
γ

g′(z)

g(z)
dz − 1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∫
γ

Φ′(z)

Φ(z)
dz

e basta mostrar que ∫
γ

Φ′(z)

Φ(z)
dz = 0.

Para calcular essa integral, oriente o caminho ∂V no sentido anti-horário e suponha

que ele seja descrito por γ(t), 0 ≤ t ≤ 1. Temos

|f(γ(t))− g(γ(t))| < |f(γ(t))| =⇒ |1− Φ(γ(t))| < 1.

Considere o caminho ϕ(t) = Φ(γ(t)), 0 ≤ t ≤ 1. Esse é um caminho fechado, suave

por partes e, o que é essencial, está inteiramente contido no disco de centro 1 e raio 1, já

que |Φ(γ(t))− 1| < 1. Logo

∫
γ

Φ′(z)

Φ(z)
dz =

∫ 1

0

Φ′(γ(t))

Φ(γ(t))
γ′(t) dt =

∫ 1

0

ϕ′(t)

ϕ(t)
dt.

Mas

∫ 1

0

ϕ′(t)

ϕ(t)
dt nada mais é do que a integral da função h(z) =

1

z
ao longo do

caminho ϕ, ∫
ϕ

1

z
dz =

∫ 1

0

ϕ′(t)

ϕ(t)
dt.

Como ϕ está contido no disco D(1, 1) e log z é uma primitiva de h(z) na região (ramo

principal) que contém esse disco, logo pelo teorema 3.4

∫
γ

Φ′(z)

Φ(z)
dz =

∫
ϕ

1

z
dz = 0.

Uma consequência do Teorema de Rouché é o que será visto na próxima seção.
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4. Singularidades

4.4.1 O Teorema Fundamental da Álgebra

Já mostramos no teorema 3.14 que todo polinômio não constante possui pelo menos

um zero. Agora mostraremos um resultado mais geral, que garante que todo polinômio

de grau n possui exatamente n zeros contados com multiplicidade.

Teorema 4.8 (Fundamental da Álgebra). Seja P : C −→ C um polinômio de grau n.

Então P (z) tem precisamente n zeros, contados com multiplicidade.

Demonstração. Escreva P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0, an 6= 0. A ideia é

comparar P (z) com Q(z) = anz
n e usar o Teorema de Rouché, pois, sabemos que Q

possui zero de multiplicidade n em z = 0. Temos

|Q(z)− P (z)| = |an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0|

e se z 6= 0 ∣∣∣∣Q(z)− P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣an−1

anz
+ · · ·+ a1

anzn−1
+

a0

anzn

∣∣∣∣ .
Agora

lim
|z|→∞

∣∣∣∣an−1

anz
+ · · ·+ a1

anzn−1
+

a0

anzn

∣∣∣∣ = 0

e portanto, podemos achar R > 0 tal que se |z| > R então∣∣∣∣Q(z)− P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣an−1

anz
+ · · ·+ a1

anzn−1
+

a0

anzn

∣∣∣∣ < 1.

Assim sendo, escolhendo qualquer ćırculo γ(t) = reit, 0 ≤ t ≤ 2π com centro em 0 e

raio r > R temos que, ao longo de γ,

|Q(z)− P (z)| < |Q(z)|.

Pelo teorema de Rouché 4.7, P tem precisamente n zeros, contados com multiplicidade.
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Considerações Finais

O estudo das funções de uma variável complexa, apesar das semelhanças com o estudo

de funções de variável real; principalmente nos conceitos iniciais sobre limites, continui-

dade e diferenciabilidade; possui diversas diferenças, muitas das quais são resultados fortes

e de consequências fascinantes. Embora o estudo de análise complexa seja, na teoria, mais

geral do que a análise real, não há como se desvincular totalmente desta, pois, é notável

em diversos teoremas demonstrados, a dependência que temos dela.

A definição de função holomorfa é o ponto crucial para desenvolver toda a teoria

de integração complexa. Considerando uma curva fechada em um domı́nio, vemos que

quando uma função f é holomorfa, sua integral sobre esta curva é nula, o que é equiva-

lente à existência de uma primitiva dessa função. Vemos a importância do Teorema de

Cauchy-Gousart para triângulos, pois através deste podemos mostrar a Fórmula Integral

de Cauchy, mostrando que ao integrar funções holomorfas ao longo da fronteira de um

disco fechado, obtemos seus valores nos pontos interiores a esse disco. Como consequência

desse resultado, mostramos que toda função holomorfa é anaĺıtica e possui derivadas de

todas as ordens, propriedades que somente essa classe de funções possui.

O desenvolvimento da série de Laurent nos possibilita estudar as singularidades e

reśıduos de funções holomorfas. O conceito de reśıduo é fundamental para a demons-

tração do prinćıpio do argumento, pelo qual é posśıvel calcular zeros e polos de funções

holomorfas. O teorema de Rouché nos dá a condição essencial para enfim demonstrarmos

o resultado central, o Teorema Fundamental da Álgebra.

Por fim, após a realização desse trabalho, é pretendido dar continuidade e estudar

as funções meromorfas, funções de variável complexa definidas como produto infinito de

funções holomorfas e as funções gama e zeta de Riemann. Pretendemos também fazer

um estudo mais voltados para aplicações em mecânica dos fluidos através de aplicações

conformes.
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Apêndice A

Números Complexos

Definição A.1. Um número complexo z pode ser definido como um par ordenado

(x, y) de números reais x e y,

z = (x, y) (A.1)

sujeito às regras e leis de operação a serem especificadas abaixo.

Sejam z1 = (x1, y1) e z2 = (x2, y2), a soma e a multiplicação, denotadas por z1 + z2

e z1z2, respectivamente, são definidas como:

z1 + z2 = (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2) (A.2)

z1z2 = (x1, y1) · (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1). (A.3)

O par (x, 0) é identificado com o número real x:

(x, 0) = x.

Esta regra permite configurar os números reais como um subconjunto dos números

complexos.

Convém dar um nome e um śımbolo ao par (0, 1). Este par será chamado unidade

imaginária e indicado por i:

(0, 1) = i
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A. Números Complexos

Os números reais x e y são respectivamente, a parte real e a parte imaginária de z,

sendo indicados por

Re(z) = x e Im(z) = y. (A.4)

Um par do tipo (0, y) é um número imaginário puro.

Com isso, temos o seguinte

z = (x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + (0, 1)(y, 0) = x+ iy.

Portanto um número complexo z = (x, y) pode ser escrito na forma algébrica como

z = x+ iy.

Definição A.2. O conjugado complexo, ou simplesmente conjugado, de um número

complexo z = x+ iy é o número

z = x− iy.

Lema A.1. Sejam z, w números complexos. Então, as seguintes propriedades são

verdadeiras:

(i) |z|2 = z z

(ii) |Re(z)| ≤ |z|

(iii) |Im(z)| ≤ |z|

(iv) z + w = z + w

(v) (zw) = z w

(vi) |zw| = |z||w|.

Proposição A.2 (Desigualdade triangular). Sejam z e w números complexos. Então

|z + w| ≤ |z|+ |w|.

Demonstração. Pelos itens (i) e (iv) do lema A.1 anterior, temos

|z + w|2 = (z + w)(z + w) = |z|2 + |w|2 + 2Re(z w). (A.5)

97



A. Números Complexos

Por outro lado

(|z|+ |w|)2 = |z|2 + |w|2 + 2|z||w|. (A.6)

Subtraindo A.6 e A.5, obtemos

(|z|+ |w|)2 − |z + w|2 = 2|z||w| − 2Re(z w).

Pelo item (ii) do lema A.1

2|z||w| − 2Re(z w) ≥ 0.

Portanto, (|z| + |w|)2 ≥ |z + w|2. Calculando a raiz quadrada de ambos os lados,

temos

|z + w| ≤ |z|+ |w|.

Proposição A.3. Se z um número complexo da forma z = x + iy, com x, y ∈ R.

Então

|z| ≤ |x|+ |y|.

Demonstração. Inicialmente, vemos que, para todo x, y ∈ R é verdade que 2|x||y| ≥

0. Agora, somando |x2|+ |y2| à desigualdade, obtemos

|x2|+ 2|x||y|+ |y2| ≥ |x2|+ |y2|

(|x|+ |y|)2 ≥ x2 + y2.

Mas |z|2 = x2 + y2, logo

|z|2 ≤ (|x|+ |y|)2

e segue dáı que

|z| ≤ |x|+ |y|.
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Apêndice B

Noções Topológicas e Curvas em C

Subconjuntos de C

Sejam z0 ∈ C e a ∈ R um número positivo. O conjunto D(z0, a) formado pelos pontos

z ∈ C que satisfazem

|z − z0| < a

é chamado disco aberto de centro em z0 e raio a. Já o conjunto D(z0, a) formado

pelos pontos tais que

|z − z0| ≤ a

é chamado disco fechado de centro z0 e raio a. O ćırculo de centro em z0 e raio a,

denotado por ∂D(z0, a), consiste precisamente dos pontos à distância a do ponto z0,

ou seja, dos pontos z satisfazendo |z − z0| = a.

Definição B.1. Um subconjunto U do plano é um conjunto aberto se, dado qualquer

ponto z em U podemos encontrar a ∈ R+ tal que o disco de centro z e raio a está

inteiramente contido em U .

Por exemplo, o plano C é aberto, bem como é o disco D(z0, a).

Definiremos conjunto fechado através do teorema a seguir, cuja demonstração pode

ser vista em [3], p. 40.

Teorema B.1. Um subconjunto V do plano é fechado se, e somente se, seu comple-

mentar V C = C \ V é aberto.
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B. Noções Topológicas e Curvas em C

Teorema B.2. A interseção V = V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vn ∩ · · · de uma infinidade de

conjuntos fechados do plano complexo é um conjunto fechado.

Demonstração. Ver [3], p. 41.

Exemplo B.1. Um conjunto constitúıdo de um único ponto {z0} é um conjunto

fechado, assim como o ćırculo ∂D(z0, a).

Definição B.2. Um subconjunto X do plano é dito limitado se existe um número

real R, tal que |z| < R, para todo z ∈ X

Definição B.3. Um subconjunto K do plano é dito compacto se for fechado e limi-

tado.

Exemplo B.2. O disco fechado D(z0, a) é um conjunto compacto.

Definição B.4. Dado um subconjunto A ⊂ C, a fronteira ou bordo de A é o conjunto

∂A = {z ∈ C; ∀ r > 0, D(z, r) ∩ A 6= ∅ e D(z, r) ∩ (C \ A) 6= ∅}.

Exemplo B.3. O ćırculo ∂D(z0, a) é a fronteira tanto de D(z0, a) quanto de D(z0, a).

Curvas no plano complexo

Definição B.5. Um caminho suave em C é uma aplicação

γ : I −→ C

com derivada cont́ınua em todos os pontos de I, onde I ⊂ R é um intervalo da forma

I = [a, b], a < b.

Definição B.6. Dizemos que γ é um caminho fechado se γ(a) = γ(b), onde γ(a) e

γ(b) são chamados ponto inicial e ponto final do caminho γ, respectivamente.

Na definição de caminho suave está subentendida a noção de sentido ou orientação

do caminho percorrido. Mais precisamente, o caminho é percorrido do ponto inicial
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ao ponto final à medida que t ∈ [a, b] cresce. Podemos inverter o sentido de percursso

definindo o caminho reverso de γ, γ−, por

γ−(t) = γ(a+ b− t), a ≤ t ≤ b.

Definição B.7. Um caminho suave por partes em C é uma coleção finita de caminhos

suaves γ1 : [a1, b1] −→ C, γ2 : [a2, b2] −→ C, . . . , γn : [an, bn] −→ C, satisfazendo:

γi(bi) = γi+1(ai+1), 1 ≤ i ≤ n− 1.

Usaremos a notação γ1 ∗ γ2 ∗ · · · ∗ γn quando nos referirmos a caminhos suaves por

partes.

Definição B.8. Quando γ1(a1) = γn(bn) diremos que o caminho suave por partes γ

é fechado.

Definição B.9. Uma curva γ : I −→ C é dita simples, se t1, t2 ∈ I e t1 6= t2 então

γ(t1) 6= γ(t2).

Definição B.10. Uma curva de Jordan suave por partes é um caminho suave por

partes, fechado e simples.

Definição B.11. Um subconjunto não vazio U ⊂ C é chamado um domı́nio se U

é aberto e se, dados dois pontos quaisquer x, y ∈ U , existe um caminho suave por

partes, inteiramente contido em U unindo o ponto x ao ponto y.

Exemplo B.4. Veremos agora exemplos de conjuntos que são domı́nios e conjuntos

que não são.

1. São domı́nios:

(i) C = {(x, y); x, y ∈ R}

(ii) o conjunto C∗ = C \ {0, 0}

(iii) qualquer anel A = {z ∈ C; a < |z − z0| < b}.

2. Não são domı́nios:

(i) C \ R

(ii) D(1, 1/2) ∪D(i, 1/2).
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Apêndice C

Funções Reais de duas Variáveis

Definição C.1. Sejam f : D ⊂ R2 −→ R uma função, (x0, y0) um ponto de acu-

mulação de D e L um número real. Definimos

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L

significa que, para todo ε > 0, existe um δ > 0 tal que se

0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ =⇒ |f(x, y)− L| < ε.

Definição C.2. Diremos que uma função f : U −→ R, U ⊂ R2, é diferenciável no

ponto a = (x0, y0) ∈ U quando existirem as derivadas parciais
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

e além disso, para todo vetor v = (h, k) tal que a+ v ∈ U , tivermos

f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0)h+

∂f

∂y
(x0, y0)k + r(h, k)

onde lim
(h,k)→(0,0)

r(h, k)

|(h, k)|
= 0.

A condição lim(h,k)→(0,0) r(h, k)/|(h, k)| = 0 significa, entretanto, mais do que

r(h, k)→ 0 ; ela quer dizer que r(h, k) tende a zero mais rapidamente do que |(h, k)|.

Definição C.3. Uma função f : U −→ R2, definida no aberto U ⊂ R2, diz-se de

classe C1 quando existem, em cada ponto x ∈ U , as derivadas parciais
∂f

∂x
(x, y) e

∂f

∂y
(x, y), onde cada derivada é cont́ınua em U .
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Teorema C.1 (de Green). Sejam U ⊂ R2 e f : U −→ R2 de classe C1. Seja V ⊂ U

um subconjunto satisfazendo:

(i) V é compacto

(ii) ∂V consiste de um número finito de curvas de Jordan suaves por partes

(iii) V \ ∂V é um domı́nio

Suponha que V e ∂V tem orientação compat́ıvel. Escrevendo f(x, y) =

(u(x, y), v(x, y)), temos que

∫
∂V

f =

∫
∂V

u dx+ v dy =

∫∫
V

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
dx dy.

Demonstração. Provemos que

∫
∂V

u dx = −
∫∫

V

∂u

∂y
dx dy.

Considere

V = {(x, y); a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)}.

x

y

a b

�

�

�
�

1

2

3

4 V

A fronteira consiste dos quatro caminhos

γ1(t) = (t, g1(t)), a ≤ t ≤ b

γ2(t) = (b, t), g1(a) ≤ t ≤ g2(a)

γ3(t) = (t, g2(t)), a ≤ t ≤ b

γ4(t) = (a, t), g1(a) ≤ t ≤ g2(a).

Para que V e ∂V tenham orientação compat́ıvel devemos ter

∂V = γ1 ∗ γ2 ∗ γ−3 ∗ γ−4 .
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C. Funções Reais de duas Variáveis

Agora ∫
∂V

u dx =

∫
γ1

u dx+

∫
γ2

u dx+

∫
γ−3

u dx+

∫
γ−4

u dx

mas, para γ2 e γ4 temos x′(t) = 0 e portanto as integrais são nulas ao longo desse

caminhos. Ficamos com

∫
∂V

u dx =

∫
γ1

u dx−
∫
γ3

u dx.

Essas se expressam por

∫
γ1

u dx =

∫ b

a

u(t, g1(t)) dt e

∫
γ1

u dx =

∫ b

a

u(t, g2(t)) dt

e temos ∫
γ1

u dx =

∫ b

a

[u(t, g1(t))− u(t, g2(t))] dt. (C.1)

Por outro lado

∫∫
V

∂u

∂y
dx dy =

∫ b

a

∫ g2(t)

g1(t)

∂u

∂y
dy dt =

∫ b

a

[u(t, g2(t))− u(t, g1(t))] dt (C.2)

Dáı, de C.1 e C.2 concluimos que

∫
∂V

u dx = −
∫∫

V

∂u

∂y
dx dy. (C.3)

De maneira análoga mostramos que

∫
∂V

v dy =

∫∫
V

∂v

∂x
dx dy. (C.4)

Somando as equações C.3 e C.4 obtemos

∫
∂V

u dx+ v dy =

∫∫
V

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
dx dy.
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