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Capitulo 1

Conceltos basicos

1.1 Meétricas

Definicao 1.1.1. Dado X um conjunto nao vazio, chamamos de uma métrica sobre X uma fungao
d: X x X — R satisfazendo, para todo z,y, z € X:

(a) d(z,y) > 0se x #y;

(b) d(z,z) = 0;

(c) d(z,y) = d(y,z);

(d) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2);

Tal funcdo chamamos de distancia ou métrica. A um conjunto X munido de uma métrica d
damos o nome de um espago métrico e denotamos por (X, d).

Exemplo 1.1.2. A reta real com a funcdo d(z,y) = |x — y| é um espago métrico. A métrica d é
dita a métrica usual de R. Para exemplificar, vamos mostrar a condigao (d) de métrica, deixando
as outras como exercicio. Sejam z,y, z € R. Temos

d(z,z) = |z —z|
= |lz—z+y—y|
< o —yl+ly -2
= |z —y[+ |z -y

d(z,y) +d(y, 2)

Exemplo 1.1.3. O conjunto R" da n-uplas de niimeros reais admite uma métrica dada por d(x,y) =
Yoy |z —yi| onde x = (z1,...,2,) € y = (Y1, ..., Yn). Como exemplo, vamos mostrar a condigao (c)
de métrica, deixando as outras como exercicio. Sejam x = (21, ...,Z,) € ¥y = (Y1, ..., Yn). Temos

d(z,y) = >y lvi— il
n

22‘21 lyi — 4

= d(y,)



6 CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS

Exemplo 1.1.4. Considere o conjunto das sequéncias (a,)nen onde cada a,, € [0, 1]. Tal conjunto
admite uma métrica d(a,b) = sup{la, — b,| : n € N} onde a = (ap)nen € b = (bn)nen. Como
exemplo, vamos mostrar a condigdo (a) de métrica, deixando as outras como exercicio. Sejam
a = (an)nen € b = (bp)nen como acima. Suponha a # b. Isto é, existe k € N tal que ay # by.
Temos:

d(a,b) = sup{la, —by|:n €N}
> ag — byl
> 0
Exemplo 1.1.5. Dado um espaco vetorial V' sobre R, dizemos que uma funcao ||-|| : V. — R é

uma norma sobre V se, dados u,v € Ve A € R:
(a) [|v]|| > 0 se v # 0;

(b) [[Av[| = [Alllvll;

(©) llu+ol < ull + o]

Nestas condigoes, V' admite a métrica dada por d(u,v) = |Ju —v| (chamamos esta métrica de
métrica induzida pela norma ||-||). Como exemplo, vamos mostrar que d satifaz a condi¢ao (b)
de métrica. Seja u € V. Temos
d(u,u) = [ju—ull

= o]

= 0-0]

= 0jo]

=0

E claro que sobre um mesmo conjunto podemos ter métricas diferentes:

Exemplo 1.1.6. Se X é um conjunto nao vazio, uma métrica sobre X ¢é a fungao

d(m,y):{ 1 sex#y

0 sex=y

Esta é chamada a métrica discreta sobre X.

Defini¢ao 1.1.7. Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que Y é um subespago de X se Y C X
e adotarmos em Y a métrica d restrita a Y.

Observagao 1.1.8. Note que, de fato, se Y é um subespago do espago métrico (X, d), entao (Y, d)
também é um espaco métrico, onde d’' é a restricio de d a Y.

Exemplo 1.1.9. Sejam (X1,d;) e (X2,d2) espacos métricos. Definimos sobre X; x Xo a seguinte
métrica, que chamamos de métrica produto:

d((z1,72), (y1,92)) = d1(w1,y1) + da(w2,92)

onde (x1,22), (y1,y2) € X1 x Xo.
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Vamos terminar esta secao mostrando a nocao de distancia euclidiana que temos sobre o R" de
fato nos dd uma métrica. Vamos mostrar tal fato usando alguns resultados mais gerais:

Definicao 1.1.10. Seja V um espago vetorial sobre R. Chamos uma fungao (-,-) : V.xV — R de
um produto interno se sao satisfeitas as seguintes condig¢bes, para quaisquer a,b,c € V e A € R:

(a) {a+b,c) = (a,c)+ (b,c);
(b) (Aa,b) = X a,b);

(c) (a,b) = (b, a);

(d) (a,a) >0sea#0

Proposic¢ao 1.1.11 (desigualdade de Cauchy-Schwartz). Seja V' um espago vetorial sobre R
com um produto interno (-,-). Entdo, para quaisquer a,b € V, vale a sequinte desigualdade:

(a,b)* < {a,a)(b,b)
Demonstragao. Se a = 0, a desigualdade vale trivialmente (pois (0,b) = 0). Vamos supor a # 0.
Defina \ = éa b>> e ¢ =b— \a. Note que

(a,c) = {a,b— Aa)
= (a,b) — Xa,a)
= (a,b) — %(a,a)
= (a,b) —(a,b)

Il
o

Logo:

(c+ Aa,c+ Aa)

(c,c+ Aa) + Aa,c+ \a)

(c,c) 4+ Xe,a) + Ma, c) + N{a, a)
{c,c) + \{a,a)

Assim, temos que (b,b) = (c,c) + A% {a,a) > \*(a,a) = fa.b)? (a,a) = (@b Assim, {a,a){b,b)

(a,0)? (a,a)

>
{a,b)?, como querfamos. O

Proposicao 1.1.12. Seja V' um espacgo vetorial sobre R com um produto interno (-,-). Entdo a
fungao ||-|| : V — R dada por ||a|| = \/(a,a) para a € V' é uma norma. Chamamos esta norma de
a norma induzida pelo produto interno (-, -).

Demonstragao. Vamos apenas verificar que, dados a,b € V', temos que ||a + b|| < ||a|[+]|b|, deixando
as outras condig¢oes como exercicio. Temos:

la+o)* =

aa> (a, ><b b>+<b,b>

Il IAE I

— o~ o~~~ o~
Q
Q
<
/\

—~

lall + [161))
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Exemplo 1.1.13. O conjunto R™ é um espago métrico com a funcao

d(.’b,y) =

onde x = (z1,...,2) € ¥y = (Y1, .., Yn). Esta é conhecida como métrica euclidiana do R™. Para
verificar este exemplo, basta mostrar que (z,y) = > ; z;y; é um produto interno. Depois, é s6
mostrar que tal produto interno induz uma norma que induz a métrica definida acima.

Exercicios de 1.1

1. Mostre que as fungoes definidas nos exemplos acima sao de fato métricas.

2. No exemplo 1.1.4, terfamos algum problema se em vez de tomarmos cada a,, € [0, 1], toméssemos
cada a, € R?

3. Se (X, d) é um espago métrico, mostre que (X, d’) também é um espago métrico onde d'(z,y) =
min{d(z,y),1}.

4. Mostre que uma defini¢do equivalente a que apresentamos de uma métrica e a de que d : X X
X — R satisfaz, para a,b,c € X:

(a) d(a,b) =0 se, e somente se, a = b;

(b) d(a,c) < d(a,b) + d(c,b).
Dica: Mostre que d(a,b) < d(b,a).

1.2 Bolas, conjuntos limitados e distancias

Definicao 1.2.1. Sejam (X, d) um espago métrico, x € X e r > 0. Chamamos de bola aberta de
centro z e raio 7 em X o conjunto

BX(z) ={y e X :d(z,y) <r}.
e chamamos de bola fechada de centro z e raio r em X o conjunto
B [z] = {y € X : d(z,y) <r}.

Se 0 X em questao estiver claro no contexto, denotaremos respectivamente por B,(z) e B, [z].

Defini¢ao 1.2.2. Sejam (X, d) um espac¢o métrico e Y C X. Dizemos que Y é limitado se existem
x € X er >0 tais que Y C B,(x).

Exemplo 1.2.3. O subconjunto [0, 1[ é limitado em R com a métrica usual.
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Proposigao 1.2.4. Seja (X, d) um espago métrico. Dado A C X, sao equivalentes:
(a) A € limitado;
(b) existem 1,...,x, € X €er1,...,7 € R positivos tais que A C ;| Br,(z:);

Demonstrag¢ao. Suponha A limitado. Entao existe r > 0 e x € X tal que A C B,(x) e, portanto,
temos (b).

Agora suponha que existam z1,...,z, € X e rq,...,7, € R positivos tais que A C |}, By, (z;).
Sejam j; = max{ry,...r,} e jo = max{d(x1,x;) : i = 2,...,n}. Vamos mostrar que A C B,(z1),
onde r = j1 + j2 + 1. Seja a € A. Entdo existe i tal que a € By, (x;). Temos:

d(a,xq) d(a,z;) + d(z;, x1)
i+ J2
J1+ 72
r

VAR VANRVAR VAN

Logo, A C By(x1). O

Corolario 1.2.5. Sejam (X,d) um espago métrico e Ay, ..., A, C X conjuntos limitados. Entao
Ui, Ai € um conjunto limitado.

Demonstragao. Para cada A; existem x; e r; > 0 tais que A; C B, (x;). Portanto, U?:l A; C
Ui~ Br,(x;) é um conjunto limitado pela proposi¢ao anterior. ]

Definicao 1.2.6. Sejam (X, d) um espago métrico de A e B subconjuntos nao vazios de X. Defin-
imos a distancia entre A e B por d(A, B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B}. No caso em que A = {a}
ou B = {b} denotamos por d(a, B) e d(A,b) no lugar de d({a}, B) e d(A, {b}) respectivamente.

Exercicios de 1.2
1. Sejam (X,d) um espago métrico, x € X e r > 0. Mostre que, se s > 0 e s < r, entdo

By(z) C By(x).

2. Mostre que se trocarmos B,.(z) na definigao de conjunto limitado por B,[z] obtemos uma defini¢ao
equivalente. Isto é, um conjunto satisfaz a definicao “velha” se, e somente se, satisfaz a “nova”.

@. Mostre que:

3. Sejam x,y pontos distintos num espaco métrico e € =

(a) Be(z) N Be(y) = 0;

(b) Exiba um espago métrico X e x,y € X onde B:[x] N B:[y] # 0.

B
(c¢) Exiba um espago métrico X e z,y € X onde B.[z] N B:ly| =
4. Mostre que s@o equivalentes para um subconjunto A de um espago métrico:

(a) A é limitado;
(b) existe k > 0 tal que d(z,y) < k para todo x,y € A.
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5. Mostre que se Y é limitado e Z C Y, entao Z é limitado.

6. Mostre que se (X, d) é um espago métrico e z € X, entdo:

(@) Mpen B (z) ={z}
(b) UneN Bpyi(z) = X.

7. Mostre que a interseccao de uma familia de conjuntos limitados é um conjunto limitado.

8. Considere R com a métrica usual. Calcule d(0, { :n € N}).

1
nt+l
9. Considere R? com a métrica euclidiana. Calcule d(A, B) onde A é o eixo z e B é o gréfico da

funcdo 1 para z €]0, +ool.

10. Seja (X,d) um espaco métrico. Suponha que para algum x € X e algum r > 0, A = B,[z] \
B, (x) # 0. Calcule d(z, A).

1.3 Funcgoes continuas

Definicao 1.3.1. Sejam (X1,d;) e (X2, dz2) espacos métricos. Dizemos que uma funcao f: X; —
Xy é uma fungao continua no ponto z € X se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que, para
todo y € X; tal que di(z,y) < J, temos da(f(x), f(y)) < €. Se f é continua em todo ponto
x € X, dizemos simplesmente que f é uma fungdo continua. Se f é bijetora e sua inversa também
é continua, dizemos que f é um homeomorfismo.

Proposicao 1.3.2. Seja (X, d) um espago métrico. Entdo a funcao f: X — X dada por f(z) = x
é continua.

Demonstrag¢ao. Sejam x € X e ¢ > 0. Defina § = e. Temos, para y € X tal que d(z,y) < 0, que
d(f(z), f(y)) = d(z,y) <e. O

Exemplo 1.3.3. Sejam (X1, d;) e (X2, ds) dois espagos métricos, sendo que d; é a métrica discreta.
Entao toda f: X1 — X5 é continua. De fato, dado = € X7 e € > 0, basta tomarmos ¢ = % Assim,
se di(x,y) < 9, entao da(f(x), f(y)) =0, j& que para di(z,y) < J, temos que x = y.

Proposicao 1.3.4. Seja (X,d) um espago métrico. Sejam f: X — X eg: X — X fungoes

continuas. Entdo fog: X — X dada por (fog)(z) = f(g(x)) para x € X é uma funcdio continua'.

'Note que com a demonstracio apresentada aqui, podemos mostrar que f o g é continua em z se f é continua em
g(z) e g é continua em .
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Demonstracdo. Sejam z € X e € > 0. Como f é continua, existe §; > 0 tal que, para todo y € X
tal que, se d(g(x),y) < 1, entao

d(f(g(x)), f(y)) <e.

Como ¢ é continua, existe § > 0 tal que, para todo z € X, se d(x, z) < 4, entdo

d(g(x), 9(2)) < o1

Assim, dado y € X tal que d(z,y) < 0, temos que d(g(z), g(y)) < 01 e, portanto, d(f(g(x)), f(9(y))) <
€. ]

Exercicios de 1.3

1. Sejam (X1,d1) e (X2,d2) espagos métricos e f : X3 — Xy uma fungao. Dado x € X, mostre
que sao equivalentes:
(a) f é continua em z;
(b) para todo & > 0 existe § > 0 tal que f[Bg(1 (z)] € BX2(f(x)).

2. Mostre que a nocao de continuidade apresentada aqui com relacdo a R com a métrica usual é
equivalente com relacao a noc¢ao normalmente apresentada em cursos de célculo.

3. Analogamente ao exercicio anterior, mas com relagdo a espagos vetoriais e restrito a fungoes
lineares.

4. Mostre o resultado andlogo a Proposicao 1.3.4 para o caso em que f: Xo — X3, 9: X7 — X
e (X1,d1), (Xa,d2) e (X3,d3) s@o espagos métricos.

5. Sejam (X1,d1) e (X2, d2) espagos métricos. Seja f : X1 — Xa sobrejetora tal que dao(f(x), f(y)) =
di(z,y). Uma funcdo como essa é dita uma isometria entre X; e Xs e, neste caso, (Xi,d1) e
(X2, ds) sao ditos espagos isométricos. Mostre que:

(a) f é injetora;
(b) a inversa de f também é uma isometria;
(¢) f é continua.

6. Sejam (X,d) e (Y,d') espagos métricos. Dizemos que f : X — Y é uma fungao uniforme-
mente continua se, para qualquer ¢ > 0 existe § > 0 tal que, dados a,b € X, se d(a,b) < §
entao d'(f(a), f(b)) < €. Mostre que:

(a) toda fungao uniformemente continua é continua;

(b) a composta de fungdes uniformemente continuas também ¢ uniformemente continua.



12 CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS

1.4 Exercicios do Capitulo 1

1. Sejam (X, d) um espago métrico e Y subespaco de X.

(a) SeyeY er>0,entdo B) (r) =B, (r)NY.
(b) Se x € X e r > 0, entdo, para qualquer y € Y N BX(x) existe s > 0 tal que y € BY (y) C
Y N BX(x).

2. Seja (X,d') um espago métrico dado como no Exercicio 3 de 1.1. Mostre que X é um conjunto
limitado.

3. Sejam (X,d;) e (Z,dy) espagos métricos e Y um subespago de X.

(a) Mostre que, dada f : X — Z continua, a restri¢ao de f a Y também é uma funcao continua.

(b) Mostre um contraexemplo para a afirmagao “Dada g : Y — Z continua, existe f : X — Z
continua tal que g é a restricao de f a Y.

4. Sejam (X1, d;) e (X2, d2) espagos métricos, onde X5 é limitado. Mostre que o conjunto F (X1, X2)
de todas as fungoes f : X1 — X5 admite uma métrica d dada por d(f, g) = sup,cx, d(f(z), g(x)).
Obs.: Definimos C(X1, X3) como o subespaco de (F(X,Y),d) formado pelas fungdes continuas
de X1 cm XQ.



