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RESUMO

O desenvolvimento da matematica € marcado pelas
necessidades e problemas vindos de outras ciéncias, mas nao é
determinado somente por isso. E € bom que assim seja, pois as
necessidades mudam com o tempo, e quanto mais rica for a
matematica, melhor podera ela ajudar o homem. Percebemos que o
teorema fundamental do calculo € de importancia central e permite
computar integrais utilizando a antiderivada da fungéo a ser integrada. E
largamente utilizado em varias areas do conhecimento humano e
aplicado para a solucéo de problemas ndo s6 de matematica, mas de
fisica, astronomia, economia, engenharia, medicina, quimica, por
exemplo, ajudando na tomada de decisdo, na transmissdo de idéias
matematicas a outrem e também no campo da pesquisa matematica

independente das aplicacfes imediatas.

Palavras Chave: Calculo. Derivagao. Integracao.
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INTRODUCAO

A grande relevancia da mateméatica se da pelo fato de que, além de sua
vida propria como ciéncia, com suas teorias e seus problemas, ela tem a
caracteristica impar de poder penetrar, como uma arma importante e as vezes
imprescindivel em muitos outros ramos do conhecimento humano.

No século XVII, varios matematicos descobriram como obter areas mais
facilmente usando limites. Porém, como para cada problema diferente devem ser
planejados procedimentos especiais, 0 método da exaustéo carece de generalidade.

O maior avan¢co em relacdo ao método geral para o célculo de area foi
feito, independentemente, por Newton e Leibniz, os quais descobriram que as areas
poderiam ser obtidas revertendo o processo de diferenciacao.

O Teorema Fundamental do Caélculo é uma ferramenta poderosa para
calcular integrais definidas, pois reduz o problema a calcular primitiva de funcgdes.
Em geral, esta tarefa ndo € muito simples, pois existem func¢des cujas primitivas
precisam de uma técnica mais depurada para serem calculadas.

Este Teorema estabelece uma importante conexdo entre o calculo
diferencial e o célculo integral. O primeiro surgiu a partir do problema de se
determinar a reta tangente a uma curva em um ponto, enquanto que o segundo
comeca com 0s gregos ha mais de 3000 anos. O problema central era calcular areas
de figuras planas.

Um dos problemas que chamou muito atencdo dos ge6metras na época,
foi o calculo da area de circulos, o que na época ainda ndo era conhecido. Em
principio, o célculo da area podia ser resolvido por aproximacdo, isto é, se
aproximava o circulo por poligonos regulares, e o valor da area de um poligono era
uma aproximacao da area do circulo.

Os processos de diferenciagao e integracdo sao “inversos”, ou seja, uma
funcao f pode ser obtida a partir de sua integral por diferenciacdo ou a partir de sua
derivada por integracédo, a menor de uma constante.

Este trabalho visa demonstrar o Teorema Fundamental do Calculo, pois
como foi visto anteriormente, € uma ferramenta poderosa para calcular integrais

definidas.
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Na elaboragcdo de seu desenvolvimento, foram consultadas diversas
definicdes sobre o célculo integral, como propésito de mostrar o calculo dentro de

uma disciplina matematica, através de uma construcéo légica e estruturada.
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1 CONSIDERACOES GERAIS SOBRE O TEOREMA FUNDAMENTAL DO
CALCULO

O Teorema Fundamental do Célculo teria sido uma grande surpresa para
grandes matematicos como Eudoxo (cerca de 370 a.C.), Euclides (cerca de 300
a.C,), Arquimedes (287—212 a.C.), Apoldnio (cerca de 262—190 a.C.), e outros
matematicos da antiguidade classica, pois, quando pensamos nhas origens
geométricas das derivadas e integrais, retas tangentes a curvas e areas,
respectivamente, ndo existe pista alguma que sugira o Teorema Fundamental do
Célculo, assim como retas tangentes, quadraturas e cubaturas nédo tinham lugar de
destaque dentre outros problemas geométricos.

Quando algebra foi usada pela primeira vez para descrever curvas na
geometria analitica de René Descartes (1596—1650) e Pierre Fermat (1601—1665),
podemos ver os primeiros lampejos de uma conexdo entre tangentes e quadraturas.
Em seu estudo das “parabolas de ordem superior”, y = kx, onde k é constante e n +
2, 3, 4, ..., Fermat descreveu a férmula y/k para a subtangente em qualquer ponto
sobre a curva. A partir dai, e do nosso ponto de vista hoje, teria sido facil encontrar a
formula para a derivada; mas para Fermat, nx ndo era o objetivo. Em alguma época
na década de 1640, Fermat mostrou que a area em qualquer uma das parabolas de
ordem superior e 0 eixo horizontal 0 x a, era igual a area do retangulo de largura a
e altura a /(k +1). Hoje, podemos ver que Fermat estava torturantemente proximo do
teorema fundamental do calculo, como teria sido expresso em termos de suas
parabolas de ordem superior. Mas aquilo ndo parecia ser de seu interesse.

Em um procedimento que desenvolveu para encontrar o centro de
gravidade de um condide (agora conhecido como um paraboldide de revolucao),
Fermat antecipou o Teorema Fundamental do Calculo. Mas, falhou em reconhecé-lo.
Para encontrar o centro de gravidade de um sélido mais geral, Gilles Personne de
Roberval (1602-1675) usou um processo somatdrio e ambas, a tangentes e a
guadratura de certas curvas, mas também ndo observou a conexdo. Gregory St.
Vincent (1584-1667) e Evangelista Torricelli (1608-1647) adicionaram a técnica de
Roberval para determinar centros de gravidade sem perceber quaisquer outros
principios matematicos importantes. Em suas notas ndo publicadas até sua morte,

Torricelli desenvolveu sua construcdo de retas tangentes a “hipérboles de ordem
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superior” de Fermat, ym = kxn, a partir da quadratura destas curvas, mas sem
qualquer pista de idéias mais abrangentes e gerais, rm = kq n em coordenadas
polares, a quadratura da espiral. Os resultados de Torricelli eram bem conhecidos
de seus alunos, principalmente Vincenzo Viviani (1622 — 1703), e, através dele,
James Gregory (1638 — 1675) e Isaac Barrow (1630 — 1677) quando este
posteriormente viajou e estudou na Italia. Desta maneira, muitas das técnicas do que
agora chamamos de célculo foram transmitidas para a Inglaterra.

De uma maneira indireta envolvendo retificagdo (para encontrar
comprimento de um segmento de uma curva), James Gregory considerou a area
entre a curva, e o eixo t, comecando em t = a como uma fungédo do extremo direito,
t=x. entdo encontrou a reta tangente a esta nova curva em t=x e mostrou que sua
inclinacdo neste ponto era igual a ordenada, y, da curva original. Este processo
tortuoso aproximou Gregory da parte 1 do Teorema Fundamental do Calculo da
maneira que € afirmado no livro de Calculo de (GEORGE 2002). Mas este resultado
era uma pequena parte Universal da Geometria, 1668 de Gregory, sua tentativa de
resumir e organizar a geometria do calculo como ele a conhecia (0 muito da qual
tinha aprendido durante seus estudos na Italia, 1664—1668). Ele ndo sé néo
procurava o Teorema Fundamental do Calculo aqui, como também nao estava
usando as férmulas convenientes usadas hoje em dia.

O primeiro professor de cadeira Lucasiana de Matematica filosofia natural
em Cambridge (1663—1669), foi Isaac Barrow. Devido as semelhancas em
educacéo e formacéo de seus escritores, o0 Geometrical Lectures (1670) de Barrow e
o Universal Part Of Geometry de Gregory cobriram praticamente 0 mesmo assunto.
O trabalho de Barrow se aprofundou de alguma maneira nos esforcos do século 17
levando ao desenvolvimento do célculo. Em particular, em varios lugares, Barrow
mostrou no minimo uma compreensao intuitiva do fato que tangente e quadraturas
eram operacdes inversas. Ao discutir velocidade e distancia, mostrou como a reta
tangente a uma curva (distancia) poderia levar a constru¢do e quadratura de outra
curva (velocidade), e vice-versa. No seu tratado mais abrangente, Barrow primeiro
mostrou geometricamente que a area entre uma curva crescente, mas arbitraria, f(t),
e 0 eixo horizontal, a t x, era igual a y vezes a subtangente de uma curva auxiliar,
h(x), onde y é a ordenada curva dada em t = x; a linguagem geomeétrica de Barrow
provavelmente escondeu o fato de que seu h(x) era, na realidade, um multiplo

constante do que agora chamamos de antiderivada, F(x).
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Desta maneira, também antecipou a Parte 1 do Teorema Fundamental do
Calculo. Mais além, no seu “Geometrical Lectures”, Barrow provou um teorema
relacionado a soma de retangulos infinitesimais preenchendo a regido entre uma
curva e o eixo horizontal, a x b, ao retangulo cuja largura é uma constante e cuja
altura é F(b) — F(a) em notacdo moderna. Esta € a esséncia da Parte 2 do Teorema
Fundamental do Célculo como encontrado no livro de calculo de Thomas. O livro
“Geometrical Lectures” de Barrow foi apice dos processos geométricos do século 17
gue levaram as nossas modernas derivadas e integrais. Embora seu aluno e
protegido Isaac Newton (1642—1727), o tenha encorajado a incluir alguns métodos
algébricos adicionais no seu trabalho, Barrow era no fundo um gebmetra muito
talentoso. Assim ndo percebeu que o calculo, através do Teorema Fundamental do
Célculo, é uma entidade intelectual unica.

Gracas aos fundamentos providos por Barrow, Isaac Newton (1642—
1727), se aperfeicoou nos resultados da tangente e quadratura nos primeiros dois
tercos do século XVII. Em uma carta a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716),
Newton afirmou claramente, em termos fisicos, o que os dois problemas mais
basicos de calculo eram (e ainda s&o): “1- dado o comprimento do espaco
continuamente, (em todo instante de tempo), encontrar a velocidade do movimento,
em qualquer tempo dado. 2- Dada a velocidade de movimento continuamente,
encontrar o comprimento do espaco, (a integral ou a antiderivada) descrita em
qualquer tempo proposto”. Mas no lugar de derivadas, Newton empregou fluxions de
variaveis, denotados, por exemplo, por X, e em vez de antiderivadas, ele usou o que
ele chamou de fluentes.

A partir de Gregory, Newton adotou a idéia que a area entre uma curva, Yy,
e 0 eixo horizontal, era dependente do extremo direito, t = x. de fato, Newton pensou
na area como sendo realmente gerada pelo movimento da reta vertical t = x. assim o
flixion da area era simplesmente yx. Entdo, a técnica de Newton para encontrar tais
guadraturas era encontrar o fluente de y, equivalente a encontrar nossas
antiderivadas; este € o cerne da parte 2 do Teorema Fundamental do calculo como
encontrado no livro Calculo de Thomas. Newton usou o Teorema Fundamental do
calculo para encontrar os valores exatos para varias areas, da mesma maneira que
fazemos hoje. Em geral, Newton comecou a pensar nos problemas geométricos de

célculo em termos algébricos.
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Newton resumiu quase todos os trabalhos anteriores sobre célculo.
Juntamente com Barrow, foi especialmente influenciado por “La Géométrie” de René
Descartes (1596 - 1650) numa traducdo em Latim, com comentéarios de Frans van
Schooten (1615 - 1660) e por John Wallis (1616 - 1703) em seu “The Arithmétic of
Infinites”. Ele coroou seus estudos com sua prépria genialidade, escrevendo trés
manuscritos sobre calculo: o primeiro foi escrito em outubro de 1666; o segundo em
1669; e o terceiro, atualizando seus dois trabalhos anteriores, em 1671. Em seu
trabalho mais famoso, o “Principia Mathematica” (1687), Newton usou as idéias e
algumas das técnicas de calculo, mas como o Principia foi escrito em sua maior
parte na forma geométrica, as formulas e partes algébricas do calculo estavam
ausentes. As trés monografias de calculo de Newton, contudo, foram amplamente
conhecidas através de copias feitas para seus colegas da sociedade real. Mas elas
nao foram publicadas até muito depois de sua morte.

Quando Leibniz foi a Paris em 1672 em missédo diplomatica, foi
introduzido a idéias emergente de calculo por Christiaan Huygens (1629—1695), um
membro da nova academia Francesa. Leibniz estudou muito dos trabalhos de
autores de matematica avancada, e relatou que aqueles de Blaise Pascal (1623—
1662) eram especialmente Uteis. A maior parte dos escritores de Leibniz sobre
célculo recairam em trés grupos: seus manuscritos — quase todos diarios —
comecaram enquanto ele estava em Paris (1672—1676); os artigos que publicou no
“Acta Eruditorum” nas décadas de 1680 e 1690; e o manuscrito, (Histéria e Origem
do Calculo Diferencial, 1714).

As idéias de Leibniz sobre integrais, derivadas e calculo em geral foram
desenvolvidas a partir de analogias com somas e diferencas. Por exemplo, para o
Teorema Fundamental do Calculo, se fosse dada uma sequéncia finita de nimeros
tais como, y: 0, 1, 8, 27, 64, 125, e 216, com diferencas y: 1, 7, 19, 37, 61, e 89, ele
notou que a soma das diferencas, ay = (1-0) + (8-1) + (27-8) + ... + (216- 125) se
alternavam em torno da diferenca entre o primeiro e o ultimo valor de y, 216 — 0.
Agora, para Leibniz, uma curva era um poligono feito de um numero infinito de
lados, cada um com comprimento ‘“infinitesimal”. Entdo escreveu em 1680, “eu
represento a area de uma figura pela soma (infinita) de todos os retangulos limitados
pelas ordenadas e diferencas das abscissas”, isto €, como o y de x. Entao,
“‘elevando a alturas maiores” se baseando na analogia com somas finitas e

diferencas, Leibniz afirmou que ao encontrar a area representada por y de x, deve-
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se encontrar uma curva Y tal que as ordenadas y séo diferencas de Y ou y= dey.
Em termos modernos, Y é nossa antiderivada, e assim, Leibniz formulou uma
afirmacéo inicial da parte 1 do Teorema Fundamental do Célculo como encontrado
no livro Caélculo de Thomas. Posteriormente, em um artigo de 1693 no “Acta
Eruditorum”, Leibniz escreveu, “o problema geral de quadraturas pode ser reduzido
a encontrar uma curva que tenha uma dada lei de tangéncia”’, e continuou a
especificar esta lei na forma da parte 2 do Teorema Fundamental do Calculo.

Para apreciar completamente as contribuicdes de Leibniz ao célculo,
devemos considerar o seu contexto dentro de seu significativo trabalho e logica,
metafisica e filosofia porque pensava em todas essas atividades como inter-
relacionadas. Para Leibniz, a existéncia de infinitésimos poderia ter sido um
problema filosofico interessante, mas nao observou o ponto em seu calculo. Calculo,
especialmente o teorema fundamental, “continha uma maneira pratica de computar”
e era uma abreviacdo dos métodos rigorosos das tangentes e quadraturas de
Arquimedes (287- 212) e outros geGmetras gregos classicos. Por outro lado, Jakob
(1654- 1705 e Johann Bernoulli (1667 — 1748) e outros matematicos e cientistas do
século 18 que se aproveitaram do calculo de Leibniz, especialmente de sua notagao
fértil, usaram livremente, expandiram e aplicaram o calculo, freqientemente com
resultados espetaculares).

Em torno da virada do século XVII, infelizmente alguns poucos
seguidores de Newton atacaram Leibniz acusando-o de plagio do calculo de Newton
durante suas visitas a Londres em 1673 e 1676. Newton e Leibniz nunca se
encontraram frente a frente, mas durante as primeiras décadas do século, Newton
era presidente da Sociedade Real e Leibniz ainda era um membro. Leibniz escreveu
seu “History and Origin of the Differential Calculus” (1714) para sua defesa, mas sem
sucesso. A matéria se tornou uma disputa prioritaria de escala monumental e se
tornou um descrédito para todos os participantes a medida que o século XVII
avancou; por exemplo, numa lealdade mal direcionada, a maior parte dos
matematicos ingleses se limitaram aos fluxions e fluentes de Newton e evitaram as
notacdes superiores de Leibniz até o inicio do século XIX. O consenso hoje depois
de muito estudo meticuloso e imparcial, feito por varios estudiosos, € que Newton e
Leibniz desenvolveram o Teorema Fundamental do Calculo independentemente e

gue, portanto, deveriam dividir igualmente a gléria da criacao do célculo.
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Leibniz sobre o Teorema Fundamental do Calculo por analogia e Newton
baseou sua justificativa em fluxions e fluentes que por sua vez dependiam da
intuicdo de pontos se movendo ao longo de uma curva. Colin Maclaurin (1698 —
1746) provou a parte 1 do Teorema Fundamental do Calculo para funcdo de
poténcias simples, y = x, onde n =1, 2 ,3,..., e Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813)
estendeu a idéia basica de Maclaurin a fungfes crescentes representadas por uma
série de poténcias. A prova moderna do Teorema Fundamental do Calculo foi
formulada para fungbBes continuas em a x b por Augustin Louis Cauchy (1789 —
1857). Os argumentos que Cauchy deu sdo os mesmos daqueles encontrados no
livro de Thomas, Finney, Weir & Giordano. Com seu Teorema Fundamental do
Célculo, Cauchy proveu a chave, para todas as func¢des continuas, que finalmente
uniu rigorosamente os dois ramos principais do calculo em uma estrutura, ambos

elegantes e Uteis.
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2. LIMITES E CONTINUIDADE
2.1 Limites

O desenvolvimento do calculo foi estimulado por dois problemas
geométricos: Achar as areas das regides planas e as retas tangentes a curva. Esses
problemas requerem um “processo de limite” para sua solugdo. Entretanto, o
processo de limite ocorre em muitas outras aplicacdes — na verdade tantas, que, de
fato o conceito “limite” é o alicerce sobre o qual todos os outros conceitos de calculo
estdo baseados.

O conceito de limites de uma funcéo é utilizado em todos os tdpicos do
calculo do diferencial e integral. Com este conceito definiremos derivadas e integrais
de fungbes. Podemos também encontrar valores de expressdes indeterminadas da
forma 0/0, ou «/«. O conceito de limites de uma funcdo é o ponto de partida do
Célculo Diferencial e Integral.

Neste tOpico estudaremos as principais propriedades de limites de

funcdes definidas sobre os nimeros reais. Comecemos com um exemplo:

x2—4

x—2

f(x) =

Rapidamente percebemos que f estd definida em toda reta exceto no
ponto x=2.
Podemos expressar esta funcdo da seguinte forma:
fX)=x+2,sex#2

»

Yy 4

v

2
/ 2-0 2+0
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No ponto x = 2 ela ndo esta definida. Mas, para cada ponto bem proximo
dele todos os valores estdo definidos. Quando x se aproxima a 2 sem chegar a
tomar o valor de 2, a funcdo f se aproxima para 4 sem ser igual a 4. Para entender
melhor o conceito de limite faremos uma comparacdo com o0 conceito de
aproximacao.

Isto €, a expressao: limite de uma funcédo quando x—0, quer dizer: o valor
ao qual a funcéo se aproxima quando x esta préximo de zero. No exemplo anterior,
a funcdo ndo esté definida no ponto x=2 mas isto ndo nos impede de saber a que
valor ela se aproxima quando x se aproxima para dois. Quando estudamos o limite
de uma funcao f, por exemplo no ponto x=2, na verdade nao interessa saber quanto
sera o valor de f(2), nem mesmo se a funcdo esta definida nesse ponto. Interessa
apenas saber a que valor se aproxima f(x) quando x esta proximo de 2.

Em geral, diremos que L € o limite da funcéo f quando x se aproxima de
Xo, S€ tomando valores de x proximos de Xo, 0s valores de f(x) estdo proximos de L.

Em simbolos podemos expressar:

X —Xo — f(x)—L.

2.1.1 Definicdo de Limite

A idéia central por trds dos calculos feitos para calcular o limite é
encontrar o valor L ao qual se aproxima a funcao f, quando x se aproxima a um valor
a. Aqui a palavra aproxima tem um significado importante. O ponto aqui é definir L, o

limite de f quando x se aproxima de f, cuja notacéo é:
lim f(x) =L
Xx—a

Se x esta proximo de a, entéo f(x) esta proximo de L.

Dito de outra forma, temos que:
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Se x — a € pequeno, entdo f(x) — L & também pequeno.

Do ponto de vista matematico, pequeno é uma palavra ambigua. O que é
pequeno para um ndo € pequeno para outros. Introduzimos entdo uma constante ¢
> 0, onde em geral se entende € como numero pequeno e afirmamos que L sera o
limite quando x se aproxima de a se para qualquer € > 0 existe 6 > 0, tal que
| f(x) = L| <equando |x—a| <3.

Portanto a definicao de limite escrita de forma mateméatica € a seguinte,

Definicdo: Diremos que L é o limite de uma funcéo f, quando x—Xo se,

para qualquer € > 0, existe 6 > 0, tal que:

0<|x—x0|<§, = 0<|f(x)—L|< &

2.1.2 Limite Lateral

Limite lateral € o valor que converge uma funcdo quando o ponto x se
aproxima ao valor Xo por valores maiores que Xo (pela direita) ou por valores
menores que Xp (pela esquerda).

Diremos que L €é o limite pela esquerda da funcao f quando se aproxima a
Xo por valores menores que Xo. Isto & se para todo € > 0 existe um numero 6 > 0
satisfazendo:

0<X— X<§ => |f(x)—f(xo)| <¢
Este limite € denotado como Xllrr)1( f(x)= L
— X0
De forma anéloga, diremos que L é o limite pela direita da funcédo f

guando x se aproxima de Xp por valores maiores que Xo. Isto é se para todo € > 0

existe um numero & > 0 satisfazendo:

0<X-%<& = |[f()—f(x)| <¢
Este limite € denotado como lim  f(x)= L
X—Xo

Exemplo: Encontre os limites laterais da fungéo f =1 x |. Quando x—0.
X
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Solucgéo:
Consideremos limite pela direita

im  Ixl=lim x =1
X

x—»0" X  x-0

1. Pois neste caso x se aproxima de zero apenas para valores positivos.

O limite pela esquerda € dado por

2.1.3 Limite Bilateral

O limite bilateral de uma funcdo existe em um ponto a se e somente se

existirem os limites laterais naquele ponto e tiverem o mesmo valor; isto é:

lim f(x) =L se esomentese lim f(x)=L =Ilim f(xX)
X—a X—a x—a"

Observacéo: As vezes, um ou ambos os limites laterais podem n&o existir (e isto, por

sua vez, implica que o limite bilateral ndo existe).

Exemplo: Para as funcdes nas figuras abaixo, ache os limites laterais e bilaterais em

X=a se eles existirem.
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2.1.4 Limites no Infinito e Assintotas Horizontais

Muitas vezes quando estudamos diversas aplicacbes €é importante
conhecer o valor da funcdo para valores grandes de x. Se os valores de f(x) ficam
cada vez mais proximos de um numero L, a medida que x cresce sem limitacéo,
entao escrevemos:)!i_rnm f(x) =L

Analogamente, se os valores de f(x) ficam cada vez mais proximos de um

namero L, & medida que x decresce sem limitacdo, entdo escrevemos:

lim f(x) =L
X—> —
y=1/x
yA yA
¢1lx
> >
X—> X 1/xT

im 1/x=0 lim 1/x=0
X—+ X— —

Geometricamente, se f(X)—L quando x— +oco, entdo o grafico de y = f(x)
aproxima-se mais e mais da reta y = L a medida que o grafico é percorrido no
sentido x positivo; se f(X)—L quando x— —oo, entdo o gréafico de y = f(x) aproxima-se
mais e mais daretay = L a medida que o grafico é percorrido no sentido x negativo.

Em qualquer dos casos, chamamos a reta y = L um assintota horizontal do
grafico de f.

y y

A A

Assintota horizontal y=1L Assintota horizontal y=1L

» > X
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2.1.5 Limites Infinitos

Os limites infinitos podem também ser definidos de uma maneira precisa.

Definigcdo: Seja f uma funcdo definida em algum intervalo aberto que

contenha o nimero a, exceto possivelmente no préprio a. Entdo

lim f(x) = oo
X—a

significa que para todo numero positivo M ha um numero positivo correspondente &

tal que f(x) >Msempre que 0< | x—a |[<d

Isso diz que o valor de f(x) pode ser arbitrariamente grande (maior que

gualquer numero dado M), mas com X # a). Uma ilustragdo geométrica esta na figura abaixo.

Ya
y=M

M

v

0 a—0 a ato X

Dada qualquer reta horizontal y = M, podemos achar um namero & > 0 tal
gue, se restringirmos x a ficar no intervalo (a — d, a + 8), mas x # a, entdoacurvay =
f(x) ficara acima da reta y = M. Vocé pode ver que se um M muito grande for

escolhido, entdo um & muito pequeno podera ser necessario.
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2.2 Limites (Técnicas para Calcular)
2.2.1 Métodos de Calculos de Limites

Até o momento, ja discutimos limites, focalizando as idéias basicas. Neste
topico discutiremos métodos algébricos para encontrar limites, mantendo a
discussao da teoria basica subjacente a esses métodos para o préximo topico.

Nossa estratégia para encontrar algebricamente os limites tem duas
partes:

- Primeiro, estabelecermos os limites de algumas fun¢des simples.

- Entdo, desenvolveremos um repertério de teoremas que nos capacitara
a usar estes limites como “blocos de construcdo” para encontrar limites de funcdes
mais complicadas.

Os dez limites do teorema a seguir, todos os quais deveram estar
evidentes, que iram formar nosso bloco de construcdo — trés envolvem a funcéo
constante f(x)=k, trés envolvem a funcao linear f(x)=x e quatro envolvem a funcao

reciproca f(x)=1/x.

y
A Yo ol £y —
K Y= 19 =k pyzfazk
pX >
X—a+«— X -0 «— X X—> +o0
y:X y:x y:x
yA yA yA
f(x) = X ; +oo
! T _
a f(x) = x y f(x) = X {
1 ]
f(x) = X4 -0
X —a<« X g XD 1o X "0 X "X
lim x=a lim X=+ im Xx=-«

X—a X—>+ X—>-00
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y=1/x y=1/x
Ya Ya
+ 0
T
1/X N
“— X X 1/x X
}
lim 1/x =+« lim 1/x=0
x—0 x—0"
y=1/x y=1/x
yA
l - -0 < X -
X — + "X 1 X
1/x
lim 1/x=0 lim 1/x=0
X—+ X— -0
2.2.2 Propriedades dos Limites
Teorema 1: Suponha que ¢ seja uma constante e os limites L = lim f(x) e M = lim
X—a X—a

g(X) existam, entéo:

a) lim[f(x) +g(x)]=Ilimf(x) + limg(x) = L+M
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Prova: ( Lei da soma)
lim [ f(x) + g(x) ] = lim f(x) + lim g(x) = L+M

Dado € > 0.devemos encontrar um & > 0 tal que

| f(x) + g(x) — (L + M)| < & sempre que 0<|x—a|<d

Usando a desigualdade triangular podemos escrever

[ () + 9(x) = (L + M)| =] (f(x) = L) + (90 = M)| < [ f(x) - L|+] g(x) = M|
Podemos fazer |f(x) +g(x) — (L + M)| menor que ¢ tornando cada um dos

termos |f(x) — L|e|g(x) — M| menor que &/2. Uma vez que €2 >0 e lim f(9) = L,
existe um namero 8; > 0 tal que

|fx)—L|<e2 sempreque 0<|x-al|<d;

Analogamente, uma vez que lim g(x) = M, existe um namero &, > 0 tal que
X—a
lg(x)—M|<e2 sempreque 0<|x-a|<d;

Seja & = min {01, &,}. Note que

se 0<|x-a|<d entdo 0<|x-a|<d; e 0<|x-a|<d;
logo |f(x)-L|<e2 e lg(x) - M|<e2

Consequentemente, |f(x) + g(x) — (L + M)| < | (f(x) - L) + (g(x) — M)|

< gf2+¢€/2=¢
temos,

| f(x) + g(x) = (L+M)|< ¢ sempreque O0<|x-a|<8

Assim pela definicédo de limite,

lim [f(x) + g(x)] =L + M, ou seja, lim [f(X) + g(X)] =lim f(x) + lim g(x)

X—a X—a X—a

b) Im[f(X) —g(X)]=Ilimf(X) —limg(X)=L-M
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Prova ( Lei do Produto)

Dado € > 0, queremos determinar & > 0 tal que
| f(x)g(x) —LM| < &€ sempre que 0 < |x-a|< &

Afim de obter termos que contenham |f(x) - L |e | g(x) - M|,

adicionamos e subtraimos Lg(x) como se segue.

| f(x)g(x) - LM| = | f(x)g(x) - Lg () + Lg (x) —LM|
= | [f(x) - Llg(¥) + Lig(x) — M|
< [ [f) - LIge9 | + | Lg(x) — M]|
=00 -L| |90 [+ L] [g() - M|

Queremos fazer cada um desses termos menores que ¢&/2.

Uma vez quexli_nga g(x)=M, ha um namero 6,>0 tal que

lgx)-M|< __ & sempre que 0<|x-a| <&,
201+ L))

Também, ha um nimero &, > 0 tal que se 0<| x-a| < &, entéo
|9(x) ~ M| <1
e portanto,
[9(x) |= [g(x) =M+ M| [g(x) - M|+ [M]| < 1+ |M]
Uma vez que lim g(x) =L, ha um numero &3> 0 tal que
x—a

| f(x) - L|< £ sempre que 0<|x—a| < &3
2(1+[M])

Seja & = min {51,5,,53}. Se 0<|x—a| < &, entdo temos 0<| x — a| < &1, 0<| x-a| < &,,

0<| X — a| < 83; logo podemos combinar as desigualdades para obter:

| f(x)g(x) = LM| = [f(x) = L| |g(x) | + |L| | g(x) = M|

< £ (1+[M]) +|L|_¢
2(1+[M]) 2(1+|L])

< + € =¢

£+ E
2 2



Isso mostra que lim f(x) g(x) = LM.
X—a

_ lim f(x)
c) lim f(x) x—a L ,g(x)#0

X—a = ==
669 = Im g0~ ™

Prova (Lei da Constante)

Se tomarmos g(x) = ¢ na Lei do produto, obteremos

lim [cf00] = lim [g(-f(] = lim g(). lim {69 = lim c. lim f69 = ¢ lim ()

Prova (Lei da Diferenca)

Usando as leis da soma e da constante com ¢ = — 1, temos:
lim [f(x) — g(x)] = lim [f(x) + (-1)g(x)]
X—a X—a

=lim f() +lim (-1)g(x)
=m0 + (1) Im ot

= lim f(xX) — lim g(x)
X—a X—a

d) )I(ima[ fx) .g(xX)]= Limaf(x) .limg(x) =L.M

Prova ( Lei do Quociente)

Primeiro vamos mostrar que se Limag(x) =M, M #0, entdo lim 1/g(x) = 1/M
— X—a

para fazer isso devemos mostrar que, dado € > 0, existe um d > 0 tal que

| 1/g(x) = 1/M] < £ sempre que 0 <|x—a| < 8.

Observe que | 1/g(x) — 1/M| =M =a(x)|
| Mg(x)|

28
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Sabemos que podemos tornar o numerador pequeno. Mas também
precisamos saber que o denominador ndo € pequeno quando X esta préximo de a.
Uma vez que lim g(x) = M, existe um niimero 8, > 0 tal que, sendo 0 <|x-al<d,

teremos
|a(x) =M | < | M| /2 e portanto |[M|= | M —g(x) + g(x)|
< [M-gx)| + [g()]
<|[M[72+ |g(x)].

Isso mostra que | g(x)| > M/2 sempre que 0<|x—a|<d..

Logo, para esses valores de x,

1 = 1 < 1 . 2 = 2
IMg(x)|  [M].]gx)]| M| [M] WP

Também ha &, > 0 tal que
| 9(x) - M| < M?*e sempre que 0<|x-al<5,.
2

Seja & = min{®1,8;}. Entdo, para 0 <|x —a| < &, temos

X €

1.1 2
900 ‘ Vg <

M2 €
2

Segue-se que lim 1/g(x) = 1/M. Finalmente, usando a Lei do produto obtemos:
X—a

1
it

lim f(x). lim 1 _
R g0

L.

L
M

L
M

e) lim[cf(x)]=Ilimc. Limaf(x) =cC )I(iLnaf(x)
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2.3 Continuidade

A continuidade de uma funcdo esta relacionada com o conceito de
suavidade. Assim para concluir quando uma funcdo € continua devemos

perguntarmos se a fungéo é suave ou nao.
y =1(x) gx) =1/]x]|

Ya

A

Vemos que a nocdo de continuidade ndo coincide com o conceito de
suavidade, pois o valor que toma a funcdo em um ponto pode ser diferente do limite
da funcdo nesse ponto. No caso das funcbes f e g, elas ndo estdo definidas nos
pontos x=2 e x=0 respectivamente. Portanto, para que a funcéo f seja continua o
limite da funcéo tera que ser igual ao valor da funcéo no ponto x = 2. A funcéo g néo

€ continua, portanto € descontinua.
2.3.1 Condicao de Continuidade

Para que uma funcdo seja continua em um ponto c, as seguintes
condicdes devem estar satisfeitas::

a) f(c) esta definida

b) lim f(x) existe
X—C

C) )!lmc f(x) = f(c)
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Exemplo: Verificar a continuidade das fungdes no ponto x = 2.

a)f(x)=x’=4 ; f(2)=2°—-4 = 0 (Na&o é continua em x=2)
X—2 2-2 0

im xX*~4=Im (x+2).(x=2)=lim (x+2) =2+2=4
X—2 X — 2 X—2 X — 2 X—2

2.3.2 Algumas Propriedades de Fun¢des Continuas

O teorema seguinte é consequéncia direta do Teorema 1, das
propriedades dos limites, e nos capacita a tirar conclusdes sobre a continuidade das
funcdes obtidas pela adicéo, pela subtracdo, pela multiplicacdo e pela divisdo de
fungbes continuas.

Se as fungdes f e g forem continuas em c, entéo:

f + g é continua em c.
f- g € continua em c.

f.g é continua em c.

W DbdPE

f/g € continua em ¢ se g(c) # 0 e tem uma descontinuidade em c, se
g(c) =0.

Cada uma das cinco partes desse teorema segue da correspondente
Propriedades dos Limites. Vamos provar as cinco partes, uma vez que f e g sao

continuas em c, temos:

Prova (1):

lim f(x) = f(c) e )!In’(]: g(x) =g(c) ; consequentemente
X—C —

lim (F+ 9)(x) = lim [f(x) + g(x)]
=1im f(x) + lim 9(x)
= f(c) + g(c)
= (f+9)(c)
Isso mostra que f + g é continua em c.



Prova (2):

Jim (f = g)(x) = lim [f(x) — g(x)]
= Jim #(x) - lim g(x)
=1f(c) - g(c)
=(f-9)(c)

Isso mostra que f — g é continua em c.

Prova (3):

lim (£.9)(x) = lim [f(x).9(x)]
= lim (). lim g(x)
=f(c).g(c)
= (f.9)(c)

Isso mostra que f.g é continua em c.

Prova (4):

fim (76)() = fim [10/g00)]

R = im0 / im g(x)
= f(c)/g(c)
= (t16)(c)

Isso mostra que f/g é continua em c.

2.3.3 Continuidade de Fun¢fes Racionais

Uma vez que os polindbmios sao func¢des continuas, e como fungdes racionais

sdo razdes de polinbmios, da propriedade 4 das fun¢des continuas temos o seguinte
resultado.

fx)= _3x+5 ;

x? —5x + 6 # 0 ndo é continua parax =2 e x = 3.
x*— 5 x+6
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Uma funcdo é continua em toda parte com exce¢do dos zeros do polinémio

dos denominados, ou seja, € continua em seu dominio.
2.3.4 Continuidade de Fun¢cdes Compostas

Teorema 2: Sejam f e g fun¢des tais que gof estejam bem definidas no ponto a e g é

continua em f(a), entdo gof é continua em a.

Prova: Im(f) N Dom(g). Como g é continua em b = f(a), para todo € > 0 existe um
&> 0 tal que sey e Im(f) e |y — b| < &, entdo |g(y) — g(b)| < &. Por outro lado f é
continua em a: logo, existe &, 0 tal que se x e Dom(f) e | x — a| < &, entdo |f(x) —
f(a)| = | f(x) — b)| < 81. Logo, se x e Dom(f) N (a— &, a + &z), | g(f(x)) — g(f(a))| <.

Suponha que lim simboliza um dos limites lim, lim, lim, limou lim.
X

—C X—C X—>C X—otx X—-

Se lim g(x)=L e se a funcao f for continua em L, entéo lim f(g(x))=f(L). Isto
e, limf(g(x)) = f(lim g(x)).

Exemplo: Suponha que lim g(x) exista, onde lim significa qualquer um dos limites.
Sabemos que a fungao | x| € continua em toda parte; logo, segue que:

lim| g(x)| = [limg(x)].

Por exemplo:

lim | 5-x*| = |lim (5 -x%)| = |-4]
x—3 x—3

4

O teorema seguinte refere-se a continuidade da composicdo de funcdes; a
primeira parte trata da continuidade em um ponto especifico, e a segunda, da
continuidade em toda parte.

Do teorema 2, temos que se a fungéo g for continua em toda parte e a funcao

f for continua em toda parte, entdo a composicao fog é continua em toda parte.
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2.3.5 Continuidade a esquerda e continuidade a direita

A definicAo que envolve limite bilateral, ndo se aplica aos extremos do
intervalo fechado [a,b] ou aos pontos extremos de um intervalo da forma [a,b),(a,b],
(-,b] ou [a,+=). Para resolver este problema, concordaremos que uma funcéo é
continua nos pontos extremos de um intervalo, se o valor no ponto extremo for igual
ao limite lateral adequado naquele ponto. Por exemplo, a funcéo cujo grafico esta

abaixo é continua no ponto extremo a direita do intervalo [a,b] porque:

y =f(x)

A

lim_f(x) = f(b)
x—b
mas nao é continua no ponto extremo a esquerda porque:

lim, f(x) # f(a)
X—a
Em geral, dizemos que uma funcao € continua a esquerda no ponto c se

lim_f(x) = f(c) e é continua a direita no ponto c se I)Emc+ f(x) = f(c).
X—C N

Usando esta terminologia, definimos continuidade em um intervalo fechado

COmo segue.

Definicdo: Uma funcéo f é dita continua em um intervalo fechado [a, b], se as
seguintes condicfes sao satisfeitas:
1. fé continua em (a, b).
2. fé continua a direita em a.

3. fé continua a esquerda b.
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2.3.6 Lei do Confronto

Seja f, g e h func¢des que satisfazem g(x) < f(x) < h(x) para todo x em algum
intervalo aberto que contenha o ponto ¢, com a possivel exce¢cdo de que a
desigualdade néo precisa ser valida em c. Se g e h tiverem um mesmo limite quando
x tende a c, digamos: )I(imcg(x) = IXiLnCh(x) =L, entdo f também tem este limite quando

X tende a c, isto é:
lim f(x) = L.

X—C
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3 DERIVADAS

3.1 Tangente de uma Curva

Usando o conceito de limites, definiremos a tangente a uma curva. Primeiro
aproximaremos a reta tangente através de secante que cortam a curva em dois
pontos. A secante se converterd em tangente no limite quando um dos pontos se
aproxima do outro. Denotemos por L' a reta secante a curva, que passa pelos pontos
(X0, f(x0)) € (Xoth, f(xo+h)) e por L a reta tangente a curva no ponto (Xo,f(Xo)). Na
medida em que h se aproxima a zero, a reta L' se aproxima a reta L tangente a curva
no ponto Xo. Isto € equivalente a afirmar que a inclinacdo da reta L' se aproxima a
inclinacdo da reta L. Portanto, a inclinacdo da reta tangente sera igual ao limite da
inclinacéo da reta secante, quando um dos pontos converge para o outro.

No grafico, as inclinacbes das retas L' e L estdo dadas por:

Ya L'
f(xoth)
L
/
f(Xo0) | _
)&o Xo+ h :X

Mo = f(xo+h) - f(x)) € m=Ilim f(xoth) — f(Xc), respectivamente.
h h

x—0

Portanto, a inclinacdo da reta tangente é definida através de um processo
limite de retas secantes. O valor deste limite, quando existe, sera a inclinacdo da

reta tangente.
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3.2 Taxa de Variacao

Em geral, se x e y forem quantidades relacionadas por uma equacao
y=f(x), podemos considerar a taxa segundo a qual y varia com x. Da mesma forma
gue ocorre com a velocidade, ha uma distingdo entre uma taxa média de variacdo
representada pela inclinagdo da reta secante, e a taxa instantanea, representada

pela inclinacdo da reta tangente, mais precisamente, temos as seguintes definicdes:

a) Taxa de Variacdo Média — TVM: Se y = f(x), entdo a taxa de variacdo
média de y em relacdo a x no intervalo [Xo, X1] € a inclinacdo msec da reta secante ao

grafico de f que passa pelos pontos (Xo,f(Xo)) € (X1, f(X1)), isto &,

Msec = f(X1) = f(Xo)
X1 — Xo
b) Taxa de Variacdo Instantanea — TVI: Se y = f(X), entdo a taxa de
variagéo instantanea de y em relagdo a x no ponto xo € a inclinagdo myg da reta

tangente ao grafico de f no ponto Xo, isto €,

My = lim  f(X1) — f(Xo)

WX X1 = Xo

3.3 Retatangente definida precisamente

Mostramos informalmente que a inclinacdo da reta tangente ao graficoy =
f(x) no ponto xo € dada por
Mg = lim  f(x1) — f(Xo)
=X Xy = Xo
Entretanto, ser4 mais conveniente expressar esta formula de modo
diferente, introduzindo uma nova variavel h = x; — Xo. Tem-se que X1 = Xo + h e,

consequentemente, X; — Xo quando h — 0. Teremos a expressao

Myg = uTo f(xo+ r;]) — f(xo0)
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Definicdo: Se P(Xo,Yo) € um ponto no grafico de uma funcéo f, entdo a reta tangente
ao grafico de f em P, também chamada de reta tangente ao grafico de f em x0, é
definida como sendo a reta que passa por P com inclinagédo contanto que este limite
exista. Se o limite ndo existir, entdo concordaremos que ndo ha nenhuma reta

tangente ao grafico em P.

My = lim  f(xo + h) — f(Xo)
h—0 h

3.4 Diferenciabilidade

Temos que a derivada de uma funcéo f € definida nos pontos onde o

limite lim f(Xgo+ h) —f(xo) existe.
h—0 h

Esses pontos sdo chamados pontos de diferenciabilidade para f, e os
pontos onde este limite ndo existe sdo chamados pontos de néo-diferenciabilidade
para f.

Se Xo € um ponto de diferenciabilidade de f, dizemos que f é diferenciavel
em Xo ou que a derivada de f existe em Xp; € se Xo € um ponto de nao-
diferenciabilidade de f, dizemos que a derivada de f ndo existe em Xo. Se f &
diferenciavel em todo intervalo aberto (a,b), entdo diremos que f é diferenciavel em
(a,b). Esta definicdo também se aplica para intervalos abertos infinitos da forma
(a,+%),(-,b) e (-~,+~). No caso em que f diferenciavel em (-«,+«), diremos que f é
diferenciavel em todo lugar.

Se f é diferenciavel em um intervalo aberto, mas tal intervalo ndo for
importante para a discussdo entdo diremos que f & diferenciavel (sem referir o
intervalo). Geometricamente, os pontos de diferenciabilidade de f sdo aqueles onde
a curva y = f(x) tem uma reta tangente, e os pontos de nao-diferenciabilidade séo
aqueles onde a curva ndo tem reta tangente. De modo informal, os pontos de nao-
diferenciabilidade mas comumente encontrados podem ser classificados como:

Picos, Pontos de tangencia vertical e Pontos de descontinuidade.
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y =f(X) y = f(X) y = f(x)

Y, Ya Ya
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X T X
Pico Ponto de tangencia vertical Pontos de descontinuidade

><V y

3.5 Relacao entre Diferenciabilidade e Continuidade

Faz sentido intuitivamente que uma funcéo f ndo pode ser diferenciavel
num ponto de descontinuidade, uma vez que ndo ha uma maneira razoavel de
desenhar uma unica reta tangente em tais pontos. O seguinte teorema mostra que
uma funcéo f deve ser continua em cada ponto onde é diferenciavel, ou seja, uma

fungéo f ndo pode ser diferenciavel em um ponto de descontinuidade.
Teorema 3: se f é diferenciavel em xg, entdo f &€ continua em X

Prova: Supondo que f € diferenciavel em x0, tem-se, que f '(x) existe e é dada por

f (o) = lim [f(xo+h)h— f(xo)]

Para mostrar que f € continua em Xxo, devemos mostrar que lim f(x) = f(xo),
X—Xo

ou equivalentemente,

E‘(x) - f(xo)]: 0

lim
X—Xo

Expressando isto em termos da variavel h = x — xp, devemos provar que

[f(xo+h) - f(xg)] =0

lim
h—0
Contudo, isso pode ser provado usando-se:

[f(x0+h)—f(x0)] = lim [f(x0+h)h— (o) .h] im [f(xo+h)—f(x0]) limh

lim =
h—0 h—0 h h—0

= f'(%0).0 = 0
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3.6 Notacdes de Derivadas

7

O processo de encontrar derivada € chamado de diferenciagdo. Vocé
pode pensar a diferenciagdo como uma operacao sobre fungdes que associa uma
funcdo f' a uma funcdo f. Quando a variavel independente for x, a operacdo de
diferenciacao é frequentemente denotada por: _d [f(x)] e se 1 “derivada de f(x) em

relagdo a x” ou simplesmente por f' (x). dx

3.7 Outras Notacoes

Alguns escritores denotam a derivada por Dy [f(X)] = f '(X), porem nao
usaremos esta denotacdo. Em problemas nos quais o nome da variavel
independente é claro a partir do contexto, ha algumas outras notacdes possiveis
para derivada. Por exemplo, se y = f(x), e esta claro a partir do problema que a
variavel independente € X, entdo a derivada com relacéo a x pode ser denotada por
y'ouf"

Frequentemente, vocé vera definicdo usando Ax em vez de h para

guantidade variante. Neste caso, fica da seguinte forma:

f'(x) =lim f(x+Ax) — f(x).
AX

Ax—0

3.8 Técnicas de diferenciacéo

No ultimo tépico, definimos a derivada de uma funcédo f como limite e
usamos este limite para calcular alguns casos simples. Vamos desenvolver
teoremas importantes, que nos possibilitardo calcular derivadas de forma mais

eficiente.
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O gréfico de uma funcéo constante f(x) = c € a reta horizontal y = ¢, logo a
reta tangente a este gréfico tem inclinacdo 0 em todo ponto x. Desta forma, devemos
esperar que a derivada de uma constante seja 0 para todo x.

Teorema 4: A derivada de uma fungcdo constante é zero, isto é, se ¢ for um nimero
real qualquer, entao:

d [c] =

dx

Prova: Seja f(x) = c. Entéo, a partir da definicdo de derivada,

d [c]—f(x)—llm (x+h)—f(x)—llmc c=lm0=0

h—0 h h—0

Exemplo: Se f(x) = 5 para todo x, entéo f '(x) = O para todo X, isto &,
d [5]=
dx
Teorema 5: (regra da poténcia). Se n for um namero inteiro positivo, entao:
d [x]=nx"!
dx
Prova: Seja f(x) = x". Entdo, a partir da definicdo de derivada e do teorema do

bindmio para a expanséo de expressées do tipo (x + h)", obtemos:

d [XT=f'(x)=lim (x+h)—f(x)—l|m(x+h)”

dx h—0 h—0

[x” +nx"t + n(n+1)x"?h? + ... + nxh" '+ h" |- X"
ol

= lim

h—0 h
n-1 n-2 2 n-1 n
_ . nx +nn+x h +..+nxh +h
h
:kl]im0 [nx”'l + n(n+1)x"%h + ... + nxh™%+ hn-ﬂ
-~ 2!

=nx"'4+0+..+0+0

an—l
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Observacgao: Concluindo, para diferenciar x elevado a uma poténcia inteira,

multiplique a poténcia por x elevado a poténcia menos um.

Exemplo: d [x°] = 5x*
dx

Teorema 6: Se f for diferenciavel em x e ¢ for um numero real qualquer, entdo cf

também é diferenciavel em x e: _d [cf(x)] = _cd [f(X)].
dx dx

Prova:

g [cf(¥)] = lim cf(x + h) — cf(x) = lim ¢ [f(x +h) — f(x)}

h—0 h h—0 h

=clim f(x+ h) —f(x)=c d [f(x)]

h—0

Assim, o teorema afirma que (cf)' = cf"’
Observacdao: concluindo, um fator constante pode sair do sinal de derivacao.

Exemplo: d [4x%] = 4 d [x®] = 4[8x'] = 32X’
dx dx

Teorema 7: Se f e g forem diferenciaveis em x, entdo f + g também o é:
d [f() +g()] = d [f()] + d_[9(x)].
dx dx dx

Prova:

d[f(x) + g(¥)] = lim [ f(x + h) + g(x + h)] — [f(x) + a(x)]
dx h—0 h

= lim [f(x + h) — f(x)] + [a(x + h) — a(X)]
h—0 h

=lim f(x + h) —f(x) + lim g(x + h) a(x)

= d[f(x)] + d [9(¥)]
dx dx

Teorema 8: Se f e g forem diferenciaveis em x, entdo f — g também o é:

d_[f(x) — 9] = d [f(X¥)] - _d [g(X)].

dx dx dx



43

Prova:

A [F) - g0] = lim LFx + h) — g(x + h)] = [ + (]
dx h—0 h

= lim [f(x + h) — f(x)] = [a(x + h) — a(x)]
h—0 h

h—0

= lim f(x + h) — f(x) — lim g(x + h) — g(x)
h h—0 h

= d[f(x)] - _d [9(x)]
dx dx
Teorema 9: (regra do produto). Se fg forem diferenciaveis em x, entdo o produto f.g

tambémo é e:

d [f(x).g(x)] = f(x)_d_ [g()]+ g(x)_d_ [f(x)].

dx dx dx

As prova iniciais sao aplicagcdes diretas da definicdo de derivada porém, esta
prova requer um truque — somar e subtrair a f(x+ h)g(x) ao numerador na definicao

de derivada, da seguinte forma:

d [f()g09] = lim f(x + h).q(x + h) = f(x)a(x)
dx h—0 h

=lim f(x + h).q(x + h) — f(x + h).g(x) + f(x + h)a(x) — f(x)a(x)
h—0 h

= lim [f(x + h).[q(x +h) - q(x)] +g(x). E‘(x +h)— f(x)ﬂ
h—0 h h

=lim f(x + h). lim g(x + h) — g(x) + lim g(x). lim f(x + h) — f(x)
h

h—0 h—0 h h—0 h—0
- [Iim fx + h)] d[o(x)] + [Iim 9(x) ] A [f(x)]
h—0 dx h—0 dx

f(x) d_[9(x)] + g(x) d [f(X)]
dx dx

Nota: No ultimo passo, f(x + h)—f(x) quando h—0, pois f &€ continua em x e

g(x)—g(x) quando h—0, pois g(x) ndo envolve h e, portanto, permanece constante.
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Teorema 10: (Regra do quociente). Se f e g forem diferenciaveis em x e g'(x) # 0,

entdo f/ g é diferenciavel em x e:

9(x) d_[f()] - (x) d_[g(x)]

d [f_(& ) dx dx
dxg(x)| [0
Prova:
fix+h) _f(x)
dfi 9%Hh) 900t ). () - f(x).g(x + h)
WL“)_ h Ch0 0d.9(x + h)

Somando-se e subtraindo-se ao numerador o termo f(x).g(x), iremos obter

_gF@ﬂ lim f(x + h). a(x) = f(x).a(x) — f(x).a(x + h) + f(x).a(x)
= h—0
dx|9(x) h.g(x).g(x + h)

[g(x).f(x + ?]) - f(x)} _[f(x).q(x + ?}) — q(x)}

= hm,
g(x).g(x + h)

lim g(x). lim f(x + h) — f(x) _ lim f(x). lim g(x + h) — a(x)
h

=h—0 h—0 h—0 h—0 h

lim g(x). lim g(x + h)
h—0 h—0

[lim g()]._d [f(x] — [lim f(x)]._d_[9(X)]
= h—0 dx h—0 dx

i 900-Jm gtc-+

9(x)_d_[f(x)] - f(x) _d_[g(X)]
= dx

dx
[9()T”
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3.8.1 Derivadas de Ordem Superior

Diremos que uma funcdo € duas vezes diferencidvel se sua derivada é

também uma funcao diferenciavel. Isto €, que existam os seguintes limites:

f')=lim fx+h) —f(x) e ") =lim f'(x+h) —f'(x)
h—0 h h—0 h

Exemplo: Calcule a derivada de ordem 3 da funcéo f(x) = x* + 3x.
Solucéo: Para isto, procedemos indutivamente:

f'(x) = 3x + 3, f'x)=6x e f"(x)=86.

De onde concluimos que a derivada de terceira ordem de f é igual af™ = 6.
3.9 Regra da Cadeia

Teorema 11: Se f e g forem diferenciaveis e F = fog for a funcdo composta

definida por F(x) = f(g(x)), entéo F é diferenciavel em F' e dada pelo produto
F'(x) =f(9(x))9'(x)

Na notacdo de Leibniz, se y = f(u) e u = g(x) forem funcdes diferenciaveis, entdo

dy =dy.du
dx du dx

Suponha que lhe foi pedido para diferenciar a fungéo

F(X)=vx2 + 1

As férmulas de diferenciacdo vistas anteriormente ndo nos capacitaram a
calcular F'(x) diretamente.

Observe que F € uma funcdo composta. De fato, se tomarmos y = f(u) = raiz
de u e seja U = g(X) = x quadrado + 1, entdo poderemos escrever y = F(x) = f(g(x)),
isto €, F = fog. Sabemos como diferenciar ambos, f e g, entdo seria proveitoso ter
uma regra que nos dissesse como achar a derivada de F = fog em termos das

derivadas de f e g.
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Isso resulta que derivada da funcdo composta fog é o produto das derivadas
de f e g. Esse fato é uma das mais importantes regras de diferenciacdo. Parece
plausivel interpretarmos as derivadas como taxa de variacéo. Considere du/dx como
a taxa de variacdo de u em relacédo a x, dy/du como a taxa de variagdo de y em
relacdo a u, e dy/dx como taxa de variacdo de y em relacdo a x. Se u variar duas
vezes mais rapido que x e y trés vezes mais rapido que u entdo parece razoavel que

y varia seis vezes mais rapido que x, e assim esperamos que

dy =dy.du
dx du dx

Como provar a Regra de Cadeia:
Lembre-se de que se y = f(X) e x variar de a a a + Ax, definimos o
incremento de y como
Ay = f(a + Ax) — f(a)
De acordo com a definicdo de derivada, temos
lim Ay =f'(a)
Ax—0 AX
Dessa forma, se denotarmos por ¢ a diferenca entre o quociente de

diferencas e a derivada, obteremos

lime=1lim [A\l_f '(a)]: f'@)—f'(@ =0
Ax—=0 Ax—0 | AX

Mas e=Ay_f'(a) —, Ay=f'(a)Ax+e.Ax
AX

Se definirmos € = 0 quando Ax = 0, entdo ¢ se torna uma funcéo continua

de Ax. Assim, para uma funcéo diferenciavel f, podemos escrever
Ay =f'(a) Ax + e.AXx  onde ¢ — 0 quando Ax — 0

e € é uma funcéo continua de Ax. Essa propriedade de funcdes diferenciaveis

€ que nos possibilita provar a Regra da Cadeia.
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Prova da Regra da Cadeia:

Suponha que u = g(x) é diferenciavel em a e y = f(u) é diferenciavel em
b = g(a). Se Ax for um incremento de x e Au e Ay forem o0s incrementos
correspondentes em u e y, entdo poderemos usar a Equacéo Ay = f '(a) Ax + eAX

onde ¢ — 0 quando Ax — 0, para escrever:

Au =g'(a) Ax + e5Ax = [g'(a) + €1]Ax (1)
onde ¢; — 0 quando Ax — 0. Da mesma forma

Ay =f'(b) Au + ;AU =[f '(b) + &2]Au  (II)

onde €, — 0 quando Au — 0. Se substituirmos agora a expressdo para Au da

equacao (I) na equacéao (Il), obteremos
Ay =[f'(b) + €] [g'(a) + €1]AX

logo Ay =[f'(b) + &5] [g'(a) + &4]
AX

Quando Ax — 0, da equacgao (l) mostra que Au — 0. Assim, e, —>0eg; —» 0

quando Ax — 0. Portanto

dy = lim Ay = lim [f'(b) + &2] [g'(a) + &1]
AX AX—>OAX AX—0

=f'(b)g'(a) = f'(g(a))g'(a)

Isso prova a Regra da Cadeia.
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3.10 Aproximagéo Linear Local; Diferenciais

3.10.1 Incrementos

Se o valor de uma variavel muda de um namero para outro, entdo o valor final
menos o valor inicial € chamado de incremento da variavel. E tradicional em calculo
denotar o incremento em uma variavel Ax por x. Assim sendo, se o valor inicial de x
for xo, € 0 valor final for x;, entdo Ax = x; — Xo. Nesta notacdo, a expressdo Ax nao
deve ser entendida como o produto de A por x, mas como uma unica entidade
representando a variagdo no valor de x. Esta notacdo pode ser usada com qualquer

variavel; por exemplo, os incrementos emy, t e 6 seriam denotados por Ay, At e AB.

3.10.2 Diferencial

Quando Newton e Leibniz publicaram independentemente as suas
descobertas do calculo, cada um usou uma notacao para a derivada, e, por mais de
50 anos, houve uma intensa batalha sobre qual era a melhor notacdo. No final,
venceu a notacdo de Leibniz dy/dx, pois produzia férmulas corretas de forma natural.
Um bom exemplo € a regra da cadeia dy _ dy . du .

Os simbolos dy e dx que %)ﬁarggenqx na derivada sdo chamados de
diferenciais, e 0 nosso préximo objetivo é definir estes simbolos, de tal forma que se
possa tratar dy/dx como uma razdo. Com esta finalidade, vamos considerar x como
fixo e definir dx como uma variavel independente, para a qual possa ser atribuido um
valor arbitrario. Se f for diferenciavel em x, entdo definimos dx pela férmula

dy = f'(x)dx, ou seja, dy/dx = f '(x).



3.11 Derivada das Func¢des Trigonométricas

3.11.1 Derivada da fungéo seno

f(x) = sen(x) — f'(X) = cos(x)

Prova:

f'(x) lim_sen(x+h)—sen(x) _
= h—0 h -
= lim sen(x) cos(h) + sen(h)cos(x) —sen(x) _

h—0
= lim sen(h) cos(x) — (1 —Ros(h)) sen(x) _
h—0
h

= lim [sen(h) cos(x) _ 1 —cos(h) sen(x)} _
h

h—0| h

h—0 h h—0 h—0 h h—0

= lim [sen(h)} lim (cos(x)) _ lim [1—cos(h)J lim (sen(x)) _
=cos(X).1-0.sen(x) =

= cos(X)
3.11.2 Derivada da fung¢éo cosseno

f(x) = cos(x) — f'(x) = — sen(x)
Prova:

f'(x)  lim_cos(x + h) — cos(x)
= h—-0 h

= lim cos(x) cos(h) — sen(x)sen(h) — cos(x) _
h—0
h

= lim —=cos(x) (1 — cos(h)) — sen(x) sen(h) _
h—0 h
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h—0

= lim [—cos(x) 1 —cos(h) _ sen(x) sen(h)} _
h h
= lim (cos(x)) Iim[ 1—cos(h)]_ lim (sen(x)) |
h—0 h—0 h

=cos(x).0—sen(x).1=

= —sen(x)

3.11.3 Derivada da funcgéo tangente
f(x) = tg(x) — f '(x) = sec?(x)
Prova:
f'00) _ [taT" _
cos (X)

_ [sen (xX)]' cos(x) — sen(x) [cos(X)]' _
N cos %(x) -

cos(x).cos(x) — sen(x).(—sen(x)) _
cos %(x) -

_ cos*(x) +sen®(x) _
N cos %(x)

1 _
cos?(x) ~

= sec?(x)

h—0 h

im [sen(h)} _
—0 h =
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3.11.4 Derivada da fungéo cotangente
f(x) = cotg(x) — f'(X) = — cossec?(x)
Prova:

') _ [ootg(]' _

sen(x) | ~

[cos (X)]' sen(x) — cos(x) [sen(X)]' _

= sen %(x)

— sen(x).sen(x) — cos(x). cos(x)
sen %(x)

_ —[sen®x) +cos?(x)
sen () =

=1 _
~ sen(x)

= — cossec %(X)

3.11.5 Derivada da funcéo secante
f(x) = sec(x) — f'(x) = sec(x).tg(x)
Prova:

f') _ [sec(x)]'

(1
_[cos(x)J_

[1]' cos(x) — 1[cos(X)]' _
cos “(x) -

_ O.cos(x)=1.—sen(x) _
cos %(x)
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_sen(x) _

T cos?(x)

_ 1  .sen(x) _
~ cos(X) cos(X)

= sec(x) . tg(x)

3.11.6 Derivada da funcéo cossecante
f(x) = cossec(x) — f'(x) = — cossec(x)cotg(x)
Prova:

f'(x) _ [cossec(X)]" _—

I A
- [sen (X)J a

[(sen ()T _

_ —1(sen(x))™* [sen (x)I

_ —1(sen(x))*cos(x) _

_ — COS(X)

sen’(x) ~

- _—=1 _cos(x) _
sen(x) sen(x)

_ — cossec(x) cotg(x)
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3.12 Derivada das Fungdes Inversas
Definicdo: Se as funcgdes f e g satisfazem as duas condi¢des
9(f(x)) = x para todo x no dominio de f.
f(g(x)) = x para todo x no dominio de g.
Entdo, dizemos que f e g sdo funcdes inversas. Além disso, chamamos f uma
inversa de g e g uma inversa de f.

Exemplos: Calcule as derivadas da funcéo inversa de f(x) = x + In(x).

Resolucédo: Note que y = x + In(x). Derivando temos que

dy _ 1,1 — dx —_ 1
dx X dy 1+.1
X

De onde obtemos que

dax __x
dy 1+x

Que representa a derivada da funcéo inversa de f.
3.13 Derivada das Func¢des Implicitas

Definicdo: Dizemos que uma dada equacdo em X e y define a funcéo f
implicitamente se o grafico de y = f(X) coincidir com algum segmento do grafico da

equacao.

Assim, por exemplo, a equacdo x> + y? = 1 define as funcdes fo(x) = [1 - x2

e fo(x) = — /1 - x2 implicitamente, uma vez que os graficos dessas funcdes sdo os

segmentos do circulo x? + y* = 1.
As vezes, pode ser dificil ou impossivel resolver uma equacéo em x e y para y

em termos de x. A equacdo x3 + y® = 3xy, por exemplo, pode ser resolvida para y
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em termos de X, mas a algebra é enfadonha e as féormulas resultantes sao
complicadas. Por outro lado, a equagdo sen(xy) =Yy, ndo pode ser resolvida para y
em termos de x por qualquer método elementar. Assim, mesmo que uma equagao
em X e y possa definir uma ou mais func¢des de x, pode nao ser pratico ou possivel

achar férmulas explicitas para aquelas funcdes.

3.14 Derivada das Funcdes Logaritmicas

Teorema 12: Sey =log X, engéo:

ay _ 1 Iogbe onde e é a base do In.

dx X

Exemplo: Calcular dy dey =logs (3x + 6).

dx
dy __ 1 .logse.(3)
dx 3Xx+ 6
dy _ 3 .logs e
dx = 3(x+2)

dy __1 .logse
dx X+ 2

3.15 Derivadas das Fun¢cfes Exponenciais

Teorema 13: Se y = b*, entdo:
dy _d BT bInb
dx  dx
Caso especial: Se b = e, entéo:
d e'_e"du
dx dx
Exemplo: Calcular a derivada de y = 5.

dy _5%In5
dx
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3.16 Derivadas das Func¢des Trigonométricas Inversas

Um problema comum em trigonometria é achar um angulo cujas func¢des
trigonométricas sao conhecidas. Problemas deste tipo envolvem a computacédo de
funcdes arco, tais como arcsen X, arccos X, arctg x, e assim por diante.
Consideremos esta idéia do ponto de vista de funcdes inversas, com a meta de
desenvolver formulas de derivadas para as funcdes trigonométricas inversas.

Nenhuma das seis fun¢cbes basicas € um a um, pois todas elas repetem
periodicamente, portanto, ndo passam no teste da reta horizontal. Assim, para definir
fungdes trigonométricas inversas, primeiro devemos restringir os dominios das
fungbes trigonometricas para torna-las um a um. As inversas das fungdes restritas
sdo denotadas por: sen™x, cos™x, tg x e sec’x

obs.: As notacdes sen™, cos™

, ... S0 reservadas exclusivamente para as funcdes
trigonométricas inversas e ndo devem ser usadas para 0s reciprocos de funcao

trigonométrica.

3.16.1 Derivada do arcosseno (sen ™):

Teorema 14: Se y = arc senx, entao:

dy _ darcsenx _ 1

dx  dx _m

Exemplo: Se y = sen™ (3x* + x), calcular dy .
dx

dy _ 1 L(6x+1) _ 6x +1

dx  [T=(GBXZ+ X)2 J1= (BX% + X)2
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3.16.2 Derivada do arco cosx (cos™):

Teorema 15: Se 'y = cos™'x, entdo:

dy _ d cos'x _ -1
dx dx 1 - %2
Exemplo: Sey = cos™ (4x* + 3x), calcular dy .
dx
dy _ -1 L (Bx+3)_ —(8x + 3)
dx  JT—(4xZ+ 3x)? J1— (4X% + 3X)?

3.16.3 Derivada do arc tgx (tg™x):

Teorema 16: Se y = tg™'x, entéo:

dy ~dtg’x __1
dx dx 1+xX
Exemplo: Sey = tg™ (3x* — 2x), calcular dy .
dx
dy _ 1 .(6x—-2) — 6x — 2
dx 1+ (3x% = 2x)? 1+ (3x* = 2x)°

3.16.4 Derivada do arc cotgx (cotg™x):

Teorema 17: Se y = cotg™x, entdo:

dy _d cotg’x __ -1
dx  dx 1+X2

Exemplo: Se y = cotg™ (3x + 1), calcular dy .
dy -1 .3 3 &

dx 1+ ((3x+1)7> 1+ (3x+1)
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3.16.5 Derivada do arco secx (sec x):

Teorema 18: Se y = arc senx, entao:

Exemplo: Sey = sec™ (3x — 1), calcular dy .
dx

dy _ 1 .3

_ 3
dx  (x-1)/@Bx2- 1)2-1  (x-1)Jox2 + 6x

3.16.6 Derivada do arco cossecx (cossec™x):
Teorema 19: Se y = cossec™'x, entdo:

dy _ d cossec'x_ -1

dx  dx x J1—x2
Exemplo: Se y = cossec™ (2x% + x?), calcular dy .
dx

dy _ 1 (6% +x) _ — (6x% + X)
dx (2 + Xz)\/(zx3 — X)) -1 (2x3 + XZ)\/(Z)@ —X)2—-1

3.16.7 Equacéo da retatangente a uma curva dada

Teorema 20: Se y = f(x) € diferencidvel em (Xo,yo), €ntdo existira neste ponto uma

tangente cuja equacéo é dada por:

y —Yo - dy |(X=X0)

dx Xo



58

Exemplo: Calcular a equacédo da reta tangente & uma curva y = 3x? + 5x + 4, no

ponto x = 1.

Se Xg = 1, temos:
Yo = 3X02 +5%x9+4

yo=3.1°+5.1+4

Yo=3+5+4
y0:12
dy _6x+5
dx
dy| - 61+5_ 11
dx
x=1

(y—12)=11.(x-1)
y—12 =11x-11
y—-11x-1=0

3.17 Teorema de L'Hopital

Teorema (Regra de L'Hospital): Sejam f,g : [a,b] — R fun¢des continuas em
[a,b] e diferenciavel em ]a,b[. Suponhamos que f(c) = g(c) = 0 para algum c € Ja,b[
entdo é valido

im ) = lim £
T T g

Prova: Aplicando o Teorema do Valor Médio de Cauchy no intervalo [c,Xo] temos que

existente ¢ < ¢ < xo de tal forma que

fx) = £(&)
ax)  g'®)

Note que quando xo — ¢ temos que ¢ — c. Assim tomando limites teremos

lim f(xg) = lim f(&)
X=Cg(x) &-c ')
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De onde segue o resultado.

Exemplo: Aplicando o Teorema de L'Hopital. Calcule Iim0 sen x.

X—> X
. 9 senx
limsen x=Ilim dx =lim cosx=cos0=1
x—0 x Xx—0 d X—0
4a x
dx

3.18 Maximos e Minimos relativos

Definicdo: Uma funcéo f se diz ter um maximo relativo em ¢ se houver um
intervalo aberto contendo Xo, no qual f(c) € o maior valor, isto é, f(c) > f(x) para todo x
no intervalo. Analogamente, se diz que f tem um minimo relativo em ¢ se houver um
intervalo aberto contendo Xo, no qual f(c) € o menor valor, isto é, f(c) < f(x) para todo
X no intervalo. Quando f tiver um maximo ou minimo relativo em Xo, se diz que f tem
um extremo relativo em c.

Os extremos relativos também podem ser vistos como pontos de
transicdo, separando regibes onde o grafico € crescente daquelas onde ele é
decrescente. Os extremos relativos de uma funcéo continua ocorrem ou em bicos ou

em pontos onde a reta tangente ao grafico é horizontal.

Teorema de Fermat: Se uma funcéo f tiver um maximo ou minimo em c, e f '(c)
existir, entdo f'(c) = 0.

Os pontos nos quais f '(c) = 0 ou f € ndo diferenciavel sdo chamados de
pontos criticos de f, ou seja, os extremos relativos de uma funcédo, se houver,

ocorrem em pontos criticos.
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3.19 Pontos criticos

Segundo Stewart (2006) em termos de pontos criticos, o Teorema de Fermat
pode ser reescrito da seguinte forma: Se f tiver um maximo ou minimo relativo em c,
entdo ¢ € um ponto critico de f. Para encontrar um maximo ou um minimo absoluto
de uma funcdo continua em um intervalo fechado, notamos que ou ele é relativo
(nesse caso ocorre em um ponto critico) ou acontece em um extremo do intervalo.

Assim, 0 seguinte procedimento de trés etapas sempre funciona.

Método para encontrar os valores maximo e minimo absolutos de uma funcéo
continua f em um intervalo fechado [a,b]:

1. Encontre os valores de f nos pontos criticos de f em (a,b).

2. Encontre os valores de f nos extremos do intervalo.

3. O maior valor dos métodos 1 e 2 é o valor maximo absoluto, ao passo que o

menor desses valores é o valor minimo absoluto.

3.20 Teste da primeira derivada

O coeficiente angular da reta que passa por um ponto da curva em uma
funcdo, nos revela uma tendéncia que varia conforme a tangente desta reta,
tomando como referéncia o eixo X, quando a funcdo € crescente os valores das
derivadas para os mesmos, de x sdo sempre positivos, enquanto que quando a
funcdo é decrescente estes sdo sempre negativos. O que nos sugere 0 seguinte

teste:

Seja a funcéo f(x) em um intervalo [a,b], dizemos que a funcéo é crescente quando:
f'(x)>0

Ainda podemos afirmar que, quando a funcao é decrescente:
f'(x)<0
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E finalmente, ndo apresenta tendéncias, permanecendo inalterada até o limite do
ponto:

f'x)=0
E possivel provar o teorema, pela anélise da definicdo da funcdo da derivada, da

seguinte forma:

Se f(x) é continua, existe f'(x) tal que:

f'(xX) =lim _f(xp) — f(xa) onde Xp > Xa.
Xo — Xa Xp — Xa

Admitindo que o denominador 'e positivo, ou seja, que X, > X, NOS resta
analisar o sinal do resultado no numerador, se f(x,) > f(xa) e portanto, quando a
fungé@o é crescente no intervalo, teremos f '(x) > 0, por outro lado se f(x,) < f(Xa)
teremos uma fung¢do decrescente no intervalo e f'(x) < 0.

No ultimo caso, se f '(X) = 0 entdo a reta que passa pelo ponto [x;f9x)] &
paralela ao eixo X, 0 que indica um extremo ou um ponto de transicdo na tendéncia
de crescimento da curva; explicando melhor: Se os valores da funcdo estdo
crescendo e 0 ponto em questdo tem derivada nula, ou a funcéo atinge o maior valor
no intervalo, ou atinge um ponto de transicdo na tendéncia de crescimento,
passando de crescente para decrescente; quando a funcéo esta decrescendo passa

de decrescente para crescente.

Exemplo: Analisar quanto aos extremos relativos a funcéio y = 3x® — 16x.

y = 3x> — 16X

y' = 9x° - 16

y'=0

9%~ 16 =0

9x? = 16 X = -4/3 € um ponto de maximo relativo.

X=+4/3 X = 4/3 € um ponto de minimo relativo.



y(-4/3) = 3(-4/3)* — 16(-4/3)
y(-4/3) = 64/9 + 64/3

y(-4/3) = 128/9 € o valor maximo relativo.

y(4/3) = 3(4/3)° — 16(4/3)
y(4/3) = 64/9 — 64/3

y(4/3) = —128/9 é o valor maximo relativo.

3.21 Teste da segunda derivada

Seja a funcéo f(x), dizemos que f "(x) € a derivada segunda, com a qual
podemos provar que:

Dado o intervalo [a,b], onde existe um numero c, tal que f'(c) = 0:

Se f "(x) < 0 entdo f(c) fornece o valor maximo no referido intervalo.
Ainda poderemos afirmar que:

Se f "(x)> 0 entdo f(c) fornece o valor minimo no referido intervalo.

Analise:

Consideremos a derivada segunda f "(x) = lim f'(x2) — f '(X1)
x—X X2 — X1
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Tomando o valor de [(x2 — X3) > 0] podemos verificar 0 que ocorre com 0

numerador:

Se f'(x2) < f'(x1) sabemos que a declividade da curva em f(x2) € menor que a

declividade de f(x;), como em ¢ temos um valor critico, temos que concluir que este

representa um maximo, visto que os valores estdo diminuindo quando séo diferentes

de c, ou seja, todos os valores decrescem a medida que nos deslocamos no eixo X,

portanto f(c) apenas pode assumir o valor minimo no intervalo.

Temos formas concavas em todo grafico que apresenta variacdes, a derivada

segunda também pode nos revelar outra caracteristica interessante quando fazemos
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seu célculo e a relacionamos a concavidade em um intervalo da curva... Como a
derivada segunda reflete a tendéncia de crescimento ou decréscimo da declividade,
temos como verificar que o seu sinal indica se a concavidade do gréfico é para cima

ou para baixo, ou seja:

Se f"(x) > 0, a concavidade da curva esta voltada para cima.

Devido ao fato de que ha uma tendéncia de crescimento da declividade

naquele intervalo.

Se f "(x) < 0, a concavidade da curva esta voltada para baixo.

Devido ao fato de que ha uma tendéncia de decréscimo da declividade naquele

intervalo.

Exemplo:

1) Seja o polinémio y = 3x* — 2x° + 4x — 1. Encontrar a y".

Solucdo: Para encontrar a segunda derivada, devemos derivar o polinbmio duas
vezes.

y = 3x'—2x*+4x-1

y' =12x°-6x° + 4

y" = 36X — 12x

2) Seja a funcdo y = sen X, calcule y".

Solucéo:
y =senx
y' = COos X

y" =—sen X
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3.22 Extremos absolutos

Definicdo: Dizemos que uma fungdo f tem um maximo absoluto em um intervalo |
num ponto Xo se f(xo) for o maximo de f em I; isto é, f(xo) > f(X) para todo x em |I.
Analogamente, dizemos que f tem um minimo absoluto em um intervalo | num ponto
Xo se f(Xo) for o minimo valor de f em I; isto €, f(xo) < f(x) para todo x em |. Se f tiver
em Xo qualquer um dos dois, maximo absoluto ou minimo absoluto em |, dizemos

gue f tem em Xo um extremo absoluto em I.

Teorema do Valor Extremo: Se uma funcéo f for continua num intervalo fechado
finito [a,b], entdo f tem ambos um maximo e um minimo absolutos em [a,b]
(STEWART, 2006).

Este teorema € um exemplo do que os matematicos chamam um teorema de
existéncia. Tais teoremas estabelecem condi¢cdes sob as quais alguma coisa existe,
no caso, 0 extremo absoluto. Entretanto, saber que algo existe é uma coisa,
encontra-lo, porém, € bem diferente. Assim sendo vamos nos dedicar agora ao
problema de encontrar o extremo absoluto.

Se f for continua em um intervalo finito fechado [a,b], entdo os extremos
absolutos de f podem ocorrer em qualquer das duas situacées ou nos extremos do
intervalo ou dentro do intervalo aberto (a,b). Se os extremos absolutos acontecem
dentro, entdo o teorema a seguir nos diz que eles devem ocorrer nos pontos criticos
de f.

Teorema 21: Se f tiver um extremo absoluto em um intervalo aberto (a,b), entéo ele
precisa ocorrer em um ponto critico de f (STEWART, 2006).

Exemplo: Ache os valores maximo e minimo absolutos de f(x) = 2x3 — 15x* + 36x no
intervalo [ 1,5 ] e determine onde eles ocorrem.

Como f é diferenciavel, os extremos absolutos ocorrem ou nos extremos do
intervalo [ 1,5 ] ou em pontos estacionarios do intervalo aberto ( 1,5 ). Para achar os

pontos estacionarios precisamos resolver f '(x) = 0, que pode ser escrita como:

f(x) = 2x3 — 15x% + 36X, y' = 6x* — 30x + 36
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Se f' (X)
6(x — 3)(x — 2)
Calculando o valor de f nos extremos e nos pontos estacionarios, obtém-se:

f(x) = 2x® — 15x% + 36x

f(1) = 2(1)° — 15(1)% + 36(1) = 23

f(2) = 2(2)° — 15(2)* + 36(2) = 28

f(3) = 2(3)° — 15(3)% + 36(3) = 27

f(5) = 2(5)° — 15(5)% + 36(5) = 55

Dos quais, concluimos que um minimo absoluto de f (x) € 23 e ocorrem em

0, entdo 6x° — 30x + 36 = 0, podendo ser escrito na forma

0. Assim sendo, ha pontos estaciondrios em x = 2 e x = 3.

x =1 e 0 maximo absoluto de f (x) € 55 e ocorrem em x = 5.

3.23 Procedimento para encontrar extremos absolutos de uma funcédo continua

f em um intervalo finito fechado [a,b].

Passo 1 - Encontrar os pontos criticos da funcéo em (a,b).
Passo 2 - Encontrar o valor da fungdo em cada ponto critico e nos extremos a e b.
Passo 3 - O maior valor no passo2 é o maximo absoluto de f em [a,b] e 0 menor do

valores é o minimo absoluto.

Exemplo: Determine por inspecdo se P (x) = 3x* + 4x® tém extremos absolutos. Se
tiver, ache-os e mostre onde eles ocorrem.

Como p(x) tem grau par e o coeficiente dominante € positivo , p(x)—+x
guando x —%. Desta forma,ha um minimo absoluto, mas nenhum maximo absoluto.
A partir do Teorema de Extremo Absoluto [aplicado ao intervalo (-<,+«)], 0 minimo
absoluto. Deve ocorrer em um ponto critico de p. Como p é diferenciavel, todos os
pontos criticos sao estacionarios e podemos encontra-los resolvendo a equacao

p'(x) = 0. Esta equacéao é:

123 + 12x% = 12x%(x + 1) = 0,

de onde concluimos serem x = 0 e x = -1 0s pontos estacionarios. Calculando o valor

de p nos pontos estacionarios, obtém-se:
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p(0)=0ep(-1)=-1

Assim, concluimos que P tem um minimo absoluto de -1 isto ocorre em x = -1.

3.24 Teorema de Wierstrass

Se uma funcdo f(x) € continua num intervalo fechado [a,b] e diferenciavel em
(a,b), entédo existirdo (x1, X2) pertence [a,b] tais que vV x em [a,b].
De maneira que f(x2) > f(x) > f(x1)

A
M
max. local )
f(x2)
a X .
X2 b X
m.
f(x1)
min. local

Como f(x) é continua no intervalo [a,b], ela também sera limitada neste
intervalo [a,b], consequentemente temos:

i) A funcéo f(x) admite ponto de maximo local e um ponto de minimo local,

ambos interiores ao intervalo [a,b].

i) O ponto de maximo absoluto da funcéo ocorre na extremidade “b” e o ponto

de minimo absoluto ocorre na extremidade “a”.

iil) Simbolicamente
M = Sup { f(x), x € [a,b] }

m = inf { f(x), x € [a,b] }

Vv x € [a,b] temos m < f(x) <M
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3.25 Teorema de Rolle

Resulta do teorema de Rolle que, se | for um intervalo de R e se f for uma
funcdo derivavel de | em R, entdo entre quaisquer dois zeros de f h4 algum zero da
derivada. Isto pode ser usado para provar por indugdo que qualquer polindmio p(x)
de grau n com coeficientes reais tem, no maximo, n raizes (excepto, naturalmente,

no caso do polinémio nulo).

Teorema 22: Se f(x) € definida em [a, b] e diferenciavel em (a, b), e se f(a)= f(b)= 0,

entdo existira pelo menos um ponto c¢ € (a, b) tal que f(c)=0.

y = f(x)
Ya

a7 T

Este teorema afirma o fato geometricamente oObvio segundo o qual se o
grafico de uma funcao diferenciavel cruza o eixo x em dois pontos, a e b, entdo entre

eles deve existir ao menos um ponto onde a reta tangente € horizontal.

Prova:

Como f € continua sobre um intervalo fechado e limitado. Se for, entédo
f'(X) = 0 para todo x em [a,b], pois f & constante em (a,b). Assim sendo, para
gualquer c em (a,b),

f'(c)=0

Se f(x) ndo for zero para todo x em [a,b], entdo deve existir um ponto x em (a,b)
onde f(x) > 0.

Como f € continua em [a,b], tem-se a partir do Teorema do Valor Extremo que
f tem um valor maximo em algum ponto ¢ em [a,b]. Como f(a) = f(b) =0 e f(x) > 0 em

algum ponto em (a,b) o ponto ¢ ndo pode ser um extremo; ele deve estar em (a,b).


http://pt.wikipedia.org/wiki/Indu��o_matem�tica
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Por hipotese, f é diferenciavel em todo (a,b), em particular em c, logo f '(c) = 0 pelo

Teorema do Extremo Absoluto.

3.26 Teorema do valor médio

O Teorema de Rolle é um caso especial do Teorema do Valor Médio, o qual
afirma que entre dois pontos quaisquer A e B sobre um grafico de uma funcéo
diferenciavel, deve haver pelo menos um lugar onde a reta tangente a curva é

paralela a reta secante que passa por A e B.

y =1(x)

Notando que a inclinacdo da reta secante que passa pelos pontos A(a , f(a)) e
B(b , f(b)) é f(b) — f(a) e que a inclinacdo da reta tangente em c € f'(c), o Teorema do

- b—a , : .
Valor Médio pode ser enunciado mais precisamente como segue.

Teorema 23: Seja f diferenciavel em (a, b) e continua em [a, b], entdo existe pelo

menos um ponto ¢ em (a, b) onde f'(c) = f(b) — f(a)
b-a

Prova: Como a equacao da reta secante que passa por (a,f(a)) e (b,f(b)) €

y—f(a) =f(b) —f(a) .(x—a)
b-—a

ou de forma equivalente
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y=1(b)=f(a) .(x—a) +f(a)

b-a

a diferencga d(x) entre a altura do gréafico de f(x) e o da reta secante é

mmzﬂ@_ﬁ@:ynu—m+ﬂﬂ

Como f(x) é continua em [a,b] e diferenciavel em (a,b), d(x) também o é. Além
disso,
d@=0 e d(Mb)=0

logo, d(x) satisfaz as hipéteses do Teorema de Rolle no intervalo [a,b]. Portanto,
existe um ponto ¢ em (a,b) tal que d'(c) = 0.

d'(x) =f'(x) _f(b) —f(a)
b-—a

assim,

d'(c) =f'(c) _ f(b) - f(a)

b-a

Portanto, no ponto ¢c em (a,b) no qual d'(c) = 0, temos

f'(c) = f(b) — f(a)
b-a
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4 INTEGRACAO

Até agora estudamos a parte do calculo que é voltada para encontrar retas
tangentes e taxa de variacdo que é chamada de célculo diferencial, enquanto que
para calculos relacionados com areas temos como auxilio o calculo integral,
veremos a relacdo que esses dois ramos do célculo possuem. Mas para iSso
precisamos de algumas ferramentas que serdo vistas a seguir assim como 0S
topicos anteriores, que em conjunto servirdo de base para demonstrarmos o
Teorema Fundamental do Calculo, que relaciona o calculo diferencial e o célculo

integral.

4.1 Uma viséo geral do problema da area

As areas das figuras planas basicas (quadrado, retangulo, triangulo, circulo,
etc.) sdo encontradas com o auxilio de férmulas que facilitam a resolucdo do
problema. Entretanto encontrar areas de regides planas com contornos curvilineos
torna-se um grande desafio devido a inexisténcia de uma formula pronta. Para
resolvermos este enigma é necessario um estudo mais detalhado sobre dois

métodos para o calculo de areas, o método do retangulo e da antiderivada.

4.1.1 O método do retangulo para o calculo de areas

Para o calculo de areas de regides com contornos curvilineos, existem dois
métodos basicos — método do retangulo e da antiderivada. A idéia subjacente do

método do retangulo é a seguinte:
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® Dividir o intervalo [a,b] em n subintervalos iguais e em cada subintervalo
construir um retangulo que se estende desde o eixo x até algum ponto sobre
a curva y = f(x), a qual esta acima do subintervalo; o ponto particular pode ser
0 que estiver acima do centro, acima dos extremos ou acima de qualquer

outro ponto no subintervalo.

® Para cada n, a area total dos retdngulos pode ser vista como uma
aproximacdo a area exata sob a curva no intervalo [a,b]. Além disso, fica
intuitivamente evidente que quando n cresce, estas aproximacdes irdo se

tornar cada vez melhores e tender a area exata como um limite.

Este procedimento tem uma dupla serventia, como definicho matematica e
como método de calculo — podemos definir a area sob a curva y = f(x) e acima do
intervalo [a,b] como o limite das areas dos retangulos aproximantes e usar este

mesmo metodo para aproximar esta area.

y =f(x) y =1(x) y =1(x)

Ya VA

\4

Quando n cresce, a area dos retangulos tende a area exata sob a curva.
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4.1.2 O método da antiderivada para o célculo de areas

O método da antiderivada para o calculo de areas reflete o génio de Newton e
de Leibniz. Eles sugeriram que, para encontrar a area sob a curva dever-se-ia
primeiro considerar o problema mais geral de encontrar a area A(x), sob a curva de
um ponto a até um ponto arbitrdrio x no intervalo [a,b]. Newton e Leibniz
descobriram, independentemente, que a derivada da funcdo A(x) é facil de ser
encontrada, logo se for possivel encontrar A(x) a partir de A'(x), entdo a area sob a
curva de a até b pode ser obtida substituindo-se x=b na formula da area A(x).

Para ilustrar como isso funciona, vamos comegar encontrando

A'(X) =lim _A(x+h) — A(X)
h—0 h
Por simplificacdo, consideremos o caso de h > 0, onde A(x+th) — A(X) é a

diferenca de duas areas. Se c for o ponto médio entre x e x+h, entdo esta diferenca

de areas pode ser aproximada pela area de um retangulo com base h e altura f(c).

y=1(x)

%A(x+ h) — A(X)

v

Oax Xx+h X

Logo,

A(x+h) — A(X) = f(c).h = f(c)
h h
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4.2 Integral definida

Lembrando que, se a funcao f for continua e ndo negativa no intervalo [a,b],
entdo a area sobre o grafico de f no intervalo [a,b] pode ser obtida ou pelo “método
do retangulo” ou “método da antiderivada”. Nesse sentido, se faz necessario discutir
com mais detalhes o método do retdngulo e introduzir o conceito de “integral
definida” , a qual liga o conceito de area com outros conceitos importantes, tais

como comprimento, volume, densidade, probabilidade e trabalho.

® Assim, deve-se definir o que se entende por area de uma regidao R limitada
abaixo pelo eixo x, lateralmente pelas retas verticais x = a e X = b e acima
pela curva y = f(x), onde f € continua ndo-negativa no intervalo [a,b].
Definiremos a area de um retangulo como sendo um produto de sua largura
por seu comprimento e definindo a area de uma regido de uma regido
composta por um numero finito de retangulos como sendo a soma das area

daqueles retangulos.

A idéia basica € a seguinte:

e Dividir o intervalo [a,b] em n sub-intervalos iguais.

e Em cada subintervalo, construir um retangulo cuja altura é o valor de f em
algum ponto do subintervalo.

e A unido desses retangulos forma uma regido R, cuja area pode ser vista
como uma aproximacao da area A da regido R.

e Repetir o processo usando cada vez mais um numero maior de subdivisdes.

o Definir a area de R como sendo o limite das areas das regides aproximantes

R, , isto &,
A = area R = limite [area (Rp)]
Para tornar tudo isso mais preciso, sera benéfico captar este procedimento

em notacdo matematica. Neste sentido, suponha que o intervalo [a,b] tenha sido

dividido em n subintervalos, inserindo-se n — 1 pontos igualmente espacados entre a
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e b, seja xi, X2, ..., Xn-1 €Xtremos desses subintervalos, onde cada subintervalo tem
um comprimento de (b—a)/n, o qual é costume denotar por: Ax = (b—a)/n. Em cada
subintervalo precisamos escolher um ponto no qual a funcéo f deve ser calculada
para determinar a altura do retangulo no intervalo. Se denotarmos estes pontos por
X'1, X2, ..., X'n, €ntdo as areas dos retdngulos construidos sobre estes intervalos

seréo
f(X'1)AX, f(X'2)AX, ..., f(X'h)AX e a area total da regido R, sera area(Rp) = f(x'1)AX,
n

k=1
f(X'2)AX, ..., f(X'n)Ax ou usando somatorio area (R,) =) f(X'W)AX.

4.2.1 Propriedades das integrais definidas

Quando definimos a integral definida Ig f(x)dx, implicitamente assumimos que
a < b. Mas a definicdo como o limite de somas de Riemann faz sentido mesmo que
a > b. Observe que se invertermos a e b, entdo Ax mudara de (b — a)/n para
(a = b)/n. Portanto

b a
I3 f0odx = — [}, f0dx
Sea=Dhb,entdo Ax=0, e
b
5 fdx =0
Vamos desenvolver agora algumas propriedades basicas das integrais que

nos ajudardo a calcular as integrais de uma forma mais simples. Vamos supor que f

e g sejam funcdes continuas.

b
1. Ia c dx = ¢(b — a), onde c € qualquer constante
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Prova:

Esta propriedade estabelece que a integral de uma funcao constante f(x) = c é
a constante vezes o comprimento do intervalo. Se ¢ > 0 e a < b, isto é esperado,
pois o grafico de uma funcdo constante é uma reta paralela ao eixo x e area
compreendida entre a funcéo e o eixo x limitado lateralmente pelos extremos, é um

retdngulo onde sua area é o produto de suas dimensdes.
° " 2
2. g [(O) +9(¥)]dx =15 f(x)dx + J5 g(x)dx

Esta propriedade estabelece que a integral de uma soma é a soma das
integrais. Para as fungdes positivas isso estabelece que a area sob f + g é a area

sob f mais a area sob g.

Prova:
J'[f(x) + g(x)]dx = lim % [f(x))dx + g(x;)dx]AX

—% =1

n
= lim [z
|

n— =1

f(x)dxAX + 2 g(xi)dxAx]
i=1

=lim E f(x;)dxAX +nlim _%g(xi)dxAx
—® |=

n— j=1
7 2
= Jaf(x)dx + J5 g(x)dx
b b
3. Ia cf(x)dx=c Ia f(x)dx, onde c é qualquer constante
Esta propriedade pode ser provada de forma analoga estabelece que a
integral de uma constante vezes uma funcdo é a constante vezes a integral da
func@o. Em outras palavras, uma constante (mas somente uma constante) pode ser
colocada na frente de um sinal de integracao.

Prova:

b b b b
.[acf(x)dx: jac.ja f(x)dx = cja f(x)dx



b b b
2.0 100 — go1dx =) 2 f09dx — | 2 0(X) dx

Prova: usandoc=-1
b b
J21100 = g0oldx = J,1100 + (<) g(ldx
b
= [0 + cg(ldx
= lim _%1 [f(x)dx + cg(x)dx]Ax

n
= lim [z
|

n— j=1

f(x;))dxAx + E cg(xi)dxAx]
i=1

—_ . n f . n

—r!m izzl (x)dxAx +nILr[1° i=Zlc:g(xi)dxAx
b b

= Iaf(x)dx + Ia cg(x)dx
b b

= Iaf(x)dx +cC Iag(x)dx

= gf(x)dx + (-1)Igg(x)dx

b b
= J 4 f09dx= T g0dx

76
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5 TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

O Teorema Fundamental do Calculo estabelece uma conex&o entre dois
ramos do céalculo: o Célculo Diferencial e o Calculo Integral. Segundo George (2002)
o Calculo Diferencial surgiu da resolucdo do problema da reta tangente, enquanto
gue o célculo integral surgiu de um problema aparentemente nao relacionado, o
calculo de éreas. Foi Isaac Barrow (1630-1677), professor de Newton em
Cambridge, quem descobriu que esses dois problemas estdo de fato estreitamente
relacionados. Ele percebeu que a diferenciacdo e a integracdo Sao processos
inversos. O Teorema Fundamental do Calculo permite expressar de maneira precisa
a relacao inversa existente entre a derivada e a integral. Foram Newton e Lebniz que
exploraram essa relagdo e usaram-na para desenvolver o calculo como um método
matematico. Em particular, eles perceberam que o Teorema Fundamental permitia
calcular areas através das integrais, tendo em vista uma maior praticidade dos

célculos, sem que fosse necessario calcula-las como limites de somas.

5.1 Defini¢cdo: Particdo de um Intervalo

Uma particdo P de um intervalo fechado [ a, b ] € um conjunto finito de
pontos
P ={ Xo, X1, X2..., Xp} taisque , a =Xp < X3 < X2 <... < Xp.1 < Xp=b .
A diferenca maxima entre todos os dois pontos consecutivos da particédo é
chamada de norma ou tamanho da particdo e é denotada como | P |, isto é,
| P | =maximo { Xj- X.1,j=1...n}
Um refinamento da particao P € uma outra particdo P’ que contém todos

0s pontos de P e alguns pontos adicionais, ou seja, | P' | <| P |
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5.2 Definicdo: Somas de Riemann

Se P ={ Xo, X1, X2..., Xn} € uma particdo do intervalo fechado [a,b]ef é
uma funcgéo definida nesse intervalo, entdo a soma de Riemann de f com respeito

a particdo P é definida como:

onde t; € um namero arbitrario no intervalo [ X1, x].

Observacao: Se a funcdo f for positiva, a interpretacdo geométrica da soma de
Riemann corresponde ao somatorio das éareas dos retdngulos com base medindo
X - X.1 € altura f(t).

5.3 Defini¢do: Soma Superior e Soma Inferior

Seja P = { xo, X1, X2, ..., Xn} uma particdo do intervalo fechado [a, b] e f uma
funcao limitada definida nesse intervalo.

- asoma inferior de f, denotada por P € definida como :

n
s(f, P)_Z1 m;.(Xj — Xj— 1) onde m; é o infimo da f(x) no intervalo [ x;- 1, X,
J:

ou seja, m;.= inf { f(x); X € [Xj—1 — X;]}-

- asoma superior de f, denotada por P é definida como:

S(f, P) El M;.(X; — Xj - 1) onde M; é o supremo da f(x) no intervalo [ X;.1,
J:

Xj], ou seja, M;.= sup { f(X); X € [x;— Xj-1]}-
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Aqui esta um exemplo onde a soma inferior é representada pela Figura 1
e a soma superior pela Figura 2.

y = f(x) y =1(x)
179 Ya
a [Xo Xt J-eee]  Xn b =x a [Xo Xp |----]  Xn b X
AX AX
Figura 1 Figura 2

Observa-se que se f € uma funcao limitada, entdo existem nameros reais m e M tais
que:

m = inf {f(x); x € [a,b]}, M = sup {f(x); x € [a,b]}

Ou seja,

m<f(xX) <M, VX € [a,b]

Onde

Encontramos que

m(b — a) < s(f, P) < S(f, P) <M(b — a)
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5.4 Formalizagao

Formalmente, o Teorema Fundamental do Calculo diz o seguinte:
Se f € uma funcéo continua de valores reais definida em um intervalo

fechado [a,b] e F for a fungéo definida por;

Fo = [ ft)dt

V X € [a,b],entdo F’(x) = f(x), para todo x em [a,b].

Se f € uma funcédo continua de valores reais definida em um intervalo

fechado [a,b] e se F € uma fungéo tal que F’(x) = f(x) para todo x em [a,b], entdo:
[ 2t0)dx = F(xz) — F(x2); ¥ 31 @ X2 € [ab]

Para demonstrarmos estas partes do Teorema Fundamental do Célculo,
usaremos como artificios o Valor das Somas de Riemann, a definicdo de derivadas,

valores minimo e maximo absoluto, definicdo de limites e o teorema do valor médio.

5.5 Prova
5.5.1 Parte |

E dado que:
Fo) = [ 1) dt

Considere dois numeros x; e X;+Ax em [a,b]. Entdo temos:
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Fix) = | af(t) dit

X1+AX

Foatax) = | . f(t) dt

Subtraindo as duas equacdes e usando a definicdo de integral do capitulo 4, temos

X1+AX

F(x1+AX) — F(x1) = j f(t) dt — j X11‘(t) dt (1)

a
X1 X1+AX X1

= [ f®dt+ | f(t) dt — [ f(t) dt
a X]_ a

X1+AX

=] fod

ou seja,

Fou+ ) —F) = [T dt (2)

X1

Dividindo (2) por Ax, obtemos

FOa+AX) —F(x1)) 1 f(t) dt (3)
AX ~ AX
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Assumiremos que Ax>0. Uma vez que f € continua em [X;, X;+AxX], 0
Teorema do Valor Extremo estabelece que hd nUmeros y e z em [X1, X3+AX] tal que
fly) = m e f(z) = M, onde m e M séo valores minimos e maximos absolutos de f em

[X1, X1+AX].

m<f(x) <M

jg mdx < jgf(x) dx < j;’ M dx

X1+AX X1+AX X1+AX
| mdx <| f(x) dx <[ M dx
x1 x1 x1
X1+AX X1+AX X1+AX
fiyax <[ fdxs<]  fiz)ax
x1 x1 x1

Dividindo a inequacao por Ax, tem-se

X1+AX

flyy< 1| = f(x)dx<f(z)
AX x1

Usando (3) na inequacéao anterior

fy) < F(xa+AX) — F(x)) <f(z)
AX

Ao usarmos Ax—0, temos que y—x e z—X, pois y e z estdo entre o intervalo x e

x+AX. Entao
lim f(y) =lim f(y) =f(X) lim f(z) = lim f(z) =f(X)
Ax—0 y—X Ax—0 Z—X
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lim f(y) < lim F(a+AX) — E(x) < lim f(2)
Ax—0 AX—0 AX AX—0

f(x) < lim F(X3+Ax) — F(x1) < f(x)
Ax—0
AX
temos

lim F(x;+AX) — F(x1) = f(x)
AX

Concluimos que

F(x) = f(x)

gue completa a prova.

5.5.2 Parte |l

Considere f continua no intervalo [a,b] e F a antiderivada de f. Comece

com a quantidade F(b) — F(a).

Considere 0s numeros x; a Xptal que a = Xo < X1 < X2 < ... < Xp1< Xp = b.
Que leva a F(b) — F(a) = F(xn) — F(Xo).

Agora somamos cada F(x;) juntamente com sua inversa aditiva, de forma

gue a quantidade resultante € igual a:

F(b) — F(a) = F(xn) + [- F(Xn-1) + F(Xna) ] + ... + [ - F(x1) + F(x1) ] = F(xo)]

= [F(xn) = F(xn-1) ] + ...+ [F(x1) = F(xo) ]

A quantidade acima pode ser escrita como a seguinte soma:
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FO)-F@)= I [F(x)—-F(s-) ®

Aqui, aplicaremos o Teorema do Valor Médio, como visto anteriormente.
Segue que I c € (a,b)
F'(c) (b —a) =f(b) —f(a)

A funcao f é diferenciavel no intervalo [a,b]; logo, f também é diferenciavel
em cada intervalo [Xi1, Xi] . Logo, de acordo com o Teorema do valor Médio, acima,
para cada intervalo [x;.1, Xi) 3 c; tal que

F(Xi) - F(Xi-l) = F’(Ci) (Xi— Xi-1)

Substituindo a equacao acima em (1), temos

Fb)-Fl@)= % [F()(xi—x-1)]
onde, [Xi — Xi.1] pode ser expressado como Ax de particao i.
Fb)-F@= 2 [Fe)a)] @

Admitindo limite em ambos os lados de (2), teremos

Ali(rlo F(b) - F(a) = A'L?W_)O Z  [fc)(ax)] dx

Nem F(b) nem F(a) sdo dependentes de Ax, entdo o limite do lado

esquerdo fica F(a) — F(b).
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Fo)— F(a) =lim 3 [f(c)(Ax)] dx
Ax—0 =1

A expresséo do lado direito da equacéo define a integral ao longo de f

de a até b. Logo obtemos
b
F(b) - F(a) = | ; f(x) dx

gue completa a prova.
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6 INTEGRAL INDEFINIDA

Na segunda parte do Teorema Fundamental do Caélculo encontramos um
método muito eficiente para calcular a integral definida de uma funcao desde que
possamos encontrar uma antiderivada da funcao, apesar da antiderivada ndo ser
Unica, ela admite uma Unica forma, dependente apenas da constante C. Isto nos
permite procurar a funcdo original se conhecemos sua derivada, pois encontrando
uma antiderivada, encontramos todas, bastando somar uma constante arbitraria C.
O processo de encontrar todas as antiderivadas de uma funcdo é denominado
antidiferenciacédo ou integracdo. Vamos introduzir uma notag&o para a integracao, a

fim de facilitar sua escrita.
F'(x) = f(x)

entdo integrando-se (ou antidiferenciando-se) f(x), obtém-se as antiderivadas

F(x)+C. Denotamos isto escrevendo

[ t0dx = Feo+C

Prova:
Sejam,
F(x) e G(x) antiderivadas de f(x)
e consideremos
H(x) = G(x) — F(x).
Entao,
H'(x) = G'(x) — F'(x), mas G'(x) — F'(x) = f(x) — f(x),
logo,
H'(x) = 0.

Pelo teorema do valor médio para derivadas, H(x) deve ser constante,

digamos H(x) = C. Assim, da equacao que define H(x), temos que

G(x)=F()+C,
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ou seja,
[ f9dx = Fo + C

O “s alongado” que aparece no lado esquerdo € chamado de sinal de
integracdo ou uma integral indefinida, a funcao f(x) € chamada de integrando e a
constante C é chamada de constante de integracéo. Vocé deve ler a equagdo como
a integral de f(x) em relagdo a x € igual a F(x)+C”. O adjetivo “indefinida” enfatiza
gue o processo de integracdo ndo produz uma funcdo definida, mas em vez disso

um conjunto de fungoes.

Os simbolos dx nas operagdes de diferenciagéo e antidiferenciagéo,

d[]e J[ldx,

dx
servem para identificar a variavel independente. Se outra variavel independente que
nao seja x for usada, digamos t, a notacdo precisa ser ajustada apropriadamente.
Desta forma,

d [FOI=f(t) e [f®dt=F() +C,

dt
sao afirmativas equivalentes.

O processo de encontrar antiderivadas ¢ chamado de antidiferenciacdo ou
integracao. Assim se

% [FOIT _ f(X)

6.1 Propriedades da integral indefinida

Pela parte 1 do teorema Fundamental do Calculo, temos que:
F'(x) = f(x)

também denotado por

%([.[ f(x)dx] = f(x)
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Este resultado é de grande auxilio na prova das seguintes propriedades

basicas de antiderivadas.

Teorema 24:
a) Uma constante pode se mover através do sinal de integracéo: isto é,
[cfdx = ¢ Jfxdx

Prova:
%([cf f(x)d% cd [I f(x)dx] - Cf(¥)

b) Uma antiderivada de uma soma é a soma das antiderivadas; isto é,
J1169 + g0odx = [ 09dx + [ g(dx

Prova:

d% [jf(x)dx +] g(x)dx] =g [[f(x)dx] ¥ d% [j g(x)dx] = f(x) + g(x)

¢) Uma antiderivada de uma diferenca € a diferenca das antiderivadas; isto €,

J'[f(x) —g(X)]dx = jf(x)dx - j g(x)dx

Prova: onde c = -1, temos

g@f(x)dx +fc g(x)dx]: i[jf(x) dx] + Q[cjg(x)dﬂ =f(x) + cg(X)
dx dx dx _
=f(x) + (-1)9()
=f(x) —9(x)

Exemplo:

1) Ache a integral indefinida de cada item abaixo.
a) [ (@x-5)dx=[2xdx—[5dx=x*~5x+C

b) | (3x% + cos x) dx:jsxzdx+j(cosx) dx=x*+senx+C
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c) [e*dx=¢e"
d) [Lxdx=Inlxl+C

e) [ +3/xdx=[e*dx+[3/xdx=e"+InI3x|+C

6.2 Integracao por substituicéo

O método da substituicdo pode ser motivado examinando-se a regra da
cadeia do ponto de vista da antidiferenciacdo. Com este propoésito, suponhamos F
uma antiderivada de f e seja g um fungéo diferenciavel. A derivada de F(g(x)) pela

regra da cadeia pode ser expressa como

d [F@O)] = F(9() g'(x)
dx . ,
e a forma integral pode ser escrita como

[F(9()) g(dx = F(g(x) + C
ou ainda,uma vez que F € uma antiderivada de f,
[f(a(x)) g'(x)dx = F(g(x)) + C

Para o nossos propositos, sera util fazer u = g(x) e escrever du/dx = g'(x) na

forma diferencial du = g'(x)dx. Com esta notacao, temos
If(u)du =F(u)+C

Este processo de célculo com a substituicio u = g(x) e du = g'(X)dx é

chamado de método da substituicdo u.

Exemplo: Calcule j(x2+1)5°.2x dx
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Solucéo: Usando u = x%+1, entdo du/dx = 2x, o que indica ser du = 2xdx. Assim, a
integral dada pode ser escrita como

[O+1)™.2x dx =[u®du = U + C = (X2 +1)”" +C
51 51
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CONCLUSAO

A matematica como ciéncia exata, veio sendo aperfeicoada ao longo do
tempo e de acordo com cada periodo da histéria. Em um desses periodos,
matematicos como Isaac Newton e Gottfried Leibniz, ap6s anos de estudos e
interpretagfes meticulosas desenvolveram o Teorema Fundamental do Célculo.

Esse Teorema foi uma grande descoberta por volta do século XVII, como
forma de aprimoramento do célculo integral e diferencial, e que permitia expressar
de maneira precisa o célculo de areas que apresentavam contornos curvilineos.

Atualmente podemos observar a grande importancia do referido teorema, pois
ele é utilizado tanto no seguimento da Arquitetura quanto da Engenharia, como
forma de agilizar o trabalho de profissionais na elaboracdo de areas e volumes que
necessitam de um detalhamento especifico.

Observamos a praticidade do teorema em comparagdao com outros metodos
utilizados, principalmente com o método da exaustdo, visto que este além de ser
desgastante nao proporcionava um calculo tdo preciso como o0 Teorema
Fundamental do Célculo, porém Riemann usando limites encontrava um resultado
preciso, no entanto necessitava-se de muita habilidade e atencéo caracteristicas

estas, proporcionadas pelo Teorema Fundamental do Célculo.
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