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RESUMO

O presente trabalho foi idealizado para o estudo da analise real. Com o objetivo maior
de entender o conjunto de Cantor e suas propriedades, como por exemplo este conjunto é
compacto (fechado e limitado), ndo contém intervalos (tem interior vazio) e nao contém
pontos isolados (todos os seus pontos sdo pontos de acumulagdo). Mas para alcangar
esses objetivos, fez-se necessario o estudo do conjunto dos niimeros reais pelo qual pode-
se compreender as suas propriedades juntamente com as suas consequéncias; o estudo de
sequéncias em que foi constatado que a partir desse estudo todos os conceitos importantes
da Analise, de uma forma ou de outra, reduziam-se a algum tipo de limite; e nao mais
nem menos importante o estudo de nogoes topoldgicas, que é o ramo da matematica em
que sao estudados, com grande generalidade, as nogoes de limite, continuidade e as ideias
com elas relacionadas. Ainda dentro de nocoes topolégicas foi de extrema importancia o
entendimento de: Ponto de acumulacao, conjuntos abertos, conjuntos fechados e conjuntos
compactos. E por fim, uma vez compreendido essas questoes o conjunto de Cantor foi

utilizado como uma aplicagao de nogoes topoldgicas na analise real.

Palavras-chave: Conjuntos. Pontos de acumulagao. Conjunto de Cantor.



ABSTRACT

The present work was idealized for the study of real analysis. In order to better understand
the Cantor set and its properties, as for example this set is compact (closed and limited),
contains no gaps (has empty interior) and does not contain isolated points (all its points
are accumulation points). But in order to achieve these goals, it was necessary to study
the set of real numbers by which one can understand their properties together with their
consequences; the study of sequences in which it was found that from this study all the
important concepts of analysis in one form or another were reduced to some kind of limit;
and not least the study of topological notions, which is the branch of mathematics in
which the notions of limits, continuity, and related ideas are studied in great. Still within
topological notions was of the utmost importance the understanding of: accumulation
point, open sets, closed sets and compact sets. And finally, once these questions are
understood, the Cantor set was used as an application of topological notions in real

analysis.

Keywords: Sets. Accumulation points. Cantor Set.
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INTRODUCAO

Neste trabalho é apresentado o conjunto de Cantor como uma aplicacao do estudo de
topologia na reta. Na qual foi dividido em quatro capitulos.

Para fim informativo, Cantor era Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor, nascido em
Sao Petesburgo (Prussia) em 1845, estudou em Zurique, Berlim e Gottingen. Em 1872
foi nomeado professor assistente de matematica em Halle, assumindo a direcao da cadeira
no ano de 1879.

No primeiro capitulo foi explanado os conceitos do conjunto dos reais bem como suas
propriedades e consequéncias, o segundo capitulo foi realizado em estudo sobre sequéncias
reais, no terceiro capitulo foi falado sobre nogoes topolégicas, abordando: conjuntos aber-
tos, conjuntos fechados, pontos de acumulagao e conjuntos compactos e por fim no quarto
capitulo o estudo do conjunto de Cantor, que pelas pesquisas realizadas pode-se afirmar
que este conjunto é um subconjunto fechado do intervalo [0, 1] e possui algumas propri-
edades interessantes bem como: é compacto, nao contém intervalos, tem interior vazio e
nao contém pontos isolados.

Este trabalho foi realizado através de pesquisa bibliografica com autores renomados
tais como [1], [2], [3], [4].



Capitulo 1
Numeros Reais

Faremos neste primeiro capitulo um estudo superficial do conjunto dos ntimeros reais,
abordando suas propriedades, juntamente com algumas consequéncias, com o objetivo de

utilizé-los em capitulos posteriores. Esse conjunto sera indicado por R.

1.1 R é um corpo

R é um corpo se estao definidas duas operagoes chamadas adi¢ao e multiplicacao,

cumprindo as seguintes condigoes:

e A adicao: em que faz corresponder a cada par de elementos z,y € R, sua soma

r+yeR

e A multiplicagdo: da mesma forma para x,y € R tem-se o seu produto x -y € R.

Essas operacoes obedecem os seguintes axiomas:

e Associatividade: V z,y, z € R tem-se
(x+y)+z=z4+W+2) e (z-y)-z=z-(y-2).
e Comutatividade: V z,y € R tem-se
r+y=y+xr € T-yYy=1y-x.

e Elementos Neutros: existem em R dois elementos distintos 0 e 1 tais que

r+0==zx e z-1=uzx.



1. Numeros Reais

e Inversos: todo x € R possui um inverso aditivo —z € R tal que x + (—x) = 0 e se

x # 0, existe um inverso multiplicativo 27! € R tal que - 2= = 1.

e Distributividade: Para x,y, z € R quaisquer, tem-se

r-(r+y)=z-y+az-z

1.2 R é um corpo ordenado

R é um corpo ordenado, ou seja, existe um subconjunto R* C R, chamado o conjunto

dos ntimeros reais positivos, que cumpre as condi¢oes seguintes:

(a) z,y e R" = x+y € R" ez -y € RT (a soma e o produto de nimeros reais

positivos sdo positivos)

(b) Seja x € R, exatamente uma das trés alternativas seguintes ocorre

ourz=0, ouxR" ou—xzecR".

Obs.: Se indicarmos com R~ o conjunto dos nimeros —z onde € R, a condigao (b)
diz que
R=R"UR™ U{0}

e os conjuntos RT, R™ e {0} sdo dois a dois disjuntos. Os nimeros y € R~ chamam-se
negativos.

Veja que, y — x € RY se, e somente se y > = (diz-se que y é o maior do que z). Se
x > 0 entao x € RT.

Para a relagao de ordem x < y em R, valem as seguintes propriedades:

e Transitividade: Se x <y e y < z entao x < z.

e Tricotomia: Dados x,y € R,exatamente uma das trés alternativas ocorrem

x =1, r<y ou y<uz.

e Monotonicidade da adicao: se x < y entao para todo z € R tem-se x + 2z < y + 2.

e Monotonicidade da multiplicacao: se x < y entao para todo z > 0 tem-se -z < y- 2.

Se z < 0 entao x < y implicaz -2z >y - 2.

Obs.: todas essas propriedades citadas até agora, podem ser provados facilmente,

usando (a) e (b) da definigao de corpo ordenado.
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1. Numeros Reais

1.3 R é um corpo ordenado completo

Nesta secao falaremos de uma caracteristica muito importante do corpo dos reais e
¢ o que o torna especial em relagao a outros conjuntos. Porém antes serd necessario a

compreensao do que é supremo e infimo de um conjunto.

Definicao 1.1. Um conjunto X C R diz-se limitado superiormente quando existe algum

b € R tal que x < b para todo x € X. Neste caso diz-se que b é uma cota superior de X.

Analogamente, diz-se que o conjunto X C R ¢ limitado inferiormente quando existe
a € R tal que a < z para todo x € X. Entao a chama-se uma cota inferior de X.
Dizemos que um conjunto X C R é limitado, se ele for limitado superiormente e

inferiormente em R. O que ¢é equivalente dizer que existe um ntimero real K > 0, tal que
2| < K

para x € X.

Definicao 1.2. Seja X C R limitado superiormente e nao-vazio. Um ndmero b € R
chama-se supremo de X denotado por sup X se b é a menor das cotas superiores de X.

Isto é,
S1. Para todo x € X, tem-se x < b;
S2. Se c € R é tal que x < ¢ para todo x € X entao b < c.

Definicao 1.3. Analogamente, se X C R é um conjunto nao-vazio, limitado inferior-
mente, um nimero real a chama-se infimo do conjunto X denotado por inf X se a é a

maior das cotas inferiores de X. Isto é,
I1. Para todo x € X tem-se a < x;
[2. Se ¢ < x para todo x € X entao ¢ < a

Agora postularemos o conjunto R dos niimeros reais, como sendo um corpo ordenado

onde se verifica a propriedade a seguir.

Axioma (Postulado de Dedekind). Todo subconjunto de R, ndo vazio, limitado superi-

ormente, possui supremo em R.

O postulado de Dedekind garante a propriedade da ”completeza’de R, por isso é
também chamado axioma da completeza.
Mostra-se, usando o Postulado de Dedekind, que todo subconjunto nao vazio de R

limitado inferiormente possui infimo.

11
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Vejamos agora algumas consequéncias da completeza dos R, pois sao resultados im-

portantes para o andamento do trabalho.

Teorema 1.1. (i) O conjunto N C R dos nimeros naturais nio € limitado superior-

mente.
1
(ii) O infimo do conjunto X = {—;n € N} ¢ igual a 0.
n
(111) Dados a,b € RT, existe n € N tal que na > b.

Demonstragao. (i) Suponhamos por contradigdo que o conjunto dos N é limitado superi-
ormente, isto é, existe ¢ € R tal que n < ¢ Vn € N. Entao pelo postulado de Dedekind, N
possui supremo, e fazendo ¢ = sup N veja que ¢ — 1 nao é cota superior para N, pois ¢ — 1
seria menor que ¢ = sup N (que é a menor das cotas superiores).

Logo existe um numero natural ngy tal que ¢ — 1 < ny. Tem-se que ¢ < n + 1, como
n+1 € N segue que ¢ nao pode ser cota superior para N, contrariando o fato de ¢ = sup N
ser a menor das cotas superiores. Logo N nao ¢ limitado superiormente.

(i1) Veja que 0 < 1 entao 0 < % Vn € N, logo 0 é uma cota inferior para X.

Provaremos que nao existe cota inferior de X maior que 0, isto é, que nao existe ¢ > 0
talquecS%VneN.

1
Sabendo que N nao é limitado superiormente por (i). Dado —, existe ng € N tal que
c

— < ng. Dai — < ¢, e portanto ¢ nao é cota inferior de X. Consequentemente 0 = inf X.
C N

(111) Sejam a,b € RT. Como N nao ¢ limitado superiormente, existe n € N visto em

b
(i) tal que — < n , logo — < n, entdo b < na. m
a a
. . 1 .
Exemplo 1.1. Considere o conjunto A = {1+ —;n € N, provaremos que A possui
n

infimo e que inf A = 1.

1
Note que — > 0, Vn € N. Temos
n
1 .
1+—>0+1=1, VneN, ouseja,
n

1
1+—>1, VneN.
n

Mostraremos que nenhum ¢ > 1 pode ser cota inferior do conjunto A. Para qualquer

12



1. Numeros Reais

real ¢ > 1, temos
c—1>0<«<=

dn € N tal que
n(c—1) > 1<«

1
c—1< — <—
n
1
c>—+1
n

Logo ¢ nao é cota inferior de A e portanto concluimos que 1 = inf A.

13



Capitulo 2
Sequéncias de Numeros Reais

O estudo que sera apresentado agora é o estudo de sequéncias, que tras junto com ele

resultados importantes na analise matematica de fungoes reais.

2.1 Definicoes e Exemplos

Definicao 2.1. Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcao x : N — R, que associa

a cada nimero natural n um numero real x,,, chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

Defini¢ao 2.2. Uma sequéncia (z,,) diz-se limitada superiormente quando existe ¢ € R
tal que x,, < ¢ e inferiormente quando x,, > ¢, V n € N. Diz-se que a sequéncia x,, é
limitada quando ela é limitada superior e inferiormente (ou seja, 3 k£ > 0 tal que |z, | < k,

VneN).

Defini¢ao 2.3 (Convergéncia de sequéncias reais). Diz-se que o nimero real a é limite
da sequéncia (z,) quando, para todo nimero real ¢ > 0, dado arbitrariamente, pode
se obter ng € N tal que todos os termos x, com indice n > ny cumprem a condigao
|z, —a| < e. Escreve-se entdo a = limz,, ou z,, — a (uma sequéncia que possui limite

diz-se convergente. Caso esse limite nao exista diz-se que ela é divergente)

Teorema 2.1 (Unicidade do Limite). Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites

distintos.

Demonstra¢ao. Mostraremos que o limite de uma sequéncia (x,,) é unico. Caso contrario,
|l — b

terfamos limx,, = [; e limx,, = [y, tal que [; # l,. Tomando € = , pela definicao

de limite, existem naturais nq, ns tais que
€
|z, — 11| < 2’ Vn>n e
€
|z, — o] < o1 V' n > no.

14



2. Sequéncias de Numeros Reais

Em particular, se ng = max{nj, ns}, entdo para todo n > ng, ocorreria que:

e 5
|l1—12‘:|l1—l’n+l’n—12‘S’ll—$n|+|$n—l2|<§+§:€

Portanto,
ll —x,| <e (2.1)

|z, — o] < e. (2.2)

Da desigualdade todos os =, € (l1 —&,l; + ¢) e da desigualdade todos os
z, € (la — €,ls + €), o que seria um absurdo, pois estes intervalos sao disjuntos, ja que
I # ls.
Portanto, s6 podemos ter que l; = [s.
O

Defini¢ao 2.4. Dada uma sequéncia x = (z,,) uma subsequéncia de x é a restricao

neN»
da fungao x a um suconjunto infinito N’ = {n; < ... <n, < ...} de N. E escreve-se (z;)

com j € N.

Teorema 2.2. Se o limite de (x,) € igual a a entdo toda subsequéncia de (x,) converge

para o limite a.

Demonstrac¢ao. Veja que x,, — a entdo V ¢ > 0 existe ng € N tal que |z, — a| < ¢,
¥ n > ng.

Seja (xn,) C (v,) uma subsequéncia, entdao existe nj, tal que nj, > ng para todo
n; > nj, = n; > nj, > ng o que implica que |z,, —a| <e.

Logo toda subsequéncia de (x,) também converge para a. O
Uma importante condi¢ao necessaria de convergéncia de sequéncias:
Teorema 2.3. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia convergente e a = limz,,, com a € R.

Assim limz, = a <= Ve >0, 3ny € N tal que, se n > ng entdo |z, —a| < e.

1
Tomemos € = 7 Veja que
1
|z, —a] < = <=
] 2
< Ty —a < = =
21 ot 21
a—=<zTp<a+ =<
2
cla—ta+l) vns
T € (a—g,a+ n > ny.
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Agora, veja que para os termos z, com n < ng, basta fazer M = max{|x;|;i =
1
1,...,n0}, entdo se tomarmos K = max{M, |a + §|} teremos x,, < K, V n € N. Portanto
T, é limitada.

]

Contraexemplo: A sequéncia (2,0,2,0,...), cujo n-ésimo termo é x, = 1+ (=1)"*1 ¢
limitada mas nao é convergente porque possui duas subsequéncias constantes, xq, 1 = 2
e o, = 0, com limites distintos.

Acabamos de ver que a reciproca do teorema nao ¢é verdadeira através desse con-
traexemplo, pois pelo teorema [2.2] existem duas subsequéncias que nao convergem para o

mesmo limite.

Definicao 2.5. Uma sequéncia x,, chama-se monoétona quando se tem z,, < x,.1 para

todo n € N (ndo decrescente) ou entao x,.; <, para todo n (ndo crescente).

O teorema a seguir nos da agora, com sequéncia mondtona, uma condicao suficiente

para convergencia de sequéncia.
Teorema 2.4. Toda sequéncia mondtona limitada € convergente.

Demonstracao. Seja (x,) monétona (ndo-decrescente), limitada. Escrevamos X = {z1,...,
Zp,...} € a = sup X, pelo Postulado de Dedekind. Afirmamos que a = limz,. Com
efeito, dado € > 0, o nimero a — £ nao é cota superior de X. Logo existe ng € N tal que
a—€ < Tpo < a.
Assim, para n > ng temos x, > x,, por hipétese. Dai, a — ¢ < z,, < x, < a, 0 que
implica a — ¢ < z,, < a + ¢, para todo n > z,,. Portanto x,, — a.

m

2.2 O Teorema de Bolzano-Weierstrass

Proposicao 2.5. Toda sequéncia (x,) possui uma subsequéncia mondtona.

Demonstrag¢ao. Diremos que um termo z,, da sequéncia dada é destacado quando z,, > z,,
para todo p > n.

Seja D C N o conjunto dos indices n tais que xz,, ¢ um termo destacado. Sé podemos
ter duas situagoes:

(i) Se D for um conjunto infinito, D = {n; < ... <ny < ...} entdo a subsequéncia
(2,),cp serd mondtona decrescente, e ja teremos o resultado.

(ii) Se D for finito, entao existe, ny € N maior do que todos os n € D tal que n ¢ D.

16



2. Sequéncias de Numeros Reais

Entao z,, ndo é destacado, logo existe ny > ny com z,,, < z,,,. Como ny > ny, ny & D,
assim x,, nao ¢ destacado, logo existe ng > ng com z,, > x,, > T, . Prosseguindo

obtemos uma subsequéncia nao-decrescente.
Tpy STy <000 Sy .

Portanto, independente do caso (i) ou (ii) conseguimos uma sequéncia mondétona.
[

Teorema 2.6 (de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de nimeros reais possui

uma subsequéncia que converge para um numero real.

Demonstragdo. Seja (), .y sequéncia real limitada, pela proposigao anterior, (z,,) possui

uma subsequéncia monétona (1, ) Como () ¢ limitada, entao (z,,;) também o é.

nj eN’’
Se (x,,) ¢ mondtona nao-crescente e como ¢ limitada inferiormente z,,, > xp,, > p, >
... >k, entdo (z,,) é convergente e seu limite é inf {(z,,)}. Portanto (z,,) converge.
Se () ¢ mondtona nao-decrescente e como ¢ limitada superiormente, entao lim(z,,) =
sup {(22,)}.
[

A seguir demonstraremos o critério de Cauchy. Porém antes de demonstrarmos este

critério precisamos definir sequéncia de Cauchy.

Definicao 2.6. Uma sequéncia x,, de nimeros reais é denominada uma sequéncia de

Cauchy se, dado £ > 0, existe n, tal que |z, — x,,| < € para todos n,m > ny.

Teorema 2.7 (Critério de Cauchy). Uma sequéncia (x,)nen C R € convergente se, e

somente se, € de Cauchy.

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos, primeiramente, que z, é convergente e seja r seu
limite.
Entao, dado € > 0, existe ng € N, tal que

5
]mn—r|<§

para n > nyg.

Logo, se n e m sao maiores que ng temos, usando a desigualdade triangular

e €
|xn—xm|:|xn—r+r—xm|§|xn—r|+|xm—r|<§+§=€.

|ty — zm| <&, para m,n > ng.

17
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(<) Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy. Pela hipétese, dado € = 1, existe ng € N,
tal que

|$n - :Um| < 17 pbara n,m 2 Nno.

Logo,

|Tp — Tpy| <1, para n > ny.

Da Desigualdade Triangular, segue entao
|2n] < |Tpg| + T — Tng| < 14 |2n,|, para n > ng.
Seja K’ o maior dos nimeros
|z1], |z2], oy |[Tng—1]
e seja K o maior dos dois numeros K’ e 1 + |z,,| Portanto
|z, < K, para todo n.

Aplicando o Teorema de Bolzano Weierstrass segue-se que (z,) contém uma sub-
sequéncia convergente (xnj), e r seu limite.

Logo, dado ¢ > 0, existe n; € N, tal que

2o, — 7| <&, para n; > nj.

Por outro lado, em virtude da hipétese, temos que dado € > 0, existe ng € N, tal que

"
|z — x| <&, para m,n > ng,

pela Desigualdade Triangular

T — 7| < |y — Tp| + |20 — 7 (2.3)

para quaisquer termos x, e T, € (z,). Logo se em (1) tomarmos

m > max (ng, ng)

n =mn; > max (ng, ng)

18
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temos

|ty —r| <e+e=2¢

0 que prova a convergéncia de (z,,).

19



Capitulo 3
Nocoes Topolégicas em R

A topologia é um ramo da matemaética no qual sao estudados, com grande generalidade,
as nocoes de limites, de continuidade e as ideias com elas relacionadas. Com isso veremos

a partir de agora alguns conceitos topolégicos no conjunto dos reais.

3.1 Conjuntos Abertos

Antes de falarmos de conjuntos abertos precisamos compreender o que é um ponto

interior e interior de um conjunto X.

Definicao 3.1. Diz-se que o ponto a ¢ interior ao conjunto X C R quando existe um

nimero € > 0 tal que o intervalo aberto (a — ¢, a + ¢) esta contido em X.

Definicao 3.2. Interior do conjunto X é o conjunto dos pontos interiores a X, e repre-

sentado por int X.

Agora podemos classificar um conjunto aberto em R: é o conjunto A C R tal que

A =int A, isto é, quando todos os pontos de A sao interiores a A, ou seja, A C intA.

Exemplo 3.1. Seja o conjunto (a, b]. Note que (a, b] ndo é aberto, pois existe um ponto

b que pertence a (a, b] e ndo pertence ao seu interior. Ou seja b ¢ int(a, b

Feito isto, trabalharemos o seguinte teorema, que apresenta importantes propriedades

de conjuntos abertos.

Teorema 3.1. a) Se A; e Ay sdo conjuntos abertos entdo a intersecio Ay N Ay é um
conjunto aberto.

b) Se (Ax)rer € uma familia qualquer de conjuntos abertos, a uniago A = |J A\ é um
AEL
conjunto aberto.
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3. Nocoes Topoldgicas em R

Demonstragao. a) Se x € A1 N Ag entdao x € Aj e x € Ay. Como A; e Ay sdo conjuntos

abertos, logo existe £1,e9 > 0 tais que
(x—ep,x+e) CA e (r—e9,x+6e9) C A

Seja £y 0 menor dos dois nimeros €7 e €5. Entao (x—eg, x+eg) C Ay e (x—eg,x+¢0) C
Ay, logo (z —eg,x +€9) C A1 N As.
Assim todo ponto x € A; N Ay é ponto interior.

b) Se z € |J Ay = A entdo existe A € L tal que x € A,. Como A, é aberto, existe
AEL
e > 0 tal que (x —e,x +¢) C Ay, C A, logo todo ponto = € A é interior, isto é, A é

aberto. =

E importante termos atencao no seguinte:

De a) no teorema resulta que a intersegao finita de conjuntos abertos é um conjunto
aberto.

De b) do mesmo teorema resulta que a reuniao infinita de conjuntos abertos é um con-

junto aberto, porém a intersecao infinita de conjuntos abertos pode nao ser um conjunto

aberto.
Por exemplo: Se A; = (—1,1), Ay = (—%, %), LA, = (—%, %), ... entao afirmamos
que A;NAyN---NA,N--- = {0}. Com efeito, se z # 0 entdo existe n € N tal que

1 . 1
|z > =, logox ¢ A, pois: — < |z] = r<-—<r=2>—-cx>——.
n n n n
Se x ¢ A, para algum n € N, z ndo pode pertencer a intersegao.

3.2 Conjuntos Fechados

Primeiro vamos entender o que é um ponto aderente e o que vem a ser o fecho de um

conjunto, para poder definir conjunto fechado.

Definicao 3.3. Diz-se que um ponto a é aderente ao conjunto X C R quando a é limite

de uma sequéncia de pontos z,, € X.

Veja que tomando x,, = a para todo n € N é evidente que a € X é aderente a X. Ou

seja,

Exemplo 3.2. Seja X C R limitado, nao vazio. Entao a = inf X e b = sup X sao

aderentes a X.

Com efeito, para todo n € N, podemos escolher z,, € X tal que a < z, < a+ %,
somando (—a)

1
a—a<x,—a<a+——a—
n
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3. Nocoes Topoldgicas em R

1
0<z,—a< - —=
n

1

|z, —a| < — <
n
a = limx,,

portanto a é ponto aderente de X

Da mesma forma, se b é aderente a X entao para todo n € N pode se escolher x,, € X.
Como b = SupX:

1
b— — <z, <b, somando(—b)
n

b—l—b<xn—b§b—b:>
n

1
——<x,—0b<0,
n

1 1
——<z,—b<0< —
n n

Logo existe (x,)nen convergindo para b. Portanto b é ponto aderente de X.

Desta forma, vimos que se X C R possui supremo e infimo entao eles sao pontos

aderentes a X.

Definicdo 3.4. Chama-se fecho de um conjunto X ao conjunto X formado por todos os

pontos aderentes a X.
Assim podemos definir um conjunto fechado.

Definicao 3.5. Um conjunto X diz-se fechado quando X = X, isto é, quando todo ponto
aderente a X pertence a X, ou seja, X C X.

A partir desses conceitos, veremos alguns teoremas e corolarios que envolvem conjuntos
abertos e fechados, importantes para uma melhor compreensao.

Antes veja que, em topologia, um subconjunto V' de um espago topolégico X diz-se
uma vizinhanca do ponto x € X se existir um aberto A tal que z € A C V. Com outras

palavras V' é uma vizinhanca de x se = estiver no interior de V.

Teorema 3.2. Um ponto a € aderente ao conjunto X se, e somente se, toda vizinhanga

de a contém algum ponto de X.

Demonstra¢ao. (=) Considere a ponto aderente a X. Veja que, se a é ponto aderente
a X entao a = limx,, tal que z,, € X, Vn € N.
Dada uma vizinhanca qualquer V' > a, como a = limz,, entao existe ng € N com

n > ng, donde tem-se |x,, — a| < € se, e somente se, z, € (a —e,a+¢) C X.
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3. Nocoes Topoldgicas em R

(«<=) Se toda vizinhanga de a contém pontos de X podemos escolher cada intervalo
(a—2,a+ L),n € N como vizinhanca de a. Ou seja (z,)neny C (@ — L,a + 1), 0 que
implica:

1 1
a——<zTyp<a-+ —.
n n

1 1 1 1
Somando (—a) temos: —— < z, —a < — <= |z, —a|] < — = 0 < |z, —a| < —,
n n n n

YV n € N, pelo teorema do confronto, entdo podemos dizer lim |z, —a| =0
[

Teorema 3.3. Um conjunto F' C R € fechado se, e somente se seu complementar A =
R — F € aberto.

Demonstracao. (=) Seja F fechado e a € A, isto é a ¢ F. Como a nao ¢é ponto aderente
de F (pois a ¢ F e F é fechado), temos pelo teorema que existe alguma vizinhanga
V' 3 a e ndo contém ponto F, isto ¢ V(a) C A.

(«<=) Se o conjunto A é aberto e a é aderente a FF =R — A (ou seja a € F'). Entao
toda toda vizinhanga de a contém pontos de F' (pelo teorema . Logo a nao ¢é ponto
interior de A, pois toda V(a) ¢ A. Se A é aberto por hipétese entdo a ¢ A (pois a nao é
ponto interior de A), o que implica a € F. O

Para finalizarmos as nossas ideias a respeito de conjunto fechado, veremos mais um

teorema que trabalha dlgebra entre fechados.

Teorema 3.4. a) Se I e F, sao fechados entio Fy U Fy € fechado.
b) Se (F\)er € uma familia qualquer de conjunto fechados entdo a intersecio F =

() F\ € um conjunto fechado.
AEL

Demonstragao:

a) Os conjuntos A; = R — F} e Ay = R — F sdo abertos pelo Teorema ja que
Fi e Fy sao fechados. Logo pelo TeoremaA1 NAy; = R—(F1UF,) é aberto. Novamente
pelo teorema |3.3| F} U Fy é fechado.

b) Para cada A € L, Ay = R — F), é aberto pelo Teorema . Segue-se que A = (J A,

AEL
é aberto pelo teorema [3.1] Mas A = R — F como A é o complementar de F, logo F ¢é

fechado.

3.3 Ponto de Acumulacao

Definicao 3.6. Diz-se que a € R é ponto de acumulagao do conjunto X C R quando

toda vizinhanca V' de a contém algum ponto de X diferente do préprio a.
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3. Nocoes Topoldgicas em R

De outra forma podemos dizer que: para todo ¢ > 0 tem-se (a—e, a+e)N(X—{a}) # 2.
Para indicarmos o conjunto dos pontos de acumulacao de X, usamos a notacao X'.

Quando a € X nao é ponto de acumulacao de X, dizemos que a é ponto isolado de
X. Isto significa que existe € > 0 talque (a —¢,a+¢) N (X — {a}) =@

Analisaremos agora dois Teoremas muito importantes a respeito de pontos de acu-

mulacao, que o caracterizam com ideia de limite e infinidade de pontos.

Teorema 3.5. Dados X C R e a € R, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1) a é um ponto de acumulagao de X ;
2) a € o limite de uma sequéncia de pontos x, € X — {a};

3) Todo intervalo aberto de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Demonstra¢ao. 1)== 2): Dado X CR ea € R.

Supondo que a é ponto de acumulacao de X temos que toda vizinhanca de a contém
pontos X.

Tomando a vizinhanca (a — %, a+ %) = V,, Vn € N sempre encontraremos pontos de

X nessa vizinhanga. Pois em particular:
z1 € Vi \ {a}

z9 € Vo \ {a}

x, € Vi \ {a}

e portanto (z,,) C (a — =, a + =), logo

1 1
a——<z,<a+— <
n n

1 1
— <, —a < — =
n n

0<|z,—al < %
pelo Teorema do confronto temos x, — a.
Portanto a é limite de uma sequéncia x,, € X \ {a}.
2)=-3): Supondo que a seja limite de uma sequéncia z, € X \ {a}, entdo para

qualquer ng € N, o conjunto {z,;n > ng} é infinito, porque do contrério existiria um
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3. Nocoes Topoldgicas em R

termo x,; que se repetiria infinitas vezes, isto é:
n=1=z1

n=2= T

n=n= Tn

Dai, obtém-se uma sequéncia constante com lim x,; # a, pois lima,, = C' se a,, € sequéncia
constante.

Portanto dado € > 0, existe ng e N: n>nge |z, —a| <e
—e<a,—a<e

a—ec<zx,<a+e

Assim, todo intervalo aberto de centro a contém infinitos pontos de X.
3)=-1): Seja o intervalo aberto de centro a e raio € que contém infinitos pontos de X,
(a —e,a+¢). Pela defini¢ao a é ponto de acumulagao de X, ji que toda a sua vizinhanca

contém pontos de X diferentes de a. ]

Teorema 3.6. Todo conjunto infinito limitado de numeros reais admite pelo menos um

ponto de acumulacao.

Demonstrag¢ao. Seja A um conjunto de ntimeros reais infinito e limitado.

Considere uma fungao
a: N — A

n — a(n) = a,,
com a, # a,,, isto é, a é injetiva.

Assim desde que A é limitado, segue-se que a sequéncia (a,) C A é limitada. Pelo
teorema de Bolzano-Weierstrass existe uma (a,;) C (a,) tal que a,; — L. Mos-
traremos que L é ponto de acumulacao de A. Assim V ¢ > 0, existe jo € N tal que,
la,; — L| < e,Yj > jo, isto é, a,; € (L —¢e,L+¢), Vj > jo. Da injetividade da fungao
a existe a,; # L com a,; € (L — ¢, L + ¢) mostrando que L é ponto de acumulagao de
A. m

3.4 Conjuntos Compactos

Definicao 3.7. Um conjunto X C R chama-se compacto quando ¢é limitado e fechado.
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Veja as seguintes afirmagoes:

1) Todo conjunto finito é compacto.

Demonstragao. Seja X finito, com n elementos, por exemplo; e a ¢ X tal que a é ponto
aderente a X. Dado e; > 0, entao paran = 1 temos: z; € (a—¢e1,a+e1)NX # @. Dado
€9 < €1 temos:

To € (a—e9,a+6e9) N X # .

Fazendo esse processo n vezes: tomando ¢, > 0, com &, < g,_1 < -+ < &9 < €1,
temos

Ty € (a—ep,a+e,)NX #O.

Se tomarmos agora €,41 com €,41 < &, para (@ — €,41,a + £,41), Veja que Nao existe
ponto de X no intervalo, pois X é finito com sé n elementos. Logo todos os pontos de X

sao pontos aderentes a X. ]

2) Um intervalo do tipo [a,b] é um conjunto compacto.
3) Z nao é compacto pois é ilimitado.
Nao temos como trabalhar conjuntos compactos sem falarmos de alguns teoremas

importantes dentro deste assunto. Por isso vejamos:

Teorema 3.7. Um conjunto X C R € compacto se, e somente se, toda sequéncia de

pontos em X possuit uma subsequéncia que converge para um ponto de X.

Demonstra¢ao. (=) Suponha X C R compacto e (x,) C X uma sequéncia. Como X é
limitado (z,) C X é limitada, logo pelo teorema de Bolzano-Weierstrass existe uma
Tnj € (X) que converge para a.

Entao X sendo compacto temos X = X e sendo assim, ¢ = lim Tn; tal que a € X.

(<=) Seja X C R um conjunto tal que V(z,) C X possui uma subsequéncia que
converge para um ponto de X.

Devemos mostrar que X é compacto. Para isso, se supormos X nao compacto, entao.

1°) X nao é limitado.

Seja X C R um conjunto tal que V(z,) C X possul uma subsequéncia (z,;) que
converge para a de forma que a € X.

Se X é nao limitado, entdao para cada n € N podemos encontrar uma sequéncia (x,,)
de forma que |z, | > n.

Assim se (2,)neny C X ilimitada entdo (x,) é divergente e consequentemente toda
subsequéncia x,, ¢ divergente, pois |z, > n;.

2°) X nao fechado.

Se X é nao fechado, existe a ¢ X com a = limz, , onde cada z,, € X.
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A sequéncia (z,,) entao nao possuiria subsequéncia alguma convergindo para um ponto
de X, pois o teorema do capitulo 2 de sequéncia diz que: toda subsequéncia de (z,)
converge para a. Mas isso contradiz a hipdtese de que toda subsequéncia converge para
um ponto de X, pois a ¢ X.

Portanto concluimos que X é fechado. Sendo X limitado por 1°) e fechado por 2°),

podemos concluir que X é compacto. O

Teorema 3.8. Dado uma sequéncia decrescente X1 D Xo D --- D X, D ... de conjuntos

compactos nao-vazios, existe (pelo menos) um nimero real que pertence a todos os X,.

Demonstragao. Definamos uma sequéncia (z,) escolhendo, para cada n € N, um ponto
Ty, € X,, ou seja,

T € X

.I'QEXQ

T, € X,

Veja que x,, estd no compacto X , pois X; D ... X,. Logo x,, possui uma subsequéncia
(Tnys Tngy -+« -3 Ty - - - ) convergindo para um ponto a € Xy, ja que X; é compacto.
Dado qualquer n € N | temos z,, € X, sempre que n; > n. Como X,, é compacto,

segue-se que a € X,,. L]
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Capitulo 4
Conjunto de Cantor

Neste capitulo sera feito uma aplicacao de tudo o que foi estudado ao longo deste
trabalho. Esta aplicacao sera realizada em cima do conjunto de Cantor.

O conjunto de Cantor K é um subconjunto fechado do intervalo [0, 1], obtido como
complementar de uma reuniao de intervalos abertos, do seguinte modo.

Por LIMA (2016), "retira-se do intervalo [0,1] seu ter¢o médio aberto (3,2). Depois
retira-se o ter¢o médio aberto de cada um dos intervalos restantes [0, 3] e [2,1]. Sobra
entao [0,5] U[2, 3] U[2,§JU[3,1]. Em seguida, retira-se o terco médio aberto de cada
um desses quartro intervalos. Repete-se o processo indefinidamente. O conjunto K dos

pontos nao retirados é o conjunto de Cantor”.

0 1/3 2/3 1
P — — —
0 1/9 2/9  1/3 2/3  7/9 89 1
— — — e B |

Figura 4.1: Construcao do conjunto de Cantor

O conjunto K definido acima, apresenta algumas propriedades que serao agora exibi-
das e provadas, com o proposito de aplicar os conhecimentos adquiridos ao longo dessa
pesquisa.

1) O conjunto de Cantor é compacto.

Demonstracao. Se indicarmos com Iy, I, ..., I,,... os intervalos abertos omitidos, vere-

o0
mos que F = R\ |J I, é um conjunto fechado, pois seu complementar é aberto. E
n=1

K =1[0,1]NF é fechado pelo item (b) do Teorema E também limitado pois [0,1] D K.
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4. Conjunto de Cantor

Portanto K é limitado e fechado entao K é compacto. O
2) O conjunto de Cantor nao tem intervalos.

Demonstracdo. Para mostrar que K tem interior vazio, observamos que depois da n-ésima

etapa de sua construgao restam apenas intervalos de comprimento 30 ou seja,

1 1
—VneN |J|=—,
g EN || =

de fato, vejamos por inducao
n=1, - =|J|.
S =1 1
Supondo que n = k; |Ji| = m ¢ verdade, vamos provar que se n = k + 1 entao
1
| Jhga| = TR

. 11 1
VeJa |Jk+1‘ = ’JkJ1’ = 3_k§ = et
Portanto, dado qualquer intervalo J C K C [0, 1] tal que |J| = ¢ > 0 . Em qualquer
etapa da construgao do conjunto de K, |J,| = I < ¢, pois por exemplo, numa n-ésima

etapa temos:

1 1
lim3—n:O<:>V€:c>0,existenoeNtal quen>n0:>3—n <ec.
1
Se J C K, com |J| = ¢, obtemos |J,| = o <= I C J.
Na n + 1 etapa, teremos pontos x, € J, e que nao estarao em K, por isso J ¢ K,

pois x,, € J, = x, € J, mas z,, ¢ K. Logo nao pode existir intervalo J C K. O
3) O conjunto de Cantor tem interior vazio

Demonstragao. Visto que K nao contém intervalos pelo item (2), entdo podemos afirmar
que K tem interior vazio, uma vez que nao existem pontos a € K tal que, dado € > 0, o

intervalo (a — ¢,a + ¢€) esteja contido em K. Ou seja, k ndo possui pontos interiores. [
4) O conjunto de Cantor nao contém pontos isolados.

Demonstracao. Os pontos extremos dos intervalos omitidos nas diversas etapas da cons-

trucao do conjunto de Cantor, tais como: %, %,é, g, g etc, pertencem a K, pois em
cada etapa sao retirados apenas os pontos interiores aos intervalos que restaram na etapa
anterior. Eles constituem um conjunto E sem pontos isolados.

Com efeito, seja ¢ € k extremidade de alguma intervalo, digamos (c,b), omitido de
[0, 1] para formar K. Quando (c,b) foi retirado, restou um certo intervalo [a, c].

Na etapa seguinte da construcao de K, restarao sempre tercos finais de intervalo do

tipo [ay, ], com a, € E. O comprimento ¢ — a, tende a zero, logo a, — ¢ (ou seja,
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4. Conjunto de Cantor

c=limz, = Ve >0 3ng € N;n>ny—= |z,—c| < € equeportanto c—¢ < x, < c+¢),
logo ¢ nao é ponto isolado de E, pois ¢ nao é o tinico ponto de (¢ — ¢, ¢+ ¢) NE. Portanto
as extremidades nao sao pontos isolados.

A partir de agora suponhamos que ¢ € K e que ¢ nao seja extremo de intervalos
retirados de [0, 1] durante a construgao de K ( Veja que até agora nao sabemos se de fato
tais pontos existem)

Provaremos que ¢ nao ¢ ponto isolado de K.

Com efeito, para cada n € N, pelo teorema de intervalos encaixados ¢ pertence ao
interior de um intervalo [z, y,] que restou depois da n-ésima etapa da construgao de K.

Temos que x,, < ¢ <y, de forma que z,,y, € K e y, — x, = 3n = Yy = BL" + x,,
VneN.

Calculando o limite
1
limy, = lim <3—n + xn) )
Veja que, limy, = limx,,. Pelo teorema do confronto, temos que:

¢ =limy, = limz,.

Portanto, ¢ é ponto de acumulacao de K. Ou seja, ¢ nao é ponto isolado. [
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Consideracoes Finais

Durante o planejamento deste trabalho foi-se pensado em utilizar o conjunto de Cantor
como uma aplicacao dos estudos de Nogoes Topoldgicas, com o objetivo de compreender as
caracteristicas deste fantdstico conjunto. Na pesquisa bibliografica feita através de autores
importantes para o estudo da analise real pode-se concluir com sucesso o entendimento e
a importancia em adquirir o conhecimento de nocoes topoldgicas e as ideias que com ela

se relacionam.
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Apeéendice A
Algebra dos conjuntos

Proposicao A.1. Se X e Y sao subconjuntos de R valem as seguintes propriedades:

i) (XUuY)=XNnY"®
(i) (XNY)° =X“uYy®

Prova de i) Sejaz € (X UY)? =2 ¢ (XUY)
sr¢Xeax¢gV

=reXexecY®

=z € (X9NYCY)

Portanto (X UY) Cc X¢NY®

Agora veja que, se tomarmos ¥ € (X NYY) = 2 ¢ (XNYY)©
=z ¢ (X)Tu(Y9)e

=uz¢ (XUY)

=z (XUY)©

Portanto (X¢ NY?Y) C (X NY)“
E dai provamos i)

ii) ¢ analogo!
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