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RESUMO

Neste trabalho faz-se um estudo acerca da Geometria Euclidiana e Nao Euclidiana, sendo
desta tultima a esférica e a hiperbdlica, com a finalidade de apresentar seus conceitos
basicos através de algumas definicoes e teoremas; além disso, é mostrado algumas di-
ferengas entre as geometrias apresentadas. Ao final é apresentado uma aplicagdo em
Navegacao, que ressalta a possibilidade de contextualizar tais contetdos, possibilitando

assim, maior abstragao dos mesmos.

Palavras-chave: Geometria, Geometrias nao euclidianas, Geometria esférica, Geometria

hiperbdlica, Navegacao.



ABSTRACT

In this work we study the Euclidean and non-Euclidean geometry, the last one being
spherical and hyperbolic, in order to present its basic concepts through some definitions
and theorems; besides that, some differences between the presented geometries are shown.
At the end an application is presented in Navigation, which emphasizes the possibility of

contextualizing such contents, thus enabling, greater abstraction of them.

Keywords: Geometry, Non-Euclidean geometries, Spherical geometry, Hyperbolic geo-

metry, Navigation.
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INTRODUCAO

A Geometria é a area da Matematica com a qual temos contato, desde nossos primeiros
anos na escola diariamente [5] [7, 27], entretanto, o seu estudo nao recebe a devida atengao
em toda educacao basica. Em virtude disso, na graduagao é comum a constatacao de que a
aprendizagem foi deficiente, e mesmo quando o ensino é adequado, o conteido restringe-se
as geometrias analitica e euclidiana.

A teoria a respeito de geometria ja encontra-se em grande parte formalizada, obvia-
mente que algo novo pode surgir, devido aos estudos desenvolvidos no mundo todo. Um
exemplo seria o estudo a cerca da Geometria Fractal, que é a mais recente das geometrias
estudadas. Ainda assim, certamente os objetos que a esta caracterizam sempre estiveram
presentes no mundo fisico, apenas o estudo formal nao existia. Pode-se dizer que como as
pessoas resolviam suas necessidades de localizagao, direcao, orientacao, etc, pelo menos
em um primeiro sentido, que forneceram com o passar dos tempos, a estética geométrica
que hoje temos por adequada. Isso demonstra o quanto esse campo ¢é antigo, reportando-
se a civilizagoes como as da época pré-historica, egipcia, mesopotamica, grega, babilonica,
etc.

Cada uma destas civilizacoes contém registros surpreendentes de conhecimentos ma-
tematicos, especialmente, geométricos, os quais estiveram presentes no decorrer de seu
desenvolvimento enquanto sociedade.

Ao pensarmos em como o homem fazia para localizar-se espacialmente, quando nao
havia nem o mais primitivo objeto que auxiliasse quanto a tal necessidade, entendemos que
ao reunir um conjunto de elementos naturais, era capaz de se guiar por eles. Percebemos
a importancia do conhecimento de principios geométricos.

Um outro exemplo bastante préatico sao as piramides do Egito, pois utilizava-se pro-
cedimentos especificos na sua construcgao.

Ao acompanhar essas e tantas outras civilizagoes deparamo-nos com o fato de que, seus
problemas e suas necessidades, sempre as conduziam a um conhecimento matematico e,
por tantas vezes, geométrico.

O primeiro entendimento que deve-se desenvolver quando trabalha-se com Geometria

é génese ou etimologia. A palavra resulta dos termos gregos “geo”= terra e “métron” =



medir. Segundo a BNCC: “A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de con-
ceitos e procedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes
dreas do conhecimento” (BNCC, pg 271).

Portanto, pensar geometria ou geometricamente, é refletir sobre o espaco fisico em
que, inevitavelmente, seremos reportados a relacionar com algo que nos é visivel.

Baseado nesse entendimento por meio dessa pesquisa, considerando a necessidade de
usar a geometria mais adequada, construimos um estudo sistematizado, a fim de que
possamos analisar geometricamente o espaco fisico. Faz-se entao importante, fazer um
estudo mais detalhado sobre qual geometria melhor se adequa ao mundo em que vivemos.

Desta forma, nesta pesquisa serao apresentados resultados que ajudem a esclarecer o
questionamento e ao mesmo tempo possam servir como metodologia didatica, através da
analise sobre os elementos de diversas geometrias encontrados no mundo em que estamos
inseridos produzindo uma visao ampliada e esclarecida a cerca dos mais variados ambientes
fisicos.

As primeiras nogoes da Geometria sao os elementos que apesar de nao possuirem
definigao, sao a sua base [B]: ponto, reta e plano. Isso é interessante, principalmente
quando entendemos que estes sempre existiram, independentemente de formalizacoes. A
partir dessas nocoes qualquer estudo em geometria, por mais complexo que possa ser
torna-se possivel, haja vista, que nao deixam de existir ainda que o ambiente geométrico
seja alterado, apenas pode ocorrer adaptagoes dos mesmos.

Considera-se o Ponto como o elemento que é a base de toda Geometria, no sentido
em que a partir de conjuntos deles sao formadas as figuras geométricas. A Reta é um
outro objeto singular em geometria, que pode ser visto como conjuntos de pontos que nao
fazem curvas.

O Plano é o objeto geométrico formado pelo enfileiramento de retas, sendo por-
tanto, um conjunto infinito e ilimitado destas dentro dos quais sao definidas as figuras
geométricas.

Para cumprir com o objetivo proposto nesta pesquisa, apresenta-se em seguida a es-
trutura do trabalho:

No Capitulo 1, trataremos da Geometria Plana. A importancia de aborda-la reside no
fato que é s6 a partir de seu sistema axiomatico que desenvolver-se-ao as demais. Nesse
sentido, é essencial conhecer os objetos, elementos dessa geometria, para posteriormente,
estudar aqueles que sao incomuns a mesma.

No Capitulo 2, serao abordadas as Geometrias nao euclidianas, além de também ser
feito um estudo histérico sobre os matemdticos que as desenvolveram a partir da eucli-
diana. Estes matematicos foram extraordinarios em sua época, criando outros universos

geométricos com particularidades jamais vistas antes.



No Capitulo 3, passaremos a abordar diretamente Aplicacoes da Geometria Esférica,
com énfase em uma superficie esférica, de modo que seremos conduzidos a entender a
superficie terrestre a partir da mesma. Interessante sera notar como essa geometria en-
volve com tanta propriedade e grandeza, o espaco do qual fazemos parte. Teoremas que
caracterizam a mesma, serao aqui apresentados, bem como uma aplicagao da mesma.

Do mesmo modo, serd apresentada aplicagao para a Geometria Hiperbdlica.

Por fim, no Capitulo 4 as Consideragoes Finais do trabalho sao apresentadas indicando
ainda possiveis desdobramentos desta pesquisa.

Um comentario a cerca das Referéncias é valido: algumas, a pesar de nao citadas no
texto, foram consultadas, reforcando ou esclarecendo situacoes, dai o mérito de constarem

no trabalho.



Capitulo 1

GEOMETRIA PLANA

E valido iniciar o estudo a cerca de geometria plana reportando-se a Euclides de
Alexandria, um dos mais proeminentes matematicos da Antiguidade. E conhecido pelo
seu tratado matemético, Os Elementos [15], que é a obra matemdtica mais duradoura de
todos os tempos (depois da Biblia), utilizada até os dias de hoje. Essa obra prima é a
compilacao de todo o conhecimento matematico de até entao e se tornou parte do ensino
da matematica por 2000 anos.

A obra esta dividida em 13 livros. Os seis primeiros tratam da Geometria plana
elementar; os trés seguintes sao sobre Teoria dos Numeros; o livro X sobre os Irracionais
e os tres tultimos tratam da Geometria espacial. FEssa obra é um exemplo de clareza na
maneira pela qual os teoremas sao enunciados e provados. O alto rigor empregado e o
método axiomatico desenvolvido tornaram-se um foco indispensavel para os inventores do
Calculo, muitos séculos mais tarde.

Os Elementos é ainda considerado, por muitos matematicos, como o melhor livro
texto jamais produzido. E nesse sentido que a Geometria de Euclides se distingue por
apresentar um espaco que nao se modifica em momento algum, revela estrita simetria —
se uma relagao for verdadeira para a e b tomados nesta ordem, também o serd para b e a
tomados nesta ordem — e configuracao geométrica.

No livro I dos Elementos de Euclides, inicia-se o estudo da geometria plana, hoje co-
nhecida como Geometria Euclidiana Plana. Inicialmente ele define os objetos geométricos
cujas propriedades deseja-se estudar. Para esse entendimento, destacaremos alguns con-

ceitos importantes.

Definicao 1.1. Geometria Fuclidiana é aquela que dedica-se ao estudo do plano ou do

espaco baseado nos Postulados de Fuclides.

Esta possui coesao légica e concisao de forma caracterizada por axiomas e postulados,
com isso a Matemadtica torna-se um instrumento de compreensao da realidade fisica, o

que ¢ essencial quando desejamos obter abstragoes nesse sentido.



1. GEOMETRIA PLANA

A fundamentagao dessa geometria, incluindo seus postulados bésicos, podem ser agru-
pados em trés niveis: Conceitos Primitivos, Proposicoes Basicas e Proposi¢oes Decorren-

tes. Exemplifiquemos cada nivel.

e Conceitos Primitivos: forma, dimensao, ponto, linha e superficie, espaco;

e Proposicoes Basicas: Ha no espaco um nimero infinito de pontos, retas e planos;
Um ponto pertence a um nimero infinito de retas e a um nimero infinito de planos;
Dois pontos sao suficientes para determinar uma reta; Trés pontos nao colineares

sao suficientes para determinar um plano;

e Proposicoes Decorrentes das duas tltimas proposi¢oes basicas apresentadas,
pode-se deduzir que uma reta e um ponto que nao lhe pertence determinam um

plano.

As proposicoes acima enunciadas, bem como as proposicoes decorrentes, sao verda-
deiras - ou aceitas como tal - mesmo que os elementos envolvidos sejam improprios como

elementos geométricos situados no infinito.

1.1 O Plano Euclidiano

Para facilitar a compreensao da estrutura axiomatica da geometria euclidiana, torna-se
extremamente necessario conhecer o ambiente onde a mesma ocorre e aonde seus elementos
e figuras se desenvolvem.

Podemos didaticamente, pensar no plano euclidiano como o ambiente geométrico que
nao apresente deformacoes, regices “limpas”, planas, que nao sofrem influéncia da curva-

tura.

Observacao 1.1. O plano da geometria analitica, é tido como o conjunto R? dos pares

ordenados de nimeros reais, tal que [30]
R* = {(z,y)lz,y € R}.
Nele, as linhas sao as retas
r=(r,y) €ER*:ax+by = c,

com a, b e ¢, numeros reais fixos, a # 0 ou b # 0. Sao, portanto, os lugares geométricos
traduzidos por uma equagao (igualdade) de primeiro grau, envolvendo as coordenadas de

seus pontos.



1. GEOMETRIA PLANA

As nocgoes basicas mais importantes que neste pode-se constatar sao: Distancia entre
pontos, angulos e orientacao. Além disso, podemos enunciar algumas das importantes

propriedades cuja base é exatamente o plano em questao.

Propriedade 1.1. Seja o Plano Euclidiano E. Sejam A, B e C' pontos de E. Entao,
d(A,B) +d(B,C) =d(A,C)

se, e somente se, A, B e C sao colineares e B estd entre A e C.

Da andlise desta propriedade dada por uma proposi¢ao bicondicional, constatamos
outro importante conceito a envolver, por vezes, alguns elementos geométricos, a saber,
o conceito de Colinearidade. Logo, sao pontos colineares aqueles que pertencem a uma

mesma reta.

Propriedade 1.2. Um ponto X € determinado quando se conhecem suas distancias a

trés pontos nao colineares quaisquer.

Além dessas propriedades, Euclides ao axiomatizar tal teoria matematica, apresentou
um conjunto notavel de cinco axiomas e cinco postulados a academia matematica de sua

época. Estes sao:

1. Fique postulado tracar uma reta a partir de qualquer ponto até outro ponto;
2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta;

3. E, com todo centro e distancia, descrever um circulo;

4. E serem iguais entre si todos os angulos retos;

5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os angulos interiores e do mesmo
lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente,

encontrarem-se no mesmo lado no qual estao os menores do que dois retos.

O 52 postulado ganhou notoriedade no estudo de toda a geometria visto que da finali-
dade e dedicacao dos matematicos da época em prova-lo a partir dos postulados anteriores

é que, surgiram as geometrias nao euclidianas.

1.2 Sistema Axiomatico de Hilbert

Em 1898-99, numa série de conferéncias na Universidade de Gottingen, o matematico

alemao David Hilbert (1862 - 1943) apresentou um sistema axiomatico completo com a



1. GEOMETRIA PLANA

finalidade de estruturar os axiomas propostos por Euclides em uma linguagem mais clara.
Desta forma, todos os resultados propostos na obra “Os Elementos” permaneceram validos
assumindo seus postulados.

O Sistema axiomatico de Hilbert estruturado em cinco grupos é um dos marcos na
Histéria da Matematica pois organiza os fundamentos da Geometria e Anélise [23]. Se-

guem os enunciados:

1.2.1 Axiomas de Incidéncia

Axioma 1.2.1.1. (de Existéncia) Seja uma reta v qualquer, existem pontos que per-

tencem e pontos que nao pertencem a ela.

Axioma 1.2.1.2. (de Determinacdo da Reta) Sejam P e @), pontos distintos, eziste

uma unica reta que os contém.

Axioma 1.2.1.3. (de Determinacao do Plano) estabelece: Trés pontos nao coline-

ares (ndo pertencentes a mesma reta) determinam um unico plano que os contém.

Axioma 1.2.1.4. (de Inclusao) estabelece: Se uma reta tem dois pontos distintos num

plano, entao a reta estda contida nesse mesmo plano.

Destes axiomas deduzimos alguns fatos simples, porém importantes tais como que
toda reta possui pelo menos dois pontos; Nao existe uma reta contendo todos os pontos;

e ainda que existem pelo menos trés pontos no plano.

1.2.2 Axiomas de Ordem

A nogao de “estd entre” é uma nogao primitiva. O grupo de axiomas que rege as leis

para esta nocao sao os axiomas de ordem.

Axioma 1.2.2.1. Dados trés pontos distintos de uma reta, um e apenas um deles localiza-

se entre 0s outros dois.

Axioma 1.2.2.2. Dados dois pontos distintos A e B sempre existem: um ponto C que

estd entre A e B e um ponto D tal que B estd entre A e D.

Axioma 1.2.2.3. Uma reta m determina exatamente dois semiplanos distintos cuja in-

tersecao € a reta m.
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1.2.3 Axiomas de Medicao de Segmentos

Axioma 1.2.3.1. A todo par de pontos do plano (z,y) corresponde um nimero real maior
ou igual a zero. Este nimero € zero se e somente se, 0s pontos sao coincidentes (hd uma

relagdo univoca entre eles).

Axioma 1.2.3.2. Os pontos de uma reta podem sempre ser colocados em correspondéncia
biunivoca com os numeros reais, de modo que a diferenca entre estes numeros meca a

distancia entre os pontos correspondentes.

Axioma 1.2.3.3. Se o ponto C' encontra-se entre A e B entao:

AC+ CB = AB.

1.2.4 Axiomas de Medicao de Angulos

Axioma 1.2.4.1. Todo angulo tem uma medida maior ou igual a zero. A medida de um
angulo é zero se, e somente se ele € constituido por duas semirretas coincidentes (possuem

um ponto em comum,).

Axioma 1.2.4.2. F possivel colocar em correspondéncia biunivoca os niumeros reais entre
0 e 180 e as semirretas de mesma origem que dividem um dado semiplano, de modo
que a diferenca entre estes numeros seja a medida do angulo formado pelas semirretas

correspondentes (possuem a mesma origem,).

Axioma 1.2.4.3. Se uma semirreta (ﬁ divide um dngulo AOB, entio

AOB = |AOC| + |COB].

1.2.5 Axioma das Paralelas

Enunciaremos agora um dos mais (sendo, o mais) importantes axiomas dessa geome-

tria. Importancia essa que explicaremos mais adiante.

Axioma 1.2.5.1. Por um ponto P fora de uma reta m pode-se tracar uma unica reta

paralela a reta m e que contém P.

O postulado das paralelas, na geometria euclidiana, é equivalente ao Axioma de
Playfair[35] de que, no espago bidimensional, para qualquer reta R e ponto P nao contido
em R, existe somente uma reta que passa por P e nao intercepta R, ou seja, uma linha

que ¢é paralela a R.



1. GEOMETRIA PLANA

O aprendizado amplo, o intelecto calmo e o pensamento claro, tao aparentes
em todos os seus escritos, também marcaram suas palestras. Ele era, de
acordo com um de seus muitos ilustres alunos, “um professor encantador, tao
simples, nao afetado e sincero, tao casto em estilo, tao claro em demonstragao”.
Consolidando o aprendizado das geragoes passadas e coligindo as descobertas e
teorias de seu préprio tempo, ele fez uma apresentacao abrangente e unificada
dos assuntos que professou e, assim, lancou as bases para futuras pesquisas

construtivas nos campos da matematica e da filosofia natural.
Jhon Playfair (1748-1819)

Enunciados os postulados e axiomas, destacaremos um dos mais importantes teoremas
da geometria euclidiana, que é um essencial ponto a diferencia-la das nao euclidianas, isso
porque seu comportamento muda de geometria para geometria, ja que conceitos como o

de curvatura, a surgir nas nao euclidianas, modifica todo o ambiente geométrico.

Teorema 1.1. Soma dos Angulos Internos de um Triangulo: Num triangulo, a soma dos

seus angulos internos é igual ao dngulo raso (180°).

Demonstracao 1.1. Considere um triangulo ABC' como na Figura 1.1. Prolongando-se

a semirreta BC, tem-se C entre B e X, de modo que o angulo ACX ¢é externo ao triangulo
ABC. Dai,
v =180° — C.

Pelo Teorema do angulo Externo
dai

A+B+C=~44+C=180°—C+C = 180°

Figura 1.1: Soma dos Angulos internos de um triangulo no plano

Fonte: Paralelismo - MA13 - Unidade 3, Resumo elaborado por Eduardo Wagner baseado no
texto: A. Caminha M. Neto. Geometria. Colegao PROFMAT.
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Para esta demonstragao podemos usar os conhecimentos a cerca de retas paralelas e
angulos correspondentes. Uma ideia menos formal da prova considera: prolongar um dos
lados do triangulo e, tragar uma reta paralela que passe pelo vértice oposto a este lado.
Dessa forma, serao formados angulos correspondentes no triangulo, que quando somarmos
nos darao o resultado desejado.

Um outro conceito de fundamental importancia para o estudo das geometrias (princi-

palmente as nao euclidianas), que se seguirdo é o que ja citamos:

Conceito intuitivo de Curvatura

Historicamente, a definigdo de curvatura [4], [10, 15] de uma superficie surgiu a partir
da definicao de curvatura de uma curva. Esta é simplesmente o inverso do raio da circun-
feréncia que melhor aproxima a curva num dado ponto. Consideremos uma curva C' no
plano tal qual o percurso de uma estrada em um terreno plano. Defini-se uma quantidade
chamada curvatura que mede o quanto C' se “dobra” ou deixa de ser uma reta. E evidente
que uma circunferéncia de raio R tem curvatura constante igual a }l% e uma reta tem
curvatura constante nula.

Como enunciado anteriormente, o conceito de curvatura surge quando sai-se do plano
e consideram-se regioes nao planas, superficies cujo comportamento geométrico admite
imperfeicoes, desdobramentos, “cavas”, “calombos”, didaticamente falando.

Com base nisso, apresentaremos o entendimento a cerca da curvatura de algumas

figuras geométricas que serao abordadas neste trabalho. Tais como:
e Plano, este possui curvatura nula, pois o ponto nao tem area.
e Eisfera, esta possui curvatura maior que zero.
e Pseudo-Esfera, esta possui curvatura menor que zero.

De uma forma geral, Kasner e Newman (1968, p. 147) denominam geometria de
curvatura zero, quanto a curvatura Euclidiana ou Parabdlica; de geometria de curvatura
maior que zero a Riemaniana, Esférica ou Eliptica e geometria de curvatura menor que
zero a de Lobachevsky ou Hiperbdlica.

Portanto, quando vistas a partir da curvatura, cada geometria ganha um especial
tratamento. Suas figuras tém que ser entendidas sem que desconsidere-se essa propriedade
e, mesmo aquelas com curvatura nula, precisam ter tal entendimento considerado.

As Figuras 1.2, 1.3 e 1.4 apresentam a representacao geométrica de cada situagao, com

figuras que traduzem o conceito acima.
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Figura 1.2: Curvatura Zero

Figura 1.3: Curvatura Positiva

Figura 1.4: Curvatura Negativa

12



Capitulo 2

GEOMETRIAS NAO
EUCLIDIANAS

Das geometrias estudadas, as nao euclidianas tém uma melhor representagao fora do
plano. Estas foram desenvolvidas por matematicos que, apesar de terem buscado, nao
conseguiram provar o axioma das paralelas de Euclides, a partir dos outros quatro axiomas
deste. Para desenvolver essas geometrias, de espago curvo, foi necessaria a colaboracao
de pesquisadores que marcaram a histéria da matematica. Tais como Gauss, Bolyali,
Lobachevski e Riemann.

Dessa forma, a geometria euclidiana é aquela que fica perfeitamente representada no
plano. A geometria esférica por sua vez, fica melhor representada numa superficie esférica

e a hiperbdlica, em diferenciados modelos, como mais a frente se mostrara.

Johann Carl Friedrich Gauss

Gauss foi o maior matematico de sua época. Desde o inicio dos anos de 1800, ele
comecou a se interessar pela questao da possivel existéncia de geometrias nao-Euclidianas.

Sabe-se, a partir dos seus livros de anotacoes, que Gauss desenvolveu partes de uma
nova geometria, ja nos anos de 1820. No entanto, sabia que a existéncia de uma ge-
ometria nao Euclidiana faria uma perturbacao imensa na matematica pois sabia que a
reacao de seus colegas a essa descoberta, e a qualquer um que a apoiasse publicamente,
seria extremamente dura. Desse modo, preferiu manter seus status social e nao divul-
gou os resultados de sua pesquisa. Deve ficar claro, entretanto, que Gauss nao se omitiu
cientificamente.

Ele manteve correspondéncia sobre o assunto com varios matematicos de sua época,
embora sem adaptar seu extenso trabalho para a forma de artigo cientifico.

Gauss também demonstrou grande interesse na chamada geometria diferencial. FEle

publicou varios artigos sobre esse assunto e em 1828 apresentou um dos seus mais im-
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2. GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS

portantes artigos onde estava contido o famoso “teorema egregium”além de importantes

ideias geométricas tais como a da curvatura gaussiana.

Janos Bolyai

Jéanos Bolyai foi uma crianca prodigio. Filho do matemético Farkas Bolyai, ele teve
toda a sua infancia voltada para o aprendizado da matematica.
Em 1832, apds cinco anos de estudos, Bolyai publicou os resultados de sua pesquisa

sobre geometrias nao-Euclidianas como um apéndice a um trabalho volumoso de seu pai.

Nicolai Ivanovich Lobachevski

Lobachevski era um dos trés filhos de uma familia russa muito pobre cujo principal
trabalho de Lobachevski foi “Geometriya”, terminado em 1823, mas somente no dia 23
de fevereiro de 1826 é que ele fez sua famosa apresentacao “Sobre os Fundamentos da Ge-
ometria” em uma sessao do Conselho Cientifico do Departamento de Fisica e Matematica
da Universidade de Kazan. Esse trabalho foi publicado em 1829.

O interesse de Lobachevski na geometria nao-Euclidiana fez com que ele fosse visto
na Russia como uma “pessoa excéntrica”’. FKle foi atacado em um artigo humilhante
publicado no periédico “O Filho da Patria” ao mesmo tempo em que membros distintos
da comunidade de matematicos russos faziam zombarias e publicavam rudes comentarios
sobre ele.

Todos os estudantes de Lobatchevski o abandonaram e no seu funeral, quando era
comum serem realizados discursos enaltecendo a obra do defunto, nada foi dito sobre o

assunto que foi a principal investigacao de sua vida: a geometria nao Euclidiana.

Georg Friedrich Bernhard Riemann

O passo seguinte no desenvolvimento da geometria nao-FEuclidiana foi feito pelo ma-
tematico alemao Georg Friedrich Bernhard Riemann.

Riemann deu uma importante palestra sobre Fundamentos de Geometria, que mais
tarde foi publicada com o titulo de “Sobre as Hipdteses subjacentes aos fundamentos da
Geometria”, com grande sucesso.

Aparentemente ele nao sabia nada sobre os trabalhos de Lobachevsky e Bolyai e tinha
somente uma vaga ideia do interesse de Gauss pelo assunto. O sucesso de Riemann se deve
ao fato dele ter incorporado em seu estudo duas ideias extremamente férteis: o aparato

matematico de Gauss para descrever a geometria de superficies curvas bi-dimensionais
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2. GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS

e seu proprio novo conceito de variedade multidimensional ou seja, objetos geométricos
com multiplas dimensoes.

Do seu trabalho surgem conceitos como uma superficie € uma variedade bidimensional,
um espago ¢ uma variedade tridimensional, etc. Uma vez que essa ¢é a tinica diferenca entre
elas, todas as ideias e métodos usados para descrever superficies bidimensionais podem
ser agora diretamente aplicados a espagos curvos tridimensionais. Entre as nogoes usadas,
a mais importante é aquela de métrica, ou seja, a forma quadratica para as diferencas
entre coordenadas que descreve o comprimento do intervalo entre dois pontos vizinhos em
uma variedade curva.

Esta bem sucedida integracao de ideias permitiu que Riemann avancgasse ao construir
tanto casos particulares de espacos nao euclidianos como uma teoria de espacos arbitra-
riamente curvos. Em primeiro lugar, descobriu uma geometria esférica que era oposta a
geometria hiperbolica de Lobachevski. Deste modo ele foi o primeiro a indicar a possibi-
lidade de existir um espaco geométrico finito.

A ideia logo se firmou e trouxe a questao de se o nosso espago fisico era finito. Além
disso, Riemann teve a coragem de construir geometrias muito mais gerais do que a de
Euclides e mesmo as aproximadamente nao euclidianas conhecidas.

A geometria Riemanniana é uma geometria nao euclidiana de espagos de curvatura
constante positiva. A propriedade essencial desse espago tridimensional é que seu volume
é finito de modo que se um ponto se move sobre ela na mesma diregao ele pode certamente
retornar ao ponto de partida.

Como vemos em uma das figuras abaixo, em vez das linhas retas da geometria eucli-
diana, na geometria esférica riemanniana temos Geodésicas, ou seja, os arcos dos grandes
circulos que podem ser tracados sobre a esfera e, que podem se localizar no plano, na es-
fera, na pseudo-esfera e em outras superficies que possam existir, e que sao determinadas
pela curvatura. Tudo depende da dimensao em questao.

Nas figuras 2.1, 2.2(a), e 2.2(b) s@o representadas retas tanto no plano quanto em
superficies esféricas, a fim de facilitar a visualizagao de seu formato geométrico e a capa-
cidade de diferencié-las e de fazer a leitura correta das mesmas, ja que tal formato produz
ou facilita a reconhecermos o ambiente geométrico tratado.

Desta forma, comecam entao a tornar-se mais evidentes as diferencgas entre tais geo-

metrias.
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Figura 2.1: Retas no plano

Be B
Ao A

Fonte: https://www.alfaconnection.pro.br/matematica/geometria/geometria-da-
posicao/relacoes-de-posicao-de-pontos-retas-e-planos/

Figura 2.2: Retas na esfera

(a) (b)
Fonte: http://astro.if.ufrgs.br/trigesf/trigesf.htm - Trigonometria Esférica

2.1 Geometria Esférica

Ao serem apresentadas geometrias que diferem da geometria euclidiana e que surgiram
a partir da tentativa de demonstrar o Postulado das Paralelas, caracteristico desta, o
“mundo” cientifico matematico transformou-se.

Enquanto a Geometria Euclidiana inclui alguns dos mais antigos conhecimentos ma-
tematicos, as geometrias nao euclidianas s6 foram largamente aceitas como legitimas no

século XIX [9]. De acordo com Kaleff e Nascimento:

Para uma geometria ser chamada de nao euclidiana é preciso que em seu
conjunto de axiomas, pelo menos um dos axiomas da Geometria Euclidiana

nao seja verdadeiro.

Riemann, enfatizou que se fossem considerados alguns ajustes nos demais postulados
euclidianos, outra geometria se desenvolveria, a Geometria Esférica [12, [I5, [33].

Usada para estudar a geometria das areas esféricas, esta foi elaborada para que fossem
possiveis estudos mais precisos em situagoes que a euclidiana nao pode fornecer os resul-
tados desejados, exatamente por causa do espago em questao, que nao é mais o plano. A
proposito, passaremos a considerar a partir deste momento, o proprio globo terrestre como
ambiente onde adquirimos muitas comparacoes e resultados quanto a esta geometria. Em

uma superficie do tipo esférica:
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O plano é uma superficie esférica, e a reta uma geodésica, ou circunferéncia do circulo
maximo; duas retas distintas perpendiculares a uma terceira, se interceptam; uma reta nao
¢ dividida em duas por um ponto; a area de um triangulo é proporcional ao excesso da soma
dos seus angulos; dois triangulos com angulos correspondentes iguais sao congruentes.

Além destas, outras propriedades peculiares sao:

1. Dois pontos nao determinam necessariamente uma unica reta. Por exemplo, se
considerarmos a superficie do globo terrestre como sendo esférica, o pdlo norte e
o podlo sul estao sobre uma quantidade infinita de circulos maximos. O mesmo
acontece para os pontos do final de quaisquer diametros da esfera S. Tais pontos
sao chamados antipodas. (Mais precisamente, dois pontos A e B de S sao antipodas

se o segmento AB passa pelo centro de 5).

2. Desde que o raio de S é igual a 1, a maior distancia possivel entre quaisquer dois

pontos é m. Assim, nao se pode considerar o postulado da régua:

Postulado 2.1. Para cada linha 1, existe (pelo menos) uma funcao f : 1 — R
bijetora, chamada de régua de | (ou seja, f € uma regra que associa a cada ponto P

de | um tnico nimero real f(P) e, dado um nimero real r € R, existe um tnico

ponto @ de l associado ar, f(Q) =r1).

3. A intermediagao (ordem) nao funciona na forma em que estamos acostumados. De
fato, dados trés pontos de uma reta, nao é necessariamente verdade que um deles

estd entre os outros dois. Podemos ter AB = BC = AC.

4. A perpendicular & uma reta, de um ponto externo, sempre existe, mas nao é neces-
sariamente tnica. Por exemplo, qualquer reta que une o Poélo Norte a um ponto do

equador é perpendicular ao equador.
5. Alguns triangulos tem dois angulos retos.

6. O teorema do angulo externo falha, resultado a ser usado posteriormente, no Teo-

rema A.3.

Faz-se mengao de alguns conceitos préprios da geometria esférica e fundamentais para
adquirirmos melhores entendimentos a cerca da mesma.
Apesar de ja termos introduzido algum entendimento a cerca de Geodésicas, o for-

malizaremos como segue:

Definicao 2.1. Geodésicas sao curvas da superficie, fornecem a menor distancia entre

dois pontos.
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2. GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS

Assim, em um plano, se nao forem paralelas, um par de geodésicas se encontram em
um ponto. Em uma esfera, este mesmo par sempre se encontram em dois pontos. Na

Figura 2.3, tem-se a sua representacao em uma superficie esférica.

Figura 2.3: Geodésicas no espaco
T4 R

'z

Fonte: Topografia - Engenharia Civil - Geodesia e Cartografia. Luis Machado

Outro importante resultado é o que refere-se a soma dos angulos internos de um
triangulo (Teorema 2.1) [9]. E neste sentido, as consideragoes mais relevantes que po-
demos fazer, referem-se a estarmos tratando com triangulos esféricos, logo, triangulos
sobre superficies com curvatura positiva, que portanto, excederao sua soma quanto aos
angulos internos. Obtemos assim uma percepcao totalmente diferenciada quando compa-
ramos essa figura estando no plano e, agora, estando em uma superficie esférica. E entdo

notavel essa diferenca de geometrias.

Teorema 2.1. A soma das medidas dos angulos de qualquer triangulo é maior do que
180°.

Demonstracgao 2.1. Suponha ABC triangulo qualquer. Ao dividir ABC em dois triangulos
retangulos, a soma dos angulos destes triangulos € maior que 360° e, assim, temos que a

soma dos angulos de ABC é maior que 180°. E assim estd finalizada a demonstracao.

]
No entanto, o resultado que possibilita procedermos dessa forma, é o que afirma o

seguinte teorema desta geometria:

Teorema 2.2. A soma das medidas dos angulos de um triangulo retangulo é maior do
que 180°.

Observagao 2.1. Retangulos tais como conhecemos na geometria euclidiana nao existem
nessa geometria por consequéncia dos resultados a cerca do Quadrildtero de Saccheri a
ser apresentado na Geometria Hiperbolica, mais adiante. O que ocorre € que os angulos

do topo desse quadrildatero para a geometria esférica sao congruentes e obtusos.
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Demonstracao 2.2. Suponha ABC um triangulo retangulo como na figura 2.4. Tracam-se
as retas CD e BE, formando com o lado BC os angulos XeY congruentes, respectiva-
mente, aos angulos 1 e 2. De acordo com o caso de congruéncia ALA, o triangulo BCI
vem a ser congruente ao triangulo ABC, o que seria um absurdo, pois nao existe retangulo

nessa geometria. Consequentemente, A+ B+C > 180°.

Figura 2.4: Triangulo Retangulo

D |

[

O

No estudo de geometria esférica, sao possiveis muitas vertentes. Ao analisarmos a

propria superficie na qual vivemos, ou seja, o globo terrestre, como ja citado inicialmente,

podemos dar inicio a um questionamento que nos levaréd a alguns importantes resultados

dentro dessa geometria. Além disso, ao tomarmos como ambiente de andlise para essa

geometria, o proprio ambiente a nos envolver, torna-se bastante palpavel a abstracao para
esses conteidos, antes sé tedricos [9].

Surge neste ponto as questoes que orientaram a aplicacao deste trabalho.

Qual é a forma da Terra?

O universo em que vivemos é Euclidiano?

Sabemos que a Terra é redonda, mas nao é uma esfera perfeita, ou seja, o raio nao
¢ igual em todos os seus pontos, sendo achatada nos polos. Podemos entao, perceber
a relevancia em questionar sobre o formato da mesma, haja visto sermos conduzidos a
analisar a estrutura geométrica desse ambiente. Dessa busca, somos forcados a encontrar
um melhor modelo geométrico a referencia-la, se quisermos entender como estao dispostos
os elementos que nela encontramos. Conhecemos estes desde que estudamos geografia na
escola, mas nao adquirimos mais conhecimento além de saber dos conceitos ou apenas,
saber quais sao. Estuda-los em geometria esférica produz muito mais significado ao nosso

conhecimento tedrico e, os torna muito mais sélidos.
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Pois bem, quando busca-se um modelo a referenciar a terra, geralmente, considera-se o
FElipsoide, como sendo o mais exato para expressar tal forma. Este é um sélido geométrico
obtido pela rotagdo de uma elipse sobre um de seus eixos, nesse caso, a reta (geratriz)

que liga os polos Norte e Sul. Sua equagao classica é dada por:

ZL‘2 y2 22

sendo convencionado que os parametros a, b e ¢ sdo todos positivos( Figura [2.5)). Estes

parametros sao os semi-eixos das trés elipses obtidas no corte do elipsdide pelos planos

coordenados z =0, y = 0 e x = 0, respectivamente, dadas pelas equagoes:

~ 2 2
Intersecao com o plano XVY: &5 + % =1

. ~ 2 2
interse¢ao com o plano X7: &5 + 5% =1

. ~ 2 2
intersecao com o plano Y Z: % + % =1

De fato, pode-se perceber a semelhanca entre o formato dessa quadrica, com o formato
da superficie terrestre. Logo, se “olharmos”para esta por esse ponto de vista, trabalhamos

nela com as mesmas possibilidades daquele.

Figura 2.5: Elipséide

Fonte: http://geometrybasic.com/sites/pt/elipsoide.htm

Assim, conhecendo a estrutura terrestre e seus principais elementos, como eixos po-
lares, circulos polares articos e antarticos, meridianos, paralelos, linha do equador, me-
ridiano de greenwich, pode-se trabalhar nesta a localizagao precisa de qualquer que seja
o ponto. E somos assim, novamente reportados a analisar o comportamento ou relacao
de distancia entre estes, além de que agora, também buscamos determina-los sobre a
superficie terrestre. Sera possivel agora perceber o comportamento espacial destes ele-
mentos. E entender na pratica, o beneficio da sua determinacao.

Os astronomos e geografos utilizam para esta determinacao, o Sistema de Coordenadas

Geograficas, cuja unidade de medida é o Grau do qual derivam os minutos e segundos.
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Para a construcao desse sistema é essencial que haja a combinacao de duas coordenadas
geograficas bastante conhecidas: Latitude e Longitude, que permitem tanto a localizagao
absoluta como a distancia relativa entre duas localidades. Ainda pode-se considerar uma
terceira coordenada: a Altitude.

A Figura 2.6 apresenta a representacao do globo terrestre e de pontos neste. E evidente
que cada ponto nele representado possui suas coordenadas que por vezes, no entanto, nao

é tarefa facil obté-las. Mas ha formas matematicas de fazeé-lo.

Figura 2.6: Representacao de pontos no globo terrestre

_-1S0A-12P 900 607 300 M G WP MR 1SF
s AT e

Fonte: Conceitos bésicos sobre posicionamento por satélites artificiais

Perceba-se o formato do ambiente em questao e conclua-se a veracidade da possibili-
dade de se estudar geometria esférica no mesmo. E um ambiente extremamente propicio
a este fim e, enfatize-se o quanto a curvatura das regides que o compoem sao extrema-
mente relevantes. Isto quando verificamos as deformagoes terrestres, impossiveis de serem
descartadas.

A Figura 2.7 traduz o comportamento de pontos, coordenadas, elementos geométricos
e esféricos no globo terrestre. Nitidamente que analisar distancia de pontos nesse ambiente

¢ algo mais complexo, haja vista termos que considerar a estrutura deste ambiente. Dai

um pouco mais da relevancia da curvatura, neste caso, terrestre.

Figura 2.7: Coordenadas cartesianas geocéntricas
z

+ Coordenadas Cartesianas Geocéntricas

(XY 8 2) > WGS-84.

« Convertidas em Latitude (@) e Longitude (i) e
altitude (H).

= Latitude Hem.N = 0° a 90°
Hem. S = 0= a -90-

= Longitude Leste GW =>(°a 180°
Oeste GW 20 a-180

Ponto P

= Altitude < em metros (elipsoide)

= INPE/IAl 5 Lat =23 12' 35" S
G Long=45° 51’ 43"
Equatorial Alt = 624m

Fonte: Conceitos bésicos sobre posicionamento por satélites artificiais
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Da complexidade que pode haver na determinagao de um ponto sobre a superficie
terrestre, é que as Coordenadas Cartesianas (usuais ao plano) nao sdo as mais usuais
quando busca-se localizéd-lo. Sao entao utilizadas as esféricas, o que nao nos surpreende,
haja vista estarmos buscando localizar pontos sobre uma superficie na qual é mais facil
reconhece-los se suas coordenadas estiverem adaptadas ao ambiente.

Considerando entao P=(x,y,z) no espago, transformando suas coordenadas cartesia-
nas em coordenadas esféricas P = (6, ¢, p), onde 6 é a Latitude, ¢ é a Longitude, p a
elevagao em relagao ao nivel do mar (Altitude), dada pela diferenca entre OP = d(O, P) =

V2?2 +y% 4 22 e o raio da Terra, considerando O o seu centro (Figura 2.8).

Figura 2.8: Transicao de Coordenadas

AZ A z
? P(X,_V. Z) 0 /,P(97QO7T)
B ; ¥4
- re s Y 4 L >y
s N ’
1,7 X \ |

______ ¥ () N
y
X X

Fonte: http://www.learningaboutelectronics.com/Artigos/Calculadora-conversao-de-
coordenadas-cartesianas-a-esfericas.php

Passa-se a descrever o processo de transformacao de coordenadas Euclidianas em
Esféricas considera-se que A projegao ortogonal do ponto P sobre o plano [[ XY, os

pontos B € O,,C' € O, , com
P OP = TP
distancia de P a origem.

Figura 2.9: Coordenadas Esféricas

(0,0,z)=8
P=(x yz2)
O =mis AOP)
@ =mL COA)
o &
" ¥ i
&
(x,0,0)=C ;
v A=(x.y,0)

Fonte: A Matematica e o GPS - Fernando Foresto Scannavino - Sao José do Rio Preto Janeiro
- 2015.
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Analisando a Figura 2.9, percebe-se que, no triangulo AOAP, retangulo em A, temos:

AP

sinf = —
,
z=r1rsind

A

cosf = O—
,

OA =rcosf

Do triangulo AOC'A, retangulo em C temos:

: CA _y
sing = -7 =541
mas,
OA =rcosb,
entao
sin o = i — y =rcosfsinp
7 cos 6
coswzgziﬂx:rcos&:osgo
OA OA

Assim, dado um ponto P = (0, ¢, p) de coordenadas geograficas, suas coordenadas

cartesianas agora sao:

[I]x = rcosfcos g
[[I]y = rcosfsingp

[[1I]z =rsind
De III tem-se:
2 =rsind — sind = -
r
logo,

Lz
f = arcsin —
,
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De IT e I tem-se:
rcosfsing  sing

rcosfcosyp  cosp

y
x

Portanto,

(y)

= arctan —.

()

2.2 Geometria Hiperbdlica

Ja estudamos a geometria nao euclidiana cujo ambiente onde se desenvolve é uma
superficie esférica. Agora, trataremos de outra geometria, também nao euclidiana, mas
desenvolvida em outro ambiente.

Em 1733, Gerolamo Saccheri (1667-1733), que estava empenhado em encontrar con-
tradigoes em geometrias que nao se utilizassem do 52 postulado (das Paralelas), acabou
abrindo caminho para que outros matematicos, como Lobachevsky, Gauss e Riemann
(geometria esférica vista anteriormente) aprofundassem os estudos e descobrissem geome-
trias onde este nao é valido, trazendo resultados muito importantes para a Matemaética e
a Fisica. Isto porque este postulado, desde o inicio, foi atacado como insuficientemente
plausivel para se qualificar como uma hipdtese nao comprovada.

Estes resultados reportam-se, portanto, as contradicoes encontradas sobre ele. A sua
grande exigéencia é exatamente a Unicidade da reta paralela. F é exatamente em cima dessa
exigéncia que também foi construida a geometria hiperbdlica. A nao comprovacao dessa
unicidade, encaminha a geometria para outros caminhos e, acaba por criar “bracos”da
mesma, como estamos constatando. A partir disso, todo o ambiente geométrico, sofre
consideraveis mudancas ou apresenta-se, completamente novo. O que é muito importante
em matematica, quando do desenvolvimento de teorias novas, ou o estudo sobre as que ai
ja estao.

A descoberta desta primeira geometria nao euclidiana [2, 24, BI] (Geometria Hi-
perbdlica) revolucionou a Matemadtica, bem como a comunidade cientifica do século XIX,
que ficou surpresa ao saber da possibilidade de uma geometria diferente da de Euclides
que, até entao, era tida como a uinica e verdadeira interpretacao do espago em que vivemos.

Assim como as geometrias euclidiana e esférica tem o seu sistema axiomatico bem
definido, o mesmo ocorre a esta [23]. Sua fundamentagao é resultado dos quatro primeiros
grupos de axiomas de Hilbert (1862-1943) e do axioma de Lobatchevsky, abaixo enunciado:

Axiomas de Incidéncia; Axiomas de Ordem; Axiomas de Medicao de Segmentos; Axi-
omas de Medicao de Angulos; e,

Postulado de Lobachevsky: “Por um ponto nao pertencente a uma reta dada,

podem ser tracadas pelo menos duas retas distintas que nao encontram a reta dada”.
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E na realidade, este postulado ganha uma maior abrangéncia no sentido que, se exis-
tem duas retas passando por um ponto e nao interceptando uma dada reta, entao, existem
infinitas retas com essa propriedade. Ja nota-se entao, um comportamento de retas total-
mente diferente a exemplo do que ocorre no plano e superficie esférica. Estamos diante
de uma geometria que possibilita infinitas retas possuirem a propriedade do paralelismo
e, isso é totalmente novo ao que ja viemos constatando. Se isso ocorre, certamente o
ambiente geométrico em questao possui consideraveis singularidades quanto aos demais.

Gauss foi o precursor do estudo que resultou nessa nova geometria. Porém, o ma-
tematico a ser destacado por sua forma diferenciada de demonstracoes chama-se Giovanni
Girolamo Saccheri, padre jesuita, estudioso dentre tantas outras areas, da Matematica.
Em sua obra ele tenta, assim como seus antecessores, provar o 5¢ Postulado de Euclides
a partir dos quatro anteriores.

A novidade é que, pela primeira vez, o método de Reducdo ao Absurdo em demons-
tragoes foi utilizado no ja citado problema. Com isto, Saccheri supos a negagao do 5%
Postulado de Euclides e tentou chegar a uma contradigao fazendo uso de um quadrilatero
com dois angulos retos na base e dois lados verticais congruentes, que levou seu nome:
Quadrilatero de Saccheri. Estes quadrilateros sao especiais porque sao Uinicos nessa geo-

metria. Ainda o definiremos mais adiante.

Figura 2.10: Quadrilatero de Saccheri

* a

B C

Fonte: Resumo de livro Euclides ab omni naevo vindicatus de Saccheri - Ricardo Bianconi -
2012 - Revisado em 2018

Enunciaremos agora alguns dos principais teoremas [24] dessa geometria, formulados
por Saccheri juntamente com outros matematicos.

Antes de tais demonstragoes, enunciaremos alguns conceitos dos quais faremos uso:

Definicao 2.2. Geometria Neutra: Com excecao do 5°, os demais postulados, explicitando-
se aqueles implicitos na obra de Fuclides, formam o que chamamos de Geometria Neutra
ou Geometria Absoluta, cujas proposi¢oes formam o conjunto de consequéncias comuns a

Geometria Euclidiana e a Geometria Hiperbolica.

O objetivo do seu estudo em um trabalho de Geometria Hiperbdlica, é verificar qual

¢ o papel do postulado das paralelas para se entender sua independéncia em relacao aos

25



2. GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS

outros postulados [19]. Ou mais simplesmente, trata-se de uma geometria em que nao se

assume o axioma das paralelas.

Axioma 2.2.0.1. Azioma de Separac¢ao (AS), de Hilbert: Para toda retal e para quais-
quer trés pontos A, B e C, nao pertencentes a l, tem-se:

a) se A e B estao do mesmo lado del e, B e C estio do mesmo lado de [, entdo A e
C' estao do mesmo lado de l;

b) se A e B estao em lados opostos de l e, B e C estao em lados opostos de l, entao

A e C estao do mesmo lado de l.

Este axioma é conhecido como o da separacao do plano e garante que essa Geometria
¢ bidimensional. Além disso, faz com que o quinto postulado tenha sentido da maneira
como Euclides o descreveu, pelo fato de nele se mencionarem duas retas que se encontram
em um dos lados de uma transversal. A reta define, entao, dois semiplanos distintos e
que nao tém nenhum ponto em comum. Pode-se definir, ainda, uma regiao, chamada de
interior de um angulo, como sendo a interseccao de dois dos quatro semiplanos, definidos
por duas retas concorrentes. Assim, o interior de um triangulo pode ser definido como a

interseccao de seus trés angulos.

Definicao 2.3. Seja um quadrilitero ABC'D, com os lados BC' e DA congruentes, com
dois angulos consecutivos de medida 90°em ABC e DAC. A esse quadrildtero denomi-

namos ser de Sacchert.

Figura 2.11: Quadrilatero de Saccheri

C D

topo

et sl
base

Fonte: Fundamentos de Geometria Hiperbélica - Carlos Martinez Perez

Teorema 2.3. Na Geometria Hiperbdlica, a soma das medidas dos angulos internos de

qualquer triangulo € menor do que 180°.

Demonstracao 2.3. Para provar este resultado, referindo-se a figura 2.12, toma-se o
caso particular de o triangulo em questao ser retangulo. Assim, considera-se o triangulo
ABC, reto em A. Se fosse assumida a suposi¢io de que a soma dos angulos internos é
iqual a 180°, contrariando aquilo que se quer provar, os angulos /B e ZC' seriam comple-
mentares. Usando-se o axioma AS, define-se o ponto D, no lado oposto a A, em relacdo
ao segmento BC, de modo que se tenha /ACB = /CBD e AC = BD. Isto implica
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em que o angulo ZABD seja também reto, pois € formado por dois angulos complemen-
tares. Se isso € valido, NACB = ADBC, pelo caso LAL. Entao, o quadrildtero ABCD
¢ um quadrildtero de Saccheri e se estd assumindo a hipotese do angulo agudo. Mas,
1sto € impossivel jd que o angulo ZD € reto, ou seja, nao ha como a soma dos angulos do
ANABC somarem 180°, restando a unica possibilidade de somarem menos do que isso, pois

a hipdtese do angulo obtuso jd havia sido descartada por Saccheri na Geometria Neutra.

Figura 2.12: Triangulo Retangulo

c D

-

A B

Fonte: Fundamentos de Geometria Hiperbdlica - Carlos Martinez Perez

A fim de generalizar o resultado para qualquer triangulo, referindo-se a figura 2.13,
toma-se um triangulo ABC' qualquer. Pode-se decompo-lo em dois triangulos retangulos
ao se tomar a altura ao maior dos lados desse triangulo, no caso o lado AB, definindo-se
o ponto D. A soma dos angulos internos desses dois triangulos retangulos € menor do

que 180°, como provado anteriormente, e serd
90°+mZA+m/C +mZB + 90° < 360°.

Portanto, mZA+ msZB+ m/C < 180°.

Figura 2.13: Triangulo Qualquer

A >
D

Fonte: Fundamentos de Geometria Hiperbdlica - Carlos Martinez Perez

Abaixo, uma representacao de um triangulo hiperbélico.

Figura 2.14: Triangulo Hiperbdlico

<>

Fonte: Geometrias nao euclidianas- Sidinei Delai, Valdeni Soliani Franco
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Teorema 2.4. Na Geometria Hiperbolica, em que retangulos nao existem, para toda reta
[ e para todo ponto P, nao pertencente a l, existem pelo menos duas paralelas distintas a

[ que passam por P. Além disso, existem infinitas paralelas a | passando por P.

Demonstracao 2.4. Para provar este importante teorema, referindo-se a Figura 2.15,
deve-se baizar a perpendicular PQ a reta l e depois definir a reta m perpendicular a PQ
em P. Seja R outro ponto qualquer em l. Define-se a reta t, perpendicular a | por R.
Define-se a perpendicular a reta t, que passa por P. O ponto S € a interseccao desta
perpendicular com t. Entao, PS e m sao paralelas a l, pois ambas fazem angulos alternos
internos igquais (retos) com perpendiculares de l. Se for assumido que m e PS sdo a
mesma reta, e portanto S pertence a m, isso significaria ser PQRS um retangulo, o que
contradiz a hipdtese de esta ser a Geometria Hiperbdlica. Assim, existem duas paralelas

a | passando por P. Ao variar o ponto R, obtém-se infinitas paralelas a | passando por P.

Figura 2.15: Infinitas retas paralelas

Fonte: Fundamentos de Geometria Hiperbdlica - Carlos Martinez Perez

[]

Teorema 2.5. Na Geometria Hiperbolica, se dois triangulos sao semelhantes, entao, sdo

congruentes.

Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, seus trés angulos sao congruentes
(na mesma ordem) e seus lados correspondentes sao proporcionais. Cada um dos lados
homoélogos esta em um triangulo e ambos sao opostos a angulos congruentes. E eles sao
congruentes quando os lados e angulos do primeiro triangulo estao em correspondéncia
com os lados e angulos do segundo triangulo de tal forma que os lados e angulos em

correspondéncia tenham a mesma medida.

Demonstracao 2.5. Agora, para a prova deste teorema, referindo-se a figura 2.16,
assume-se o contrario, ou seja, que NABC e NA'B'C’" sio semelhantes, mas nao con-

gruentes, o que significa que seus angulos correspondentes sao congruentes, mas seus
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lados correspondentes, ndo. Sem perda de generalidade, supée-se que AB > A'B’ e
AC > A'C'. Assim, pode-se encontrar o ponto B” em AB e o ponto C7 em AC de
modo que AB" = A'B'" e AC" = A'C'. FEntado, pelo caso LAL, NA'B'C" = NAB"C".
Entao, /AB"C" =2 /B e ZAC"B" = ZC" . Mas, por definicio, como /B = /B’
e /C =2 /O ; logo, ZAB"C" = /B e LJAC"B" = /C. Assim, os segmentos BC e

B"C" sdo paralelos e o quadrildatero BB”C”C € convexo e tem a soma de seus angulos

exatamente igual a 360°, o que contradiz o teorema anterior (2.4). Portanto, triangulos
semelhantes sao congruentes na Geometria Hiperbolica. Nao se pode, nessa geometria,

ampliar ou reduzir um poligono sem que ele sofra distor¢ao.

Figura 2.16: Semelhanca de Triangulos

B c

Fonte: Fundamentos de Geometria Hiperbdlica - Carlos Martinez Perez

]

Observacao 2.2. Na geometria euclidiana, um quadrilatero convexo é um poligono con-
vexo que tem quatro lados e os quatro angulos internos estao entre 0 e 180° e, resulta do
Teorema da soma dos angulos internos de um triangulo, que a soma de seus angulos in-
ternos seja 360°. Além disso, ao tomarmos dois pontos distintos no seu interior, podemos

tracar um segmento de reta totalmente no interior do quadrildtero.

Voltemos a Saccheri, para algumas afirmacoes sem demonstracao feita aqui, mas que
podem ser encontradas pelo leitor na referéncia [24].

Ele sabia que os retangulos (hiperbdlicos) e o 52 Postulado sao equivalentes. Entao, a
negacao assumida conduziu a dois casos, considerando-se o Quadrilatero de Saccheri:

a) Os angulos congruentes do topo sao obtusos;

b) Os angulos congruentes do topo sao agudos.

Sao provadas, por congruéncia de triangulos, as seguintes afirmacoes:

e 0s angulos de topo, ZC' e ZD, sao congruentes;

e a reta ligando os pontos médios da base e do topo é perpendicular a ambos esses
lados;

e as diagonais, AD e BC, sdo congruentes.

Se for assumido o axioma euclidiano das paralelas de Hilbert, os angulos do topo serao
retos. Por outro lado, se for assumido que os angulos do topo possam ser ambos agudos

ou obtusos, implicitamente esta se negando este axioma. Foi o que fez Saccheri, na busca
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por alguma contradicao nas duas hipdteses que nao a euclidiana. Saccheri nomeou estas
trés hipoteses conforme segue:

e Hipdtese do angulo reto: mZC' = mZD = 1 angulo reto. Nesse caso, AB = CD.
e Hipdtese do angulo obtuso: mZC = m/D > 1 angulo reto. Nesse caso, AB > CD.

e Hipétese do angulo agudo: mZC = mZD < 1 angulo reto. Nesse caso, AB < CD.

Vimos acima um pouco da estrutura axiomatica dessa geometria, com destaque aos
teoremas que a embasam. No entanto, como podemos obter estudos mais precisos quanto
a mesma? Bem, uma das possiveis maneiras de se estudar a Geometria Hiperbodlica é
através da Adocao de um Modelo.

Um modelo geométrico é uma maneira de interpretar os objetos geométricos de um
modo que os axiomas facam sentido sob essa interpretagao. A principal propriedade é sua
exatidao na representacao destes teoremas como consequéncias dos axiomas.

A grande vantagem de se trabalhar com modelos é a possibilidade de desenvolvermos
uma percepcao bastante refinada sobre a geometria em questao. Eles exercem para a
Geometria a mesma funcao que um bom atlas exerce para a Geografia: apesar de os mapas
apresentarem distorgoes, estas sao quantificaveis e razoavelmente “bem comportadas”, de
modo que podemos nos situar de forma bastante satisfatéria apenas através deles.

Vemos por exemplo, que o Plano Euclidiano é um modelo para o sistema axiomético
de Hilbert (ou de Euclides) pois nele é possivel representar ponto e reta de tal modo que

os axiomas vistos no capitulo 1, passam a ser afirmacoes aceitas como verdadeiras.

Modelos Hiperbdlicos

Modelos [21] para a Geometria Hiperbdlica sao dados por superficies com curvatura
constante negativa. Apesar do tipo dessas superficies, eles sdo (ou serdo) construidos
considerando objetos no plano euclidiano. Desta maneira, a consisténcia dos modelos
da geometria hiperbdlica transferem a questao para dentro da geometria euclidiana, de
modo que, se esta é consistente, entao aquela é consistente, razao pela qual s6 podemos
reivindicar a prova da consisténcia neste sentido relativo. Logo, a construgao de um
modelo da geometria hiperbélica é baseado no pressuposto de que existe um modelo para
a geometria euclidiana, o que ja vimos que ocorre.

Felix Klein, matemético alemao, criou um modelo para tal geometria, ao tomar em
um plano euclidiano um circulo e, considerando apenas a sua regiao interior que passa a
ser o “plano”de Lobachevsky. Neste, as retas sao as cordas do circulo, excluindo suas

extremidades.
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O matematico francés Henri Poincaré (1854-1912) introduziu alguns desses, conhecidos

por modelos locais abstratos através de uma nova nocao de distancias de pontos no plano.

O Plano Hiperbdlico

Um dos modelos hiperbdlicos chamado Disco de Poincaré, define o plano hiperbdlico
a partir da regiao convexa (DISCO) limitada por uma circunferéncia. Os pontos internos
a esta circunferéncia sao denominados Pontos do plano hiperbdlico, os pontos que per-
tencem a circunferéncia denominamos Pontos Ideais, ou Horizonte Hiperbolico. Os arcos
de circunferéncia ortogonais ao circulo sao considerados Retas Hiperbdlicas. Justamente
quanto a estas é que o modelo de Poincaré difere do de Klein.

Na Figura 2.17 temos a representacao desse modelo hiperbdlico, bem como de como as
retas se comportam no mesmo. Percebamos a infinitude delas que passam por um mesmo

ponto. Tal situacao é notoria dessa geometria.

Figura 2.17: Disco de Poincaré
W

Fonte: https://www.researchgate.net/figure/Figura-3-Ferramenta-Disco-de-Poincare - José
Carlos Leivas

Definigao 2.4. O plano da Geometria Hiperbdlica Plana é o conjunto H? = {(z,y) €
R? :y > 0}. As linhas sdo de dois tipos: verticais I, = {(x,y) € H: x = a} ou arcos de
circunferéncia l,, = {(z,y) € H : (x — p)* + y* = r?}.

Este modelo é consistente, através do sistema axiomético de Hilbert [13].

Outros Modelos Locais [17] em geometria hiperbdlica sao:

Figura 2.18: Pseudo esfera

Fonte: EV O L U CAO !?!?... Relato de uma Professora de Matemética, no Brasil -
https://slideplayer.com.br/slide/5642021/
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Este é um modelo hiperbdlico, caracterizado por uma superficie tridimensional (Pseu-
doesfera), criado pelo matemadtico italiano Eugénio Beltrami (16 de novembro de 1835,
Lombardia - 18 de fevereiro de 1900, Roma) no qual em qualquer ponto da mesma, curvas
se cruzam com curvaturas em sentidos opostos, revelando assim a geometria de curvatura
negativa. Para obter-se uma superficie como essa, procede-se da seguinte forma: Traca-
se uma tractriz (latim: trahere = arrastar, é uma curva ao longo da qual um objeto se
movendo sob a influéncia de friccao, quando empurrado em um plano horizontal por um
segmento de linha, sendo, portanto, uma curva de perseguicao, que foi citada pela pri-
meira vez por Claude Perrault em 1670, e estudada posteriormente por Isaac Newton em
1676 e Christiaan Huygens em 1692), faz-se com que gire em torno de uma reta pontilhada

e assim, obtém-se a superficie, como desejado.

Figura 2.19: Paraboléide hiperbodlico

Fonte: Tensoestruturas - Paraboloide Hiperbdlica e Tendas-
http://grandes-vaos-n6b.blogspot.com /2014 /06 /tensoestruturas-paraboloide-hiperbolica.html

O Paraboléide Hiperbdlico (sela) é um modelo dito deste tipo pois, suas segoes sao
pardbolas (surgem de forma natural) e hipérboles [8, 20, 14]. Uma caracteristica im-
portante deste tipo de superficie é que nunca apresenta simetria axial e portanto, nunca
é uma superficie de revolugao. Além disso, pode possuir um ponto critico chamado de
“ponto de sela”, que é a origem.

Apesar de todos esses modelos e da possibilidade real de se ter geometria hiperbdlica
se desenvolvendo neles, nao é possivel obter um modelo concreto (superficie do espago
usual) para o Plano Hiperbdlico.

Isso da-se exatamente no fato de que essa geometria, apesar de que precisa “dia-
logar”com a geometria euclidiana e seus elementos, tem que fazé-lo em seus préprios
ambientes ou modelos.

Os citados acima sao os principais modelos criados nos quais a geometria hiperbdlica
tem o seu aporte. Neles, os seus elementos desenvolvem-se ou apresentam-se de forma
muito unica, mostrando a desenvoltura de um ambiente totalmente diferente do que es-
tamos habitualmente acostumados.

Também daremos enfoque, neste trabalho, a uma aplicacao da geometria hiperbdlica
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em Navegacao, a exemplo do que ocorre na esférica. E enfatize-se que a principal carac-
teristica dessa geometria vista nessa aplicagao reporta-se a propriedade da curvatura. Isso
relataremos no capitulo seguinte.

A compreensao do tracado e das propriedades de uma Hipérbole auxiliam o enten-
dimento dos principios em que se baseia a Navegag¢dao Hiperbdlica [22]. Definimos entao
Hipérbole como sendo o lugar geométrico dos pontos cuja diferenca de distancias a dois
pontos fixos é constante [I8]. Esses conceitos quando aplicados a essa pratica, na busca
por saber o exato local onde se encontra por exemplo, uma embarcacao, garantem a ob-
tencao desse resultado. Muito mais porque estaremos tratando com informacgoes de forma
constante e, pontos fixos, de modo que matematicamente, nao nos deparemos com tantas
“perturbacoes” de informagoes, ainda que em realidade, o ambiente seja maritimo.

A hipérbole ¢é ainda classificada entre as curvas conicas porque resulta de cortes em um

cone. Abaixo temos a definicao de seus elementos, bem como fazemos sua representacao

geométrica.
Focos Fi e F,
Centro 0
Distancia Focal 2¢c
Medida do Eixo Real ou Transverso 2a
Medida do eixo imagindrio 2b

Tabela 2.1: Elementos da Hipérbole

Além disso, tem-se a Excentricidade = ¢/a, que traduz se a hipérbole é “achatada”
ou mais “aberta”. Como sempre teremos ¢ > a na hipérbole, sua excentricidade sempre

¢ um numero maior que 1.

Figura 2.20: Elementos da Hipérbole

A

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/hiperbole.htm

Analisemos agora como se da o comportamento da curvatura nesta situacao : quando

a diferenca constante das distancias ao foco é pequena, a hipérbole se localiza préximo a
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2. GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS

mediatriz e é bastante aberta; ao contrario, quando a diferenca constante das distancias
cresce, os ramos da hipérbole se aproximam dos focos e a curvatura aumenta. A mediatriz
corresponde a uma diferenca de distancias constante igual a zero. Isso fica muito evidente
e sao essas caracteristicas quanto a curvatura de que se valia a aplicacao em questao,
quando buscava-se estabelecer, por exemplo, melhores rotas, posi¢oes de um navio, atual
e a que se desejava alcancar.

Ao considerarmos um sistema cartesiano ortogonal tal que o eixo real ou transverso

esteja contido no eixo x e o eixo imaginario, contido no eixo y, e da dedugao
P € hipérbole <= |PE; — PEs| = 2a

obtemos a equacgao reduzida da hipérbole como sendo

A
a2 b2

Analogamente, se o eixo real ou transverso estiver contido no eixo y e o eixo imaginario,

contido no eixo x, obtemos
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Capitulo 3

APLICACAO

3.1 Sistema de Posicionamento Global (GPS)

A fim de que possa-se aplicar conceitos, resultados ou caracteristicas da geometria
esférica, e prosseguindo no mesmo ambiente em questao, ou seja, a superficie terrestre,
vamos analisar o mais moderno de todos os sistemas de localizacao ja existentes, o GPS
[T, 16, 29]. Isto porque estamos interessados na melhor forma para se obter a exata
localizagao de qualquer ponto, naquela.

O GPS é um moderno sistema eletronico de navegacao civil e militar que emite co-
ordenadas em tempo real, que foi criado pelos EUA na década de 1960, mas que s6 foi
considerado completo em 1995. Ele é a evolucao da bussola, do sextante, do relégio e do
cronometro, tendo todas as utilidades destes. Sua funcao bésica é notavel: identificar a
localizacao de um receptor na superficie terrestre, que capte sinais emitidos por satélites.

Algumas das aplicagdes possiveis ao GPS sao: Aviagao (civil e militar); Navegagao
(marftima e comercial); Esportes (rally, balonismo, corrida de aventura, etc.); Defini¢ao
de rotas (carros); Rastreamento de frotas, veiculos e animais; Agricultura de precisao;
Geodinamica (movimento da crosta terrestre); Topografia (defini¢ao de limites, dreas,
coordenadas, etc.); Coleta de dados para Sistema de Informacao Geografica; e muitas
outras.

O sistema GPS é formado por trés segmentos: Espacial, de Controle e Utilizador. A
seguir descreveremos cada um.

Segmento Espacial : Constituido por 24 satélites em 6 érbitas (em 2005 passou a ser
constituido por 32, estando 24 em funcionamento, e os demais como reserva), orbitando
em torno da Terra a uma altura aproximada de 20200 km acima do nivel do mar.

Dessa forma, tem-se no minimo 4 satélites visiveis em qualquer local da Terra em

qualquer hora.

Segmento de Controle : Constituido por 5 estagoes principais de controle, sendo
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uma central (Colorado, E.U.A).
Suas fungoes sao: monitorar continuamente os satélites; determinar e atualizar as
posicoes orbitais; prever a trajetoria nas proximas 24h.

Na Figura 3.1 temos sua representacao.

Figura 3.1: Estagoes de controle GPS

2 X emcoofade 4 of

Fonte: http://www.faa.gov

Segmento de Usuarios : Refere-se a tudo que diz respeito a comunidade usuaria,
civil e militar : receptores; programas de processamento; métodos e técnicas de levanta-
mentos.

Receptores : Sao capazes de calcular a posicao de cada satélite a qualquer momento.
Cada satélite é equipado de um reldgio atomico extremamente preciso (precisao de nano-
segundo), que favorece a precisao para tal célculo.

Os receptores GPS de uso militar tém precisao de 1 metro e os de uso civil, de 15 a
100 metros.

O papel dos receptores é avaliar o lapso de tempo entre emissao e recepcao dos sinais
de radio enviados pelos satélites. Assumindo-se que os reldgios do receptor e de todos os
satélites estejam perfeitamente sincronizados, o receptor calcula o tempo que o sinal leva
de um satélite até sua chegada no aparelho. Com esse tempo, e sabendo-se que o sinal

viaja na velocidade da luz v, o receptor calcula sua distancia em relacao ao satélite:
d=wv-t.

A partir dessa distancia obtemos uma esfera de raio d com centro no satélite, que sao
os possiveis locais onde o receptor pode estar em relagao ao satélite.

Entao, fica claro que apenas essa informagao ¢é insuficiente para se determinar a exata
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localizagao do receptor.

Figura 3.2: Uma superficie esférica

-

P o

/ 000k S\
i

fonte:Centro Universitdario Nossa Senhora do patrocinio- GPS Sistema de Posicionamento

Global

O receptor capta entao um sinal de um outro satélite, gerando uma segunda esfera
conforme processo explicado anteriormente. Temos que a intersecao entre duas esferas

de centros diferentes é no maximo uma circunferéncia, ficando assim limitado aos pontos

dessa circunferéncia os possiveis locais do receptor.

Figura 3.3: Intersecao entre duas esferas

-~ R P
/ N .

Fonte: http://www.guiadventos.com.br/artigos-e-colunas/artigos-instrutivos/387-como-usar-o-
gps-luis-pontes

Como ainda nao temos um resultado exato, ha a necessidade de se considerar uma
terceira esfera. Captando entao, o sinal de um terceiro satélite, e gerando uma terceira

esfera, tem-se que a intersecao entre a circunferéncia e a nova esfera gera no maximo

dots pontos.

Figura 3.4: Intersecao entre trés esferas

Fonte: GPS Conceitos basicos- Universidade Federal de Vigosa, Departamento de Engenharia
Agricola

37



3. APLICACAO

A principio, parece ser necessario mais uma esfera para se determinar em qual dos
dois pontos se localiza o receptor, porém nao ha tal necessidade, pois devido a posicao
dos satélites um dos pontos fica fora da Terra, podendo assim ser eliminado.

A descricao acima é a teoria que existe por tras do cdlculo da posi¢cao de um aparelho
receptor. Na pratica tal procedimento é um pouco mais complicado. Isso se deve ao fato
de que os tempos medidos pelos aparelhos receptores sao extremamente curtos e devem
ser feitos com alta precisao. E, se por um lado, os satélites sao equipados com um relégio
atomico de extrema precisao, os receptores sao equipados com relégio de baixa precisao,
o que deve ser considerado de forma cuidadosa.

Nitidamente, precisa-se obter uma forma de encontrar o ponto exato com toda precisao
possivel, ultrapassando tal dificuldade. Como fazer isso?

Bem, para tais circunstancias, introduzir um quarto satélite a analise em processa-
mento, excluird toda possibilidade de erro ou imprecisao quanto ao resultado buscado. A
terra entao ira representar a quarta esfera. E mais uma vez verificamos o alcance dessa
geometria, a relacionar com a superficie terrestre.

A ferramenta matemaética da qual nos valemos, responsdvel pelo aporte matemaético

em questao, que ira relacionar as quatro superficies em questao é o que tem-se por:

Teorema 3.1. Teorema da Intersecao de Quatro Superficies Esféricas: Se
quatro superficies esféricas possuem pelo menos um ponto em comum e seus centros $ao

ndo coplanares, entdo essa intersecao consiste em um tunico ponto [1).

Este ponto sera exatamente o aparelho receptor.

Para sua demonstragao faremos uso das seguintes propriedades matemaéticas:

Pi. Sejam A = (Xa,Ya,Za),B= (Xb,Yb,Zb),C = (Xc,Ye,Zc) e D = (Xd,Yd, Zd)
pontos distintos do R3. Os pontos A, B, C e D sao coplanares se e, somente

se, o determinante

Xa—Xb Ya—-Yb Za—Zb
A=| Xe—Xa Ye—Ya Zc—Za
Xd—Xa Yd—Ya Zd— Za

for nulo.

P,. Se multiplicarmos os elementos de uma linha ou coluna de uma matriz por um
valor n qualquer, o determinante também sera multiplicado por n.

P;. Método de Cramer: Um sistema de equacoes lineares recebe o nome de Sistema
de Cramer quando:

I- O niimero de equacoes é igual ao ntimero de incognitas;

II- O determinante da matriz dos coeficientes (matriz do sistema) é diferente de zero.

Enunciadas as propriedades a serem usadas:
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Demonstracao 3.1. Sejam Sy, S5, 53 e Sy as superficies esféricas com centros Cy, Cy, Cs
e Cy respectivamente. O Teorema nos fornece a sequinte implicagao: Se existe P €
S1NSyNS3NSy e Cp,Cy, Cy e Cy sao nao coplanares, ou seja, nao pertencem ao mesmo
plano, entao S1 NSy NS3N S, ={P}.

Assim, para Sj,j = 1,2,3,4 superficies esféricas, temos a representagao genérica da
sua equacdo geral:

2>+ 2 + 2% + ajz + by + ¢z + d; = 0.

Para cada uma delas teremos as sequintes equagoes gerais:

Si=2*+y*+ 2 +ar+bhy+az+d =0

Sy =22+ + 22+ ar+ by +coz+dy =0

Ss=a?+ P+ 22 tasw +bsy +c3z+d3=0

Si=2?+ P+ 22 +aw+by+cz+di=0

Ao subtrairmos duas a duas obteremos equagoes lineares em x, y € z jd que 0s termos

22, y% e 2% serdo eliminados. Dessa forma, fazendo (S; — Sa) temos:

4y + 2+ a,+by, e td —1' -y — 2 —a,r—by—c,z2—d, =0.
Realizando o cancelamento dos elementos simétricos obtemos:
(81— 82) = (a1 — ag)x + (b1 — b2)y + (c1 — c2)z + (dy — d2) = 0,

equagao de um plano que contém SN Sy.

Prossequindo dessa forma, (S1— Sa, 51— S3, 51— S4), obtém-se as equagoes dos planos
que contém, respectivamente, (S N So, 51 N S3,51 N Sy).

Além disso, se P=(x,y,z) estd na interse¢ao das quatro esferas, entao (z,y,z) € solugao

do sistema linear:

(a1 — CZQ)I' + (bl — bz)y + (Cl — CQ)Z + (dl — dg) =0
(a1 — CL3)SC + (bl — bg)y + (Cl — Cg)Z -+ (dl — dg) =0 (#)
(Cbl — (14)1' + (bl — b4)y + (Cl - C4)Z + (dl — d4) =0

Pelo Método de Cramer, se o determinante da matriz principal desse sistema for
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diferente de zero, significa que o sistema possui unica solugao, provando assim o Teorema.

E o que se mostrard.
Seja entao (C;) = (X;,Y;, Z;) o centro de (S;), com j=1,2,3,4.

Ao compararmos as equagoes:

$2+y2+2’2—2ij—2yjy—22jZ+X]2+}/j2+Z]2—T?:0

?+yP+ 22+ az+bjy+cz+d =0

temos a; = —2x;, by = —2y;, ¢; = —2z; e, d; = Xj2+ Y2+ Zj% — rj>. (*)

Assim, o determinante da matriz dos coeficientes do sistema é:

a; — as b1—b2 C1 — Cy
A= a; — as bl—bg C1 —C3

ap—as by —by c1—c4

Substituindo (*) em A temos:

—2X1+2Xy 2Y1+2Yy, 27,427,
A= | =2X;+2X3 -2V, +2Y3 —27, + 273
—2X1+2Xy 2142V, 27,4274

Tomando 2 como Fator Comum em Evidéncia:

2(Xo — X1) 2(Ya—Y1) 2(Z—Z1)
A= ox,— X)) 2Ys-Vi) 2% - 2)
2(Xy —Xy) 2(Ya—Y1) 2(Zs— Zy)

Usando Py, temos n=3, entao:
Xo—X1 Yo—-Y1 Zo— 2

A=2x2x2| Xs— X, Ya—Y, Zs— 2
X4—X1 n_Yi Z4_Zl

Como o0s centros sio ndao coplanares, entdo por (Py) temos que A # 0 e, assim o
sistema linear possui solucao unica. Ou intuitivamente, como os satélites estao dispostos
de tal maneira que nunca quatro deles, visiveis por um ponto na Terra estdo no mesmo

plano, entao o determinante € diferente de zero.

Temos a seguir a representacao:
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Figura 3.5: Intersecao entre quatro esferas

Fonte: Espago de Ciéncia e Tecnologia

3.2 O Sistema Loran-C

Iniciemos o entendimento da aplicagdo para a geometria hiperbdlica [22], tendo em
vista alguns conceitos em navegacao que modulam a situacao real, que esteja ocorrendo.
Um destes é o de que a velocidade de propagacao das ondas de rddio no ar é aproxima-
damente constante, e que além disso, a uma distancia percorrida pelo sinal transmitido
correspondera um certo intervalo de tempo, e vice-versa e que, por fim, uma diferenca
de distancias corresponderda a um determinado intervalo de tempo, e entao baseado nas

propriedades de uma hipérbole, podemos obter:

Definicao 3.1. Hipérbole de Posig¢ao, em radionavegac¢ao: o lugar geométrico das
posicoes do observador onde o intervalo de tempo entre a recepcao de sinais rddio trans-

mitidos simultaneamente por duas estacoes fizas € constante.

O “tamanho” dessas recepgoes descreve a curvatura da hipérbole que, para o caso
dessa aplicacao, serao dadas por estagoes de transmissao de sinais.

A navegacgao hiperbdlica utiliza o método de medida da diferenga de distancias a de-
terminados pontos (estagoes do sistema) para obtencao das Linhas de Posigdo (LDP) que
sao hipérboles que definem a posicao do navio. Os sistemas eletronicos de posicionamento
baseados em terra (“land based positioning systems”) utilizam o método hiperbdélico para
determinacao das LD P, por diferenca de tempo, como o Loran-C. Outra forma de obteé-
las é por meio da comparacao da fase de sinais de onda continua transmitidos pelas
estagoes de terra.

O Loran-C foi um sistema hiperbdlico de radionavegacao, de longo alcance, criado
pelos EUA em 1940, que utilizava pulsos de radiofrequéncia da faixa LF ( frequéncia

bésica de 100 kHz). Constituiu uma das primeiras tentativas de implementagao de um
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sistema hiperbdlico de navegacao de longo alcance, capaz de proporcionar, continuamente
e em qualquer condicao de tempo, informacao de posicionamento para navios
ou aeronaves. Para se obter um ponto por meio desse sistema é necessario
que sejam determinadas duas linhas de posi¢gao (LDP) hiperbdlicas. A posigao
do navio estard no cruzamento delas. E preciso, portanto, dois grupos de estacoes. Na
pratica, usa-se uma estacao Mestra controlando duas Secundérias ou Escravas. Para que
se observem as diferencas de tempo entre as recepgoes dos sinais dos dois grupos, variam-se

as frequéncias ou os atrasos de cédigo.

Figura 3.6: Loran-C: Navegacao eletronica e em condigoes especiais
Cobertura do Sistema Loran-C

Ao Fwahod il

Demwez ddirbon Tl

Fonte: Navegacao: A Ciéncia e a Arte, Navegacao Eletronica e em condicOes especiais

De forma pratica, se um receptor a bordo fosse capaz de medir a diferenca de tempo de
recepcao de sinais transmitidos sincronizadamente pelas duas estagoes, ficaria determinada
uma LDP Hiperbdlica.

Obtidas as diferengas de tempo (DT') que constituem as LDP, a posicao sera plotada na
Carta LORAN-C (Figura 3.7) que apresenta os padroes hiperbdlicos da cadeia, tragando,
como linhas retas, pequenos segmentos de LD P hiperbdlicas.

Na Figura 3.8 tem-se a ideia geométrica da situagao, onde constam as duas estagoes

secundarias F e Ey, a estacao mestra M e o navio, bem como sua posi¢ao determinada.
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Figura 3.7: Carta Loran-C

Fonte: Navegacao: A Ciéncia e a Arte, Navegagao Eletronica e em condigbes especiais

Figura 3.8: Hipérbole de Posicao

Fonte: http://silvania-costa.blogspot.com/2014/08 /navegacao-hiperbolica.html

Como obter a geometria de posicao de navios por meio do sistema Loran-C?

Para respondermos a este questionamento, consideremos a Figura 3.9, na qual esta-
mos traduzindo elementos da realidade da navegagao para o formato geométrico de uma
hipérbole. S6 nao podemos esquecer que esta é uma hipérbole do tipo, de posicao. Além
disso, o processo descrito a seguir é apenas o inicio do que matematicamente era reali-
zado, haja vista nao ser descrito aqui a intersecao entre duas ou mais hipérboles para tal
situacao.

Diante dessas colocagoes: Dados dois transmissores, E; e Ey (focos da hipérbole),
com distancia entre si conhecida, sendo d; e ds as distancias dos transmissores ao navio,

respectivamente, com E; estando a uma maior distancia deste [32].
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Figura 3.9: Representacao do Tracado de uma hipérbole para determinacao da localiza¢ao

de um navio
Y

\ E1A X

dy

Entao, a cada distancia corresponde um determinado tempo t; e t5, donde temos:
At =t; — 1t

é calculado pelo computador do navio.

‘E1P’ — ’Egpl :dl —d2 = vAt

onde v é a velocidade de propagacao do sinal dos transmissores e At é a diferenca de
tempo da recepcao do sinal dos transmissores.
Mas
|EyP| — |EyP| = 2a,

Equagao da Hipérbole.

Podemos igualar:

At
U.At:2a—>azv—

2

Entao para uma hipérbole, b* = ¢* — a2, obtemos:

¥ = (2 - (50

onde ¢ = (5) ¢ a distancia focal de cada transmissor ao eixo y (mediatriz).
Repetindo esse procedimento com dois outros transmissores, surgirda outra hipérbole
e, entao efetuando a intersecao entre elas, encontra-se a exata localizacao do navio.
A seguir, temos a exata representacao geométrica da obtencao de uma posicao hi-

perbolica:
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DTX - LUGAR GEOMETRICO DE TODAS AS POSICOES
DE DIFERENCA DE TEMPO DE RECEPCAD DOS
SINAISDE M E DE X CONSTANTE

sECUNDARIA

i

FOSaCho
FUPE R B A

SECMDARL

r

P

'DTY - LUGAR GEOMETRICO DE TODAS AS POSI COES
/ DE DIFERENCA DE TEMPO DE RECEPCAO DOS
. SINAISDEM E DE Y CONSTANTE

Figura 3.10: Geometria de posi¢ao do Loran-C
Navegagao: A Ciéncia e a Arte, Navegacao Eletronica e em condigoes especiais

Visivelmente temos a disposicao dos elementos envolvidos em uma situacao desse tipo
e, arelacao de distancia e de posicao entre pontos de maneira bastante elaborada. E apesar
desse sistema ja ter sido substituido, foi um dos primeiros a trazer significativos resultados
na busca de sanear dificuldades que sempre existiram e, que envolvem localizacao, posicao

e orientacao espaciais.

45



Capitulo 4

CONSIDERACOES FINAIS

A geometria é um dos campos mais antigos da matematica cuja evolu¢ao acompanha o
desenvolvimento da Civilizagao. E uma érea da matemadtica rica em resultados, vasta, de
uma estética detalhada e capaz de nos levar a abstracoes impressionantes. Porém, apesar
de todos esses detalhes tais como estética, propriedades, etc, o apresso pela area nao é
comum entre os estudantes.

Unindo a isso, constata-se na educagao basica que o estudo de geometria frequen-
temente é inferior ao necessario em virtude de varios fatores incluindo até a falta de
professores e escola com estrutura fisica comprometida. Assim, considera-se como alter-
nativa para sanar a falta de interesse com o contetido e ao mesmo tempo trabalhar temas
transversos o uso de seus elementos e conceitos presentes em nosso cotidiano.

Assim, apresentou-se por meio deste trabalho os resultados de estudos a cerca de ge-
ometria, a abranger euclidiana e as nao euclidianas denominadas Esférica e Hiperbdlica.
Cada uma das geometrias apresentadas foi um grande marco em seu surgimento, espe-
cialmente as nao euclidianas, que nao puderam ser ignoradas por terem sido criadas de
forma consistente, completa e independente possuindo, cada uma, seu préprio ambiente
geomeétrico, totalmente diferente do plano habitual.

Sistematicamente, apresentou-se cada uma delas, considerando suas origens e sistema
axiomatico conduzindo a percepc¢ao das diferencas entre elas.

Durante o trabalho, foram estudados resultados e propriedades envolvendo outros
ramos da geometria tais como a geometria analitica, espacial e plana. Até que por fim
fossem construidas as bases para o entendimento das aplicagoes propostas.

As aplicacoes contidas neste material, desempenham um papel preponderante, uma
vez que compoem uma metodologia para ampliar a visao que se tem da matematica que,
no ambito deste trabalho, é nao se limitar as equacgoes. Pretende-se por tanto, neste
estudo levar ao entendimento de que desenvolver o raciocinio matematico é ter logica

e estabelecer relacoes entre objetos que aparentemente nao estao ligados, e reconhecer
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nestes os contetiidos mateméticos envolvidos.

Assim, as aplicagoes aqui mostradas, sao acessiveis a estudantes da educacao basica, e
proporcionam a abstragao tanto de conteidos matematicos quanto de outras areas, como
por exemplo, a geografia. Este direcionamento é um ganho muito grande em matematica
[27] e também mostra a interdisciplinaridade que pode-se ter na matemética. E dessa
maneira, concluimos que a matematica, a navegacao formam, juntas, uma histéria que
deu certo [28].

Por fim, propomos que trabalhos como este, envolvendo situagoes cotidianas e conteidos
matematicos relacionados componham uma possivel extensao desta pesquisa, viabilizando
tanto um material de apoio aos professores quanto desenvolvendo nos discentes de licen-
ciatura em matematica um olhar voltado a pratica pedagdgica percebendo que de fato a

Matematica esta nos pequenos detalhes e nas grandes descobertas da humanidade.
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Apeéndice A

OUTRAS DEMONSTRACOES
DE TEOREMAS DA
GEOMETRIA HIPERBOLICA

As demonstragoes a seguir foram retiradas de [9] e, constituem consideravel auxilio
a um melhor entendimento a cerca da Geometria Hiperbdlica. Algumas figuras foram
acrescentadas pela autora. Além disso, nessa referéncia o leitor estara de posse de
consideravel conhecimento acerca das geometrias nao euclidianas aqui apresentadas,
com contato com muito mais da teoria matematica que as embasam. Vale ressaltar
que os teoremas aqui demonstrados se utilizam de alguns resultados que sé sao, por
vezes, mencionados. Outras vezes, a construcao dos resultados chega em fatos da

geometria euclidiana e, entao verificam-se nao validos na geometria em questao.

Teorema A.1. A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo retangulo

¢ menor que 180°.

Demonstragao A.1. Seja ABC um triangulo retangulo e E o ponto médio da hipo-
tenusa AC.

Figura A.1: Triangulo ABC
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A. OUTRAS DEMONSTRACOES DE TEOREMAS DA GEOMETRIA
HIPERBOLICA

Seja ED a perpendicular a BC que passa pelo ponto E (Figura A.1b). Constrdi-se AF
no semiplano que nao contém D, tal que CAF = ACB ¢ DC = AF.

Com essas providéncias, formam-se os triangulos congruentes AFE e DEC. Conse-
quentemente, E, F e D sao pontos alinhados e o angulo em F € reto. Portanto, ABDF
¢ um Quadrilatero de Lambert (3 angulos retos) com o angulo agudo em A, ou seja,
BAC + CAF < 90°. Como CAF ¢ congruente ao angulo interno ACB do triangulo
retangulo, seque-se da Figura A.2 que: 1+ 2 + 3 < 180°.

Figura A.2: Triangulo Retangulo

‘Scanned by CamScanner

Teorema A.2. Na Geometria Hiperbolica, a soma das medidas dos angulos internos

de qualquer triangulo é menor do que 180°.

Demonstracao A.2. Seja ABC um triangulo nao retangulo. Traca-se AD perpendi-
cular a BC. Ficam formados os dois triangulos retangulos em D, ADC e ADB, cuja

soma das medidas dos angulos internos é menor que 180°.

Figura A.3: Triangulos Retangulos

Py

D

Considerando-se os dois triangulos tem-se: 2D+ A+B+C <360° ou A+ B+C <
180°.

Na Geometria Hiperbdlica se os angulos de dois triangulos sao congruentes dois a dois,

esses triangulos nao sao semelhantes como na geometria usual, mas congruentes.
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A. OUTRAS DEMONSTRACOES DE TEOREMAS DA GEOMETRIA
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Teorema A.3. Dois triangulos sao congruentes se os trés correspondentes pares de

angulos sao congruentes.

Demonstracao A.3. A demonstracao € consequida por raciocinio indireto. Suponha
que o triangulo ABC tem os seus trés angulos congruentes aos trés angulos aos trés

angulos do triangulo ADE.

Figura A.4: Triangulos

Como consequéncia, o quadrildtero BCED tem a soma das medidas dos angulos in-

ternos igual a 360°, o que nao pode ocorrer na Geometria Hiperbdlica.

Na hipotese dos lados BC e DE se intersectarem, chega-se, também, a uma con-
tradicao pelo fato de o angulo externo em C, no triangulo CEI, ser congruente ao

angulo interno E do mesmo triangulo (Figura A.5).

Figura A.5: Nao validade do Teorema do Angulo Externo

Scanned by CamScanner
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A. OUTRAS DEMONSTRACOES DE TEOREMAS DA GEOMETRIA
HIPERBOLICA

Na geometria hiperbélica o tamanho e a forma dos triangulos nao sao independentes.
Todos os triangulos da mesma forma tém, necessariamente, a mesma &area. Figuras

semelhantes nao existem nessa geometria.
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