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giado de Matemática como requisito para obtenção do

t́ıtulo de Licenciatura em Matemática.
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RESUMO

Neste trabalho estudamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach e o método iterativo do seu

anunciado que se aplica em espaços métricos completos e uma extensão dele para espaços

métricos compactos. Aplicamos o método iterativo para encontrar solução de equações

numéricas e ao método de Newton que por meio de iterações encontramos o zero de uma

função. Analisamos os pontos fixos ou pontos de equiĺıbrio do Mapa loǵıstico, que, em

um determinado intervalo, conseguimos prever seu comportamento através de teoremas

de ponto fixo. Também usamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach e o método iterativo

para encontrarmos uma única solução para o problema de Cauchy.

Palavras-chave: Ponto Fixo. Método Iterativo. Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Espaços Métricos.



ABSTRACT

In this paper we study the Banach Fixed Point Theorem and the iterative method of

its statement that applies to complet metric spaces and an extension of it to compact

metric spaces. We apply the iterative method to find solution of numerical equations and

to Newton’s method that by iterations we find the zero of a function. We analyze the

fixed points or equilibrium points of the Logistic Map, which, in a given interval, can

predict their behavior through fixed point theorems. We also use the Banach Fixed Point

Theorem and the iterative method to find a single solution to Cauchy’s problem.

Keywords: Fixed Point. Iterative Method. Banach Fixed Point Theorem. Metric

Spaces.
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INTRODUÇÃO

Esta monografia tem como principal objetivo trazer demonstrações de teoremas de

ponto fixo em espaços métricos e aplicações dos mesmos. Vale ressaltar que neste tra-

balho não teremos resultados inéditos, mas sim uma forma diferente de organizar tais

resultados, afim de que o leitor possa seguir a leitura sem muitas dificuldades. Sugerimos

esta monografia a alunos de graduação que queiram ir um pouco mais afundo em teoria

de espaços métricos e aplicações de pontos fixos.

Começamos observando que, desde o ensino básico, é muito comum, em diversas

aplicações da Matemática, precisarmos resolver equações do tipo

f(x) = b. (1)

Olhando esta equação com uma visão mais ampla, quando f é, digamos, uma função

cont́ınua definida em um fechado A ⊂ Rn e b ∈ Rn, tomando ϕ(x) = f(x) + x− b, vemos

que a aplicação ϕ, assim definida, é cont́ınua. Além disso, f(x) = b se, e somente se,

ϕ(x) = x. (2)

Um ponto x ∈ A, satisfazendo (2), é chamado de ponto fixo da aplicação ϕ e (2) é chamada

equação de ponto fixo. Então, resolver (1) é equivalente a encontrar pontos fixos de ϕ.

Mais adiante veremos várias equações desse tipo, no contexto de equações numéricas e

equações diferenciais.

Em muitos casos, encontrar pontos fixos de uma função pode não ser uma tarefa

simples, assim como pode parecer dif́ıcil prever se a função f possui algum ponto fixo.

Sendo assim, é natural que surjam dúvidas, como, por exemplo, saber se é posśıvel obter

um único ponto fixo ou quantos pontos fixos tem uma função qualquer. Os teoremas

que garantem existência e, em alguns casos, unicidade de ponto fixo são chamamos de

Teoremas de Ponto Fixo.

Teoremas de Ponto Fixo constituem uma área importante de Análise Não-Linear e são

muito eficazes na resolução de problemas não-lineares. Existem vários teoremas de tal

tipo na literatura matemática. Como, por exemplo, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer
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que afirma que toda função cont́ınua num disco fechado do Rn tem pelo menos um ponto

fixo, onde nem sempre é único (ver [10]).

Outro exemplo é o Teorema do Ponto Fixo de Schauder garante que, se f : X → X é

cont́ınua, com X ⊂ E um subconjunto convexo e compacto do espaço de Banach E, então

f tem um ponto fixo, que não necessariamente é único, ver [3]. Inclusive, o Prof. Ítalo

utilizou este teorema de ponto fixo em sua tese de doutorado para demonstrar um método

de sub-super solução para um problema não-linear e não-local, mais detalhes podem ser

encontrados na tese [5] e no artigo [4].

Neste trabalho de conclusão de curso nos propomos a estudar o importante Teorema

do Ponto Fixo de Banach, estabelecido pelo matemático Stefan Banach em 1922. Uma

das razões de sua importância é que, além de garantir a existência e unicidade de um

ponto fixo para contrações em espaços métricos completos, traz em seu enunciado um

método iterativo aproximativo para determinar o ponto fixo.

Do ponto de vista computacional, ou numérico, é importante descobrir algoritmos para

encontrar pontos fixos e também estimar a velocidade de convergência de tais algoritmos.

Em geral, estes questionamentos são dif́ıceis de serem respondidos completamente. Entre-

tanto, o Teorema do Ponto Fixo de Banach estabelece o seguinte resultado (ver Caṕıtulo

2, Seção 2.3):

Seja M é um espaço métrico completo e seja T : M →M uma função de M em M. Se

existe um número q ∈ [0, 1) tal que para todos os pontos x, y ∈M valha

d(T (x), T (y)) ≤ qd(x, y),

então a equação de ponto fixo x = T (x) tem uma única solução em M . Além disso, para

qualquer x0 ∈M , a sequência xn = T (xn−1), n ≥ 1, obtida aplicando-se repetidamente T

a partir de x0, converge (rapidamente) ao ponto fixo x na métrica d. A saber, tem-se que

d(xn, x) ≤ qn

1− q
d(x1, x0). (3)

Este é de longe o teorema de ponto fixo com mais aplicações, sendo que sua influência

se estende aos domı́nios das equações integrais, das equações diferenciais, das equações

numéricas, da Análise Numérica e de muitas outras áreas da Matemática pura e aplicada

(veja [1]). Uma das razões de sua importância é que ele nos ensina a construir o ponto fixo

de uma contração, iterando a partir de qualquer ponto fixado. Além disso, a desigualdade

(3) mostra a rapidez da convergência das iteradas para o único ponto fixo.

Este trabalho está dividido em três caṕıtulos, o primeiro intitulado “Espaços Métricos”

, em seguida o caṕıtulo “O Teorema do Ponto Fixo de Banach” e, então, o caṕıtulo com

t́ıtulo “Aplicações”.
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O primeiro caṕıtulo tem como objetivo trazer resultados prévios, onde encontram-se

definições e resultados de espaços métricos, desde o conceito de métrica até definições de

espaços completos e compactos. Estes resultados são importantes para que o leitor possa

seguir a leitura deste trabalho sem muitas dificuldades, uma vez que apresentamos todos

os resultados que serão utilizados nos próximos caṕıtulos.

No Caṕıtulo 2, faremos uma abordagem pouco vista nos materiais onde se encontram

teoremas de ponto fixo. Nosso principal objetivo neste caṕıtulo é a demonstração do Teo-

rema do Ponto Fixo de Banach e uma extensão que é devido ao matemático M. Edelstein.

Como dito, a estrutura será um pouco diferente da habitual, mais precisamente, o Teo-

rema do Ponto Fixo de Banach será demonstrado de uma forma mais compassada, pois

o dividiremos em vários pequenos resultados que serão demonstrados durante o caṕıtulo.

Também demonstraremos um resultado similar ao teorema de Banach para aplicações que

não são contrações mas alguma iterada dela é, as chamadas potências contrativas.

Por fim, no Caṕıtulo 3, mais importante deste trabalho, fazemos aplicações do Teorema

do Ponto Fixo de Banach. Primeiramente, na Seção 3.1, aplicaremos o teorema à resolução

de uma equação numérica, que veremos que é equivalente a resolver uma equação de

ponto fixo. Em seguida, demonstramos o método de Newton-Raphson para encontrar

zeros função, onde as aproximações feitas para encontrar esses zeros serão por meio do

método iterativo aproximativo do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Ainda no Caṕıtulo 3, na Seção 3.2, veremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach apli-

cado ao Mapa Loǵıstico. Os mapas descrevem fenômenos naturais de diversas áreas, como

eletrônica digital, economia e biologia, também surgem como representações discretas de

equações diferenciais e são muito úteis para facilitar o estudo numérico dessas equações,

já que computacionalmente é mais adequado tratar variáveis discretas que cont́ınuas. O

Mapa Loǵıstico foi estudado por diversos pesquisadores e suas aplicações vão desde con-

trole de populações até teoria da complexidade e do caos. Trata-se de uma versão discreta

da equação loǵıstica de Verhulst e foi originalmente introduzido pelo biólogo Robert May

[13], cujo objetivo é modelar a evolução de populações sob certos fatores de crescimento,

como por exemplo, bactérias. Estudaremos os ponto de equiĺıbrio do Mapa Loǵıstico

através do método iterativo. Veremos que este modelo pode ser de grande utilidade em

diversas áreas e, usando o Teorema de Ponto Fixo, podemos prever, em um determinado

intervalo, como será o comportamento do sistema em questão. Os resultados apresen-

tados nesta seção foram submetidos a dois congressos matemáticos, IMDE (Conference

Amazon-Andalusia on PDEs, 2019) e CNMAC (Congresso Nacional de Matemática Apli-

cada e Computacional, 2019), os trabalhos foram aceitos publicados nos anais de ambos

os eventos. Este trabalho também está submetido na VI FEAMAT (Feira Amapaense de

Matemática, 2019).
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Finalmente, na Seção 3.3, demonstraremos o importante teorema de existência e uni-

cidade de solução para o problema de Cauchy, o conhecido Teorema de Picard. Usaremos

novamente o Teorema do Ponto Fixo de Banach e veremos um exemplo de um problema

de Cauchy no qual sua solução é encontrada através do método iterativo. Por fim, gos-

taŕıamos de ressaltar que demonstraremos o Teorema de Picard como consequência do

teorema de Banach, entretanto, cronologicamente os fatos ocorreram de forma invertida.

Picard provou este teorema em uma série de artigos iniciadas em 1890, como um refina-

mento de técnicas anteriormente aplicadas por Cauchy e por Liouville na primeira metade

do século XIX. A técnica de Picard ficou conhecida como método das aproximações su-

cessivas. O Teorema do Ponto Fixo de Banach, provado por Banach em sua tese de

doutorado, é a abstração do método de Picard para espaços métricos completos (ver [3]).

Este trabalho foi desenvolvido através de pesquisas bibliográficas, como fontes princi-

pais temos as notas de aula de um curso de F́ısica-Matemática [1] e o livro de Espaços

Métricos [11]. Alguns resultados importantes que utilizaremos foram retirados de [12].
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Caṕıtulo 1

Espaços Métricos

1.1 Métrica e Espaços Métricos

Neste caṕıtulo trazemos alguns resultados de espaços métricos, que serão fundamentais

para que o leitor compreenda os Caṕıtulo 2 e 3, ou seja, nosso objetivo com este caṕıtulo

é de apenas trazer resultados prévios, em vista disso, a maioria das demonstrações serão

omitidas, mas podem ser encontradas em [11] ou [12].

O valor absoluto | · | em R induz uma noção de distância no conjunto dos números

reais, do seguinte modo: defina d : R× R→ R, por d(x, y) = |x− y|.
Note que geometricamente, |x − y| calcula a distância dos pontos x, y na reta real.

Além disso,

i) d(x, x) = |x− x| = 0, ou seja, d(x, x) = 0.

ii) Se x 6= y, então x− y 6= 0. Dáı,

d(x, y) = |x− y| > 0,

ou seja, x 6= y implica d(x, y) > 0.

iii) d(x, y) = |x− y| = |(−1)(y − x)| = | − 1||y − x|, ou seja d(x, y) = d(y, x).

iv) d(x, z) = |x− z| = |x− y + y − z| ≤ |x− y|+ |y − z| = d(x, y) + d(y, z).

Observamos que este conceito tem grande importância no estudo das propriedades de

números reais e das funções definidas sobre eles, como, por exemplo, topologia, limite,

cálculo, etc. Podemos generalizar este conceito para conjuntos não-vazios. Vejamos a

definição a seguir.
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1. Espaços Métricos

Definição 1.1. Seja M 6= ∅. Uma métrica em M é uma função d : M ×M → R, que

associa a cada par de elementos x, y ∈M um número real não negativo d(x, y), chamado

de distância de x a y, de modo que para quaisquer x, y, z ∈M , tem-se:

d1) d(x, x) = 0.

d2) Se x 6= y, então d(x, y) > 0.

d3) d(x, y) = d(y, x) (simétrica).

d4) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (desigualdade triangular).

Neste caso, o par (M,d) é chamado Espaço Métrico. Quando não houver confusão

denotaremos o espaço métrico (M,d) apenas por M . A seguir, mostraremos uma forma

equivalente para mostrar que uma função é métrica.

Proposição 1.1. Seja d : M ×M → R, uma função tal que ∀ x, y, z ∈M , tem-se:

i) d(x, y) = 0⇔ x = y;

ii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(z, y).

é uma métrica.

Demonstração. Devemos mostrar que d cumpre os itens da Definição 1.1. Veja que por

definição de d o item (d1) é imediato. Agora, Dividiremos em três itens para mostrar que

d cumpre (d2), (d3) e (d4).

1. Sejam x, y, z ∈ M temos que d(x, z) ≤ d(x, y) + d(z, y). Considere x = z e x 6= y,

de (i) temos que d(x, z) = 0. Ainda,

0 = d(x, z) ≤ d(x, y) + d(x, y) = 2d(x, y)⇒ 0 ≤ d(x, y).

Como x 6= y, então d(x, y) > 0.

2. Se x = y, então d(x, y) = 0. Dáı,

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(z, y) = d(x, x) + d(z, x) = d(z, x)

⇒ d(x, z) ≤ d(z, x), ∀x, z ∈M.

Por outro lado, se y = z,

d(z, x) ≤ d(z, y) + d(x, y) = d(z, z) + d(x, z) = d(x, z)

⇒ d(z, x) ≤ d(x, z), ∀x, z ∈M.

Então, d(x, z) = d(z, x) para todo x, z ∈M .
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1. Espaços Métricos

3. Usando (2), temos que

d(x, z) ≤ d(x, y) +D(z, y) = d(x, y) + d(y, z).

Portanto, d é uma métrica

Dentre vários exemplos de espaços métricos, iremos dar exemplos de apenas cinco,

pois esses serão essenciais para que os estudos posteriores sejam bem compreendidos pelo

leitor. O Exemplo 1.1 será de grande valia para as aplicações que veremos no Caṕıtulo 3

e é uma das métricas mais usuais.

Exemplo 1.1. Pelo que comentamos anteriormente, a função d : R × R → R, definida

por

d(x, y) = |x− y|, ∀ x, y ∈ R,

é uma métrica sobre R, ou seja, (R, d) é um espaço métrico. A métrica é denominada

como métrica usual.

O Exemplo 1.2 é uma generalização do exemplo anterior, veremos as métricas mais

usuais no espaço Rn.

Exemplo 1.2 (Espaço Euclidiano). Dados x, y ∈ Rn, temos que x = (x1, x2, · · · , xn) e

y = (y1, y2, · · · , yn). As funções d, d′, d′′ : Rn × Rn → R definidas por

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 =

[
n∑
i=1

(xi − yi)2
] 1

2

d′(x, y) = |x1 − y1|+ · · ·+ |xn − yn| =
n∑
i=1

|xi − yi|, e

d′(x, y) = max {|x1 − y1|, · · · , |xn − yn|} = max
1≤i≤n

|xi − yi|,

são métricas sobre Rn. As métricas d, d′ e d′′ são bastante usuais, por este motivo não

demonstraremos que satisfazem as condições da Definição 1.1. Mais informações podem

ser encontradas em [11].

Na Seção 1.2 veremos que a métrica induz uma topologia sobre o espaço métrico. A

fim de que entendamos as métricas que serão utilizadas, trazemos o exemplo a seguir.

Além disso, esse exemplo será fundamental para a demonstração do Teorema 2.2.

Exemplo 1.3 (Produto Cartesiano de espaços métricos). Sejam M e N espaços métrico,

cujas métricas indicaremos com o mesmo śımbolo d. O produto cartesiano M × N é,

como conjunto formado pelos pares ordenados z = (x, y), onde x ∈M e y ∈ N . Podemos
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1. Espaços Métricos

adotar o produto M×N de uma métrica, definindo a distância de z = (x, y) a z′ = (x′, y′)

como sendo

d′(z, z′) = d(x, x′) + d(y, y′)

ou

d′′(z, z′) = max
{
d(x, x′), d(y, y′)

}
,

ou então

d(z, z′) =

√
d(x, x′)2 + d(y, y′)2.

O espaço métrico que veremos no Exemplo 1.4, será de suma importância para apli-

carmos o Teorema do Ponto Fixo de Banach ao teorema de existência e unicidade de

soluções para uma equação diferencial ordinária, que se encontra no Caṕıtulo 3, Seção 3.

Exemplo 1.4 (Espaço de Funções). Seja M 6= ∅ um conjunto qualquer. Uma função

f : M → R é dita limitada quando existe uma constante c > 0, tal que |f(x)| ≤ c,

para todo x ∈ M . Considere B(M,R) o conjunto de todas as funções limitadas. Vamos

mostrar que B(M,R) é um espaço métrico com a métrica d definida por

d(f, g) = sup
x∈M
|f(x)− g(x)| (1.1)

para toda função f, g ∈ B(M,R). Primeiramente, note que d está bem definida, pois se

f, g ∈ B(M,R), então existem c1 > 0 e c2 > 2 tais que |f(x)| ≤ c1 e |g(x)| ≤ c2, para

todo x ∈M . Pela desigualdade triangular, temos que:

|f(x)− g(x)| ≤ |f(x)|+ | − g(x)| = |f(x)|+ |g(x)| ≤ c1 + c2.

Logo, (f − g) é limitada, ou seja, (f − g) ∈ B(M,R). Dáı, conclúımos que (1.1) de fato

está bem definida. Usando a proposição 1.1 vamos mostrar que d é métrica.

1. d(f, f) = sup
x∈M
|f(x)− f(x)| = sup

x∈M
0 = 0.

2. Dadas as funções f, g, h ∈M . Temos que

sup
x∈M
|f(x)− h(x)| ≤ sup

x∈M
|f(x)− g(x)|+ sup

x∈M
|g(x)− h(x)|.

Então,

d(f, h) = sup
x∈M
|f(x)− h(x)| ≤ sup

x∈M
|f(x)− g(x)|+ sup

x∈M
|g(x)− h(x)|

= sup
x∈M
|f(x)− g(x)|+ sup

x∈M
|h(x)− g(x)| = d(f, g) + d(h, g).
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Portanto, pela Proposição 1.1 d é métrica, ou seja,

(
B(M,R), d

)
é um espaço métrico.

Gostaŕıamos de comentar que, quando M ⊂ R é compacto e f é cont́ınua, então f

atinge o supremo, ou seja, f tem máximo. Neste caso, a métrica é denominada métrica

da convergência uniforme. Na Seção 1.3 veremos com mais detalhes o porquê esta métrica

é conhecida como métrica da convergência uniforme.

Por fim, é natural pensar se um subconjunto de um espaço métrico é ele mesmo um

espaço métrico e de que forma a métrica se comporta nesse subconjunto. Pois em alguns

casos, necessitamos trabalhar apenas com um subconjunto. Veja o exemplo 1.5 a seguir.

Exemplo 1.5. Se (M,d) um espaço métrico, todo subconjunto pode ser considerado como

espaço métrico, basta considerar a restrição de d a S × S, ou seja a mesma distância de

M será usada entre os elementos de S. Quando isso acontece, chamamos S de subespaço

e a métrica de S chama-se métrica induzida pela de M.

1.2 Bolas e Topologia

Agora veremos de que forma a métrica d induz uma topologia no espaço métrico

(M,d). Para isso, precisamos entender o conceito de Bolas.

Definição 1.2. Sejam a ∈M e r ∈ R tal que r > 0.

i) A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a, r) definida por

B(a, r) =
{
x ∈M ; d(a, x) < r

}
.

ii) A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto B[a, r] definida por

B[a, r] =
{
x ∈M ; d(a, x) ≤ r

}
.

iii) A esfera de centro a e raio r é o conjunto S(a, r) definida por

S(a, r) =
{
x ∈M ; d(a, x) = r

}
.

Vejamos como se comporta a bola em R2 com as métricas vistas no Exemplo 1.2.
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Exemplo 1.6. Vamos considerar o espaço R2 com as métricas do Exemplo1.2. Seja

x = (x1, x2) e y = (y1, y2), temos:

a) d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

b) d′(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|

c) d′(x, y) = max {|x1 − y1|, |x2 − y2|} .

a) Note que u = (x, y) ∈ S(0, 1) em (R, d) implica que d(u, 0) = 1, ou seja,

(x2 + y2)1/2 = 1.

Dáı,

(x, y) ∈ S(0, 1)⇒ x2 + y2 = 1.

Além disso, u ∈ B(0, 1) implica d(u, 0) < 1, isto é,

x2 + y2 < 1.

Assim, B(0, 1) em (R, d) é o interior do ćırculo de centro (0, 0) e raio 1. A esfera

S(0, 1) é a circunferência de centro (0, 0) e raio 1 e S(0, 1) ∪B(0, 1) = B[0, 1]. Veja

a Figura 1.1.

Figura 1.1: Representação gráfica de B[0,1] com a métrica d

b) Agora, u ∈ S(0, 1) em (R, d′) implica d(u, 0) = 1, ou seja,

|x|+ |y| = 1.

Note que neste caso, |x|, |y| < 1. Além disso,

|x|+ |y| = 1⇒ |y| = 1− |x|.
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Logo,

y = 1− |x|, se y ≥ 0,

ou

y = −1 + |x|, se y < 0.

Além disso, u ∈ B(0, 1) implica |y| < 1−|x|. Assim, B(0, 1) é o interior o quadrado

de vértices

A = (1, 0), B = (0, 1), C = (0,−1) e D = (0,−1).

A esfera S(0, 1) são os laos deste quadrado e B[0, 1] = S(0, 1) ∪ B(0, 1). Podemos

observar isso na Figura 1.2.

Figura 1.2: Representação gráfica de B[0,1] com a métrica d′

c) Por fim, u ∈ S(0, 1) implica d′′(u, 0) = 1, ou seja,

max{|x|, |y|} = 1.

Logo,

|x| = 1 e|y| ≤ 1

e

|y| = 1 e |x| ≤ 1.

Assim, B(0, 1) em (R2, d′′) é o quadrado de vértices

A = (1, 1), B = (−1, 1), C = (−1,−1) e D = (1,−1).

A esfera S(0, 1) são os lados desse quadrado e B[0, 1] = S(0, 1) ∪B(0, 1). Note que

B(0, 1) = (−1, 1)× (−1, 1). Veja a Figura 1.3.
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1. Espaços Métricos

Figura 1.3: Representação gráfica de B[0,1] com a métrica d′′

Veja que, a estrutura da bola de um espaço métrico depende diretamente da métrica

adotada nesse espaço.

A seguir, veremos como se comporta a bola no cartesiano de espaços métricos com a

métrica do máximo vista no Exemplo 1.3.

Exemplo 1.7. Sejam (M,d1) e (N, d2) espaços métricos, temos que d3 : M×N → R dada

por d3
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
= max{d1(x1, x2), d2(y1, y2)} é uma métrica em M × N(Veja o

exemplo 1.3). Vamos mostrar que Bd3

(
(x, y), r

)
= Bd1(x, r)×Bd2(y, r), onde r > 0. Com

efeito,

a ∈ Bd1(x, r) ⇐⇒ d1(a, x) < r

b ∈ Bd2(y, r) ⇐⇒ d2(b, y) < r .

Seja c = (x1, y1) ∈ Bd3

(
(x, y), r

)
, onde x1 ∈M e y1 ∈ N . Então,

d3
(
(x1, y1), (x, y)

)
= max{d1(x1, x), d2(y1, y)} < r

⇐⇒ d1(x1, x) < r e d2(y1, y) < r.

Portanto, x1 ∈ Bd1(x, r) e y1 ∈ Bd2(y, r). Com isso mostramos que

Bd3

(
(x, y), r

)
= Bd1(x, r)×Bd2(y, r).

A Definição 1.3 nos ajudará a entender o que significa ser um conjunto aberto em um

espaço métrico.

Definição 1.3. Seja X um subconjunto de M , onde M é um espaço métrico.

i) Um ponto a ∈ X chama-se um ponto interior a X quando é centro de uma bola

aberta contida em X, ou seja, quando existe r > 0 tal que x ∈ B(a, r) ⊂ X, ou,

equivalentemente, d(x, a) < r implica x ∈ X.

20
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ii) Chama-se o interior de X em M ao conjunto intX formado por todos os pontos

interiores a X.

iii) Chama-se a fronteira de X em M ao conjunto ∂X, formado pelos pontos b ∈M tais

que toda bola aberta de centro b contém pelo menos um ponto de X e um ponto do

complementar M −X.

Para que entendamos melhor os conceitos vistos acima, seguiremos com um exemplo

clássico de números reais.

Exemplo 1.8. Consideremos o conjunto Q e o espaço métrico R com a métrica usual.

Temos que intQ = ∅, pois nenhum intervalo aberto é formado apenas por números raci-

onais. Por outro lado, ∂Q = R, pois todo intervalo aberto contém números racionais e

irracionais.

Definição 1.4. Um subconjunto A chama-se aberto em M quando intA = A.

Observação 1.1. Note que um conjunto A ⊂ M é aberto quando todos os seus pontos

são interiores, ou seja, dado x ∈ A, existe r > 0 tal que B(x, r) ⊂ A. Note ainda que,

A ⊂M é aberto se, e somente se, A ∩ ∂A = ∅.

No exemplo a seguir veremos que a bola aberta é um conjunto aberto sobre um espaço

métrico.

Exemplo 1.9. Dado a ∈M e r > 0, tem-se sempre que B(a, r) é um conjunto aberto em

M . De fato, é suficiente mostrar que dado x ∈ B(a, r) existe r > 0 tal que x ∈ B(x, rx) ⊂
B(a, r). Para isso, note que x ∈ B(a, r) implica d(a, x) < r. Seja rx = r − d(x, a) > 0.

Note que B(x, rx) ⊂ B(a, r), pois y ∈ B(x, rx) implica

d(y, a) ≤ d(y, x) + d(x, a) < rx + d(x, a) = r.

Assim, B(x, rx) ⊂ B(a, r), para todo x ∈ B(a, r). Portanto, B(a, r) é aberto em M .

Agora, é posśıvel definirmos conjunto é fechado num espaço métrico . Veja a definição

1.5.

Definição 1.5. Um conjunto F ⊂ M é dito fechado em M quando o seu complementar

é aberto em M .

Veremos que a Bola fechada é um conjunto fechado sobre um espaço métrico.

Exemplo 1.10. Dado a ∈ M e r > 0, a bola B[a, r] é sempre um conjunto fechado em

M . De fato, dado x ∈M−B[a, r] = B[a, r]c, temos que d(a, x) > r. Seja rx = d(a, x)−r.
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Afirmamos que x ∈ B(x, rx) ⊂M −B[a, r], pois dado y ∈ B(x, rx) temos que

d(a, x) ≤ d(a, y) + d(y, x) ⇒ d(a, y) ≥ d(a, x)− d(y, x)

⇒ d(a, y) ≥ d(a, x)− rx = r.

Logo, M −B[a, r] é aberto em M , mostrando que B[a, r] é fechado em M .

Definição 1.6. Seja X um subconjunto de M .

i) Um ponto a ∈M diz-se aderente a X se para todo r > 0 tem-se

B(a, r) ∩X 6= ∅,

ou seja, quando toda vizinhança de a contiver pelo menos um ponto de X

ii) O conjunto de todos os pontos aderentes a X chama-se fecho de X e denota-se por

X.

iii) O subconjunto X chama-se denso em M quando X = M , ou seja, toda bola aberta

em M contém pelo menos um ponto de X, ou ainda, para cada aberto A 6= ∅ em

M , tem-se A ∩X 6= ∅.

Proposição 1.2. Seja F ⊂M , tem-se F = F se, e somente se, F c = M −F é aberto em

M .

Veja que a proposição acima significa que um conjunto F contém todos os seus pontos

aderentes se, e só se, é fechado.

Após as definições e resultados que vimos, somo capazes de entender de que forma a

métrica induz uma topologia sobre um Espaço Métrico. Veja a Proposição 1.3. Para um

estudo mais detalhado sobre espaço topológico veja [15].

Proposição 1.3. Seja M um espaço métrico. Então,

i) ∅ e M são abertos.

ii) Se A1, · · · , An são abertos em M , então A1∩ · · ·∩An é aberto em M . (A interseção

de um número finito de abertos é um conjunto aberto.)

iii) Se {Aλ}λ∈J uma famı́lia qualquer de abertos em M , onde J é um conjunto de ı́ndices,

então
⋃
λ∈J Aλ é aberto em M .(A reunião de uma famı́lia qualquer de conjuntos

abertos é um conjunto aberto.)
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Uma vez que M é um espaço topológico, estudaremos conceitos de continuidade em

espaço métricos, onde veremos propriedades importantes de funções cont́ınuas necessárias

para as demonstrações e aplicações que veremos posteriormente. Então, vamos a definição

de função cont́ınua num espaço métrico.

Definição 1.7. Sejam M e N espaços métricos.

i) Diz-se que a aplicação f : M → N é cont́ınua no ponto a ∈ M quando, dado

qualquer ε > 0 existir um δ = δ(a, ε) > 0 tal que

d(x, a) < δ ⇒ d(f(x), f(a)) < ε.

Diz-se que f : M → N é cont́ınua quando é cont́ınua em todos os pontos a ∈M .

ii) Diz-se que a aplicação f : M → N é uniformemente cont́ınua quando, dado qualquer

ε > 0, existir um δ = δ(ε) > 0 tal que

d(x, y) < δ ⇒ d(f(x), f(y)) < ε,∀x, y ∈M.

Para funções uniformemente cont́ınuas, usaremos o caso em que existe um número

real c > 0 tal que

d(f(y), f(x)) ≤ c · d(y, x),

pois basta tomarmos δ = ε/c e então f é uniformemente cont́ınua.

Observação 1.2. Dizer que f : M → N é cont́ınua no ponto a ∈M é equivalente a dizer

que f transforma todos os pontos da bola B(a, δ) em pontos da bola B(f(a), ε).

Lembre que nosso objetivo nesta seção é trazer conceitos prévios para que os caṕıtulos

seguintes sejam bem compreendidos. Em vista disso, o exemplo 1.11 é importante para

que entendamos as condições exigidas no Teorema do Ponto Fixo de Banach sobre uma

aplicação, que garantem a existência de um único ponto fixo.

Exemplo 1.11. Dada f : M → N , suponhamos que exista uma constante c > 0(chamada

de constante de Lipschitz) tal que

d(f(x), f(y)) ≤ cd(x, y)

para todo x, y ∈ M . Dizemos que f é uma aplicação Lipschitziana. Neste caso, f é

cont́ınua para cada a ∈M . Com efeito, dado ε > 0 tomemos δ = ε/c. Então,

d(x, a) < δ ⇒ d(f(x), f(a)) ≤ cd(x, a) < c · δ = ε.
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Veja que além de ser cont́ınua, a aplicação f é uniformemente cont́ınua. Destacamos que

no Caṕıtulo 2 falaremos de algumas propriedades de uma aplicação ser Lipschitz.

Exemplo 1.12. A própria métrica d : M×M → R é uma função cont́ınua. Se adotarmos

em M ×M a métrica

δ[(x, y), (x′, y′)] = d(x, x′) + d(y, y′),

então

|d(x, y)− d(x′, y′)| = |d(x, y)− d(x′, y) + d(x′, y)− d(x′, y′)

≤ |d(x, y)− d(x′, y)|+ |d(x′, y)− d(x′, y′)|

≤ d(x, x′) + d(y, y′)

= δ[(x, y), (x′, y′)].

Logo, |d(x, x′)+d(y, y′)| ≤ δ[(x, y), (x′, y′)]. Veja que d é Lipschitz, com constante igual 1,

neste caso, chamamos d de contração fraca, veremos isso com mais detalhes no Caṕıtulo

2 Seção 2.4. Por outro lado, se adortamos em M ×M a métrica do máximo, ou seja,

δ[(x, y), (x′, y′)] = max d(x, x′), d(y, y′), obtemos que:

|d(x, x′)− d(y, y′)| = |d(x, y)− d(x′, y) + d(x′, y)− d(x′, y′)

≤ |d(x, y)− d(x′, y)|+ |d(x′, y)− d(x′, y′)|

≤ d(x, x′) + d(y, y′)

≤ 2 max{d(x, x′), d(y, y′)}

= 2δ[(x, y), (x′, y′)]

Portanto, d é Lipschitziana com constante igual a 2. Em ambos os casos, temos que a

métrica d é Lipschitz. Então, d é uniformemente cont́ınua.

1.3 Sequências e Espaços Métricos Completos

O Teorema do Ponto Fixo de Banach se dá em espaço métricos completo, por isso

devemos entender como são esses espaços. Para isso, primeiramente devemos compreender

o conceito de sequências, mais precisamente, sequências de Cauchy. Vamos então ao

conceito de sequência em espaços métricos.

Um sequência em M é uma função

x : N→M,
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onde x(n) ≡ xn. Denotaremos a sequência x por (xn).

Dizemos que uma sequência (xn) converge para um ponto x ∈M quando, dado ε > 0,

existir n0 ∈ N tal que

n > n0 ⇒ d(xn, x) < ε.

Assim, diz-se que x é o limite a sequência (xn) e denota-se

lim
n→∞

xn = x, limxn = x ou xn → x.

Diremos que uma sequência (xn) é convergente em M quando existir x ∈ M tal que

xn → x, com n→∞.

Observação 1.3. Note que se (xn) é uma sequência em M , então fazendo

αn = d(xn, x) ∈ R, ∀n ∈ N,

temos que

xn → x em M ⇐⇒ αn → 0 em R.

Definição 1.8. Uma sequência (xn) em M é dita limitada quando existe c > 0 tal que

d(xm, xn) ≤ c,∀m,n ∈ N.

Proposição 1.4. Seja M um espaço métrico. Então:

i) Toda sequência convergente em M é limitada e seu limite é único.

ii) Se xn → x e yn → y, então d(xn, yn)→ d(x, y).

Uma subsequência da sequência x = (xn) em M é uma restrição da função x : N→ N
a um subconjunto infinito N′ = {n1, · · · , nk, · · · } de N tal que n1 < · · · < nk < · · · .
Escreve-se x′ = (xn)n∈N′ ou (xnk

)n∈N ou simplesmente (xnk
) para denotar a subsequência

formada pela restrição de x a N′.

Proposição 1.5. Se xn → a em M , então toda subsequência de (xn) converge para a em

M

Seguidamente, veremos o importante conceito e conjunto compacto em espaços métricos.

Definição 1.9. Um espaço métrico M é dito compacto se toda sequência em M possui

uma subsequência convergente em M . Um subconjunto K ⊂ M é compacto se toda

sequência em K possui uma subsequência que converge em M para algum elemento de

K.
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Gostaŕıamos de comentar que a definição de conjunto compacto acima chama-se com-

pacidade sequencial. Esta caracterização vale para espaços métricos, mas não vale para

espaços topológicos em geral.

Os conjuntos compactos possuem propriedades importantes, como veremos a seguir.

Proposição 1.6. Todo subconjunto fechado em um espaço métrico compacto é compacto.

Proposição 1.7. Se M é um espaço métrico compacto, então toda aplicação cont́ınua

f : M → N é limitada.

Proposição 1.8. Seja M um espaço métrico e F ⊂M .

i) x ∈ F se, e somente se, existe uma sequência (xn) ⊂ F tal que xn → x em M .

ii) F é fechado se, e somente se, para cada sequência (xn) ⊂ F , com xn → x, tem-se

x ∈ F .

Proposição 1.9. Todo compacto K ⊂M é limitado e fechado em M .

Visto que um de nossos principais objetivos é demonstrar o Teorema do Ponto Fixo

de Banach, as definições e resultados que veremos a seguir são de suma importância para

essa demonstração, uma vez que é através da sequência de iteradas de uma aplicação, que

é de Cauchy (veremos no Caṕıtulo 2) que vamos obter o ponto fixo da aplicação.

Definição 1.10 (Sequência de Cauchy). Uma sequência (xn) num espaço métrico M

chama-se sequência de Cauchy quando, para todo ε > 0 dado, existe n0 ∈ N tal que

m,n > n0 implica d(xn, xm) < ε.

Observe que, uma sequência ser de Cauchy, significa que seus termos vão se aproxi-

mando cada vez mais um do outro à medida que o ı́ndice n cresce. Além disso, toda

subsequência de uma sequência de Cauchy é também de Cauchy.

Lema 1.1. Para que uma sequência (xn) seja de Cauchy, é necessário e suficiente que,

para todo ε > 0 dado, exista n0 ∈ N tal que

n > n0 ⇒ d(xn, xn+p) < ε,

qualquer que seja p ∈ N.

Com efeito, se tomarmos n o mı́nimo entre os números n e m vistos na definição 1.10,

então podemos escrever m = n+ p, p ∈ N. Logo, existe n0 ∈ N tal que

m,n > n0 ⇒ d(xn, xm) < ε.
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Portanto, (xn) é uma sequência de Cauchy. Reciprocamente, sendo (xn) de Cauchy, basta

considerarmos m > n, logo, m = n+ p, para p ∈ N então existe n0 ∈ N, tal que

n > n0 ⇒ d(xn, xn+p) < ε.

Vamos à alguns resultados importantes de sequência de Cauchy para desenvolvermos

nossos estudos nas próximas seções.

Proposição 1.10. i) Toda sequência convergente é de Cauchy.

ii) Toda sequência de Cauchy é limitada.

iii) Uma sequência de Cauchy que possui uma subsequência convergente também é

convergente e converge para o mesmo limite da subsequência.

Exemplo 1.13. i) Nem toda sequência de Cauchy é convergente. De fato, considere

o subespaço Q de R com métrica induzida pela métrica d usual de R. Como Q = R,

existe (xn) ⊂ Q tal que xn →
√

2. Note que (xn) é de Cauchy em R, logo é e Cauchy

em Q, mas converge em R e não converge em Q, pois
√

2 não pertence a Q.

ii) Nem toda sequência limitada é de Cauchy. De fato, a sequência (1,−1, 1,−1, · · · )
em R, com a métrica usual d, é limitada. Porém, d(xn, xn+1) = 2, para todo n ∈ N.

iii) Nem toda sequência que possui uma subsequência convergente é convergente, basta

analisar a sequência tomada no item (ii).

Visto isso, temos uma caracterização por sequência para função cont́ınua e uniforme-

mente cont́ınua. Veja a proposição seguir.

Proposição 1.11. Sejam M e N espaços métricos.

i) Toda aplicação f : M → N é cont́ınua no ponto a ∈M se, e somente se, para toda

sequência (xn) em M , com xn → a em M , tem-se f(xn)→ f(a) em N .

ii) Toda aplicação uniformemente cont́ınua f : M → N transforma sequências de

Cauchy em M em sequências de Cauchy em N .

O resultado a seguir será muito importante para demonstrarmos propriedades de

funções Lipschitz.

Lema 1.2. Sejam xn uma sequência num espaço métrico (M,d) e an uma sequência de

números reais não negativos tais que, para cada n ∈ N, d(xn+1, xn) ≤ an. Se Σan é uma

série convergente então xn é uma sequência de Cauchy.
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Com efeito, por indução mostraremos que para todo p ≥ 2, p ∈ N, temos:

d(xn, xn+p) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xn+(p−1), xn+p) (1.2)

Para p = 2, temos que

d(xn, xn+2) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2)

Suponha que (1.2) é válido para algum p ∈ N, com p ≥ 2. Então,

d(xn, xn+p+1) ≤ d(xn, xn+p) + d(xn+p, xn+p+1)

≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xn−(p−1), xn+p) + d(xn+p, xn+p+1)

Portanto, por indução matemática conclúımos que (1.2) é válida para todo p ≥ 2, com

p ∈ N. Como d(xn+1, xn) ≤ an, então

d(xn, xn+p) ≤ an + an+1 + · · ·+ an+p

Temos que Σan é convergente, então pelo critério de Cauchy para séries (Ver Apêndice A

A.2), temos que para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

|an + an+1 + · · ·+ an+(p−1)| < ε,

para quaisquer n ≥ n0 e p ∈ N. Portanto, pelo Lema 1.1, a sequência (xn) é de Cauchy.

Lembre que, o teorema mais importante deste trabalho é válido em espaços métricos

completos, sendo assim, vamos a sua definição.

Definição 1.11 (Espaço Métrico Completo). Um espaço métrico M é dito completo

quando toda sequência de Cauchy em M é convergente em M .

Na proposição a seguir veremos que sob certas condições temos que um subconjunto

pode ser completo num espaço completo.

Proposição 1.12. Todo subespaço fechado A ⊂ M em um espaço métrico M completo

é completo com a métrica induzida.

Exemplo 1.14. A reta é um espaço métrico completo. Pois toda sequência de Cauchy

em R é convergente.

Exemplo 1.15. O conjunto dos números racionais não é completo. Basta voltarmos ao

Exemplo 1.13, onde obtemos uma sequência de Cauchy que converge para
√

2 em R, isto

é, a sequência não converge em Q.
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O Exemplo 1.16 a seguir, será de grande uso para demonstrarmos o teorema de

existência e unicidade de solução para o problema de Cauchy (veremos isso detalhada-

mente no Caṕıtulo 3, de aplicações). Por isso, pedimos ao leitor que se atente um pouco

mais a este Exemplo.

Exemplo 1.16 (Espaço de Funções). Como vimos no Exemplo 1.4 o conjunto B(M,R)

é um espaço métrico. Considere C0 = C0(X,R) o conjunto as funções cont́ınuas, onde

X ⊂ R é compacto. Então, pelo Exemplo 1.4, o par (C0, d), onde

d(f, g) = sup
t∈X
|f(t)− g(t)|,

com f, g ∈ C0 é um espaço métrico. Note que f atinge seu máximo em X. Logo, a

métrica d será definida como

d(f, g) = max
t∈X
|f(t)− g(t)|.

Vamos mostrar que (C0, d) é um espaço métrico completo. Para isso, devemos provar que

dada uma sequência (fn) de Cauchy em C0 tem-se f ∈ C0 tal que fn → f em C0. Com

efeito, seja fn de Cauchy em C0, isto é, existe n0 ∈ N tal que

m,n > n0 ⇒ d(fm, fn) < ε.

Então,

m,n > n0 ⇒ max
t∈X
|fm(t)− fn(t)| < ε⇒ |fm(t)− fn(t)| < ε, ∀t ∈ X.

Assim, fixado t ∈ X, temos que a sequência (fm(t)) é de Cauchy em R. Como R é

completo, então existe o limite

lim
m→∞

fm(t).

Considere a função f : X → R dada por

f(t) = lim
m→∞

fm(t).

Veja que f está bem definida, pois para cada t ∈ X o limm→∞ fm(t) existe e é único.

Tendo que fm → f pontualmente em X e (fn) de Cauchy em C0, então pelo Teorema A.3

(Ver Apêndice A), fn → f uniformemente em X. Portanto, (C0, d) é um espaço métrico

completo. Sabendo que o conjunto [a, b] é compacto na reta, o conjunto C0([a, b],R) é

também um espaço métrico completo. Veremos este caso mais adiante na demonstração

do Teorema de Picard-Lindelöf.
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Caṕıtulo 2

O Teorema do Ponto Fixo de Banach

e Extensões

Estudaremos, neste caṕıtulo, teoremas de ponto fixo, mais precisamente, o Teorema do

Ponto Fixo de Banach que se dá em espaços métricos completos e uma extensão dele que

se aplica em espaços métricos compactos. Para isto, começaremos fazendo um estudo de

ponto fixo e método iterativo. Em seguida aprofundaremos nosso estudos sobre aplicações

Lipschitz, mais especificamente aplicações ditas Contrações.

2.1 Ponto Fixo e Método Iterativo

Como já mencionamos, o estudo de ponto fixo é de grande importância para encon-

trar soluções de uma dada equação. Em vista disso, estudar teoremas de pontos fixos é

de grande valia para alguns problemas matemáticos. Lembre que o ponto que satisfaz

a equação T (x) = x com T : M → M é chamado ponto fixo de T e esta equação é

denominada equação de ponto fixo.

Vejamos agora alguns exemplos de teoremas de ponto fixo.

Exemplo 2.1 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Se B = B[0; 1] é a bola unitária

fechada do espaço Rn, então toda aplicação cont́ınua f : B → B possui pelo menos um

ponto fixo x ∈ B. Vejamos o caso em que n = 1:

Seja f : [0, 1] → [0, 1]. Consideremos ϕ : [0, 1] → R, definida por ϕ(x) = f(x) − x. Note

que ϕ é cont́ınua.

Como 0 ≤ f(x) ≤ 1, para todo x ∈ [0, 1], então

ϕ(0) = f(0) ≥ 0 e ϕ(1) = f(1)− 1 ≤ 0.
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2. O Teorema do Ponto Fixo de Banach e Extensões

Pelo Teorema do Valor Intermediário, existe x ∈ [0, 1] tal que ϕ(x) = 0, ou seja, f(x) = x.

Exemplo 2.2 (Teorema Ponto Fixo de Schauder). Se X é um subconjunto convexo e

compacto de um espaço de Banach, então toda função cont́ınua (na topologia da norma)

de X em X tem um ponto fixo, não necessariamente único.

Exemplo 2.3 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja M um espaço métrico completo,

então toda contração f : M →M possui um único ponto fixo em M .

Neste caṕıtulo, estudaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, que sob certas

condições para a aplicação T , garante existência e unicidade de ponto fixo, e que além de

garantir um único ponto fixo, fornece um método iterativo aproximativo para encontrar

este ponto fixo. Veja o método a seguir.

Seja M um espaço métrico e uma aplicação T : M →M . Como T (M) ⊂M , podemos

considerar as aplicações iteradas

T 1 = T, T 2 = T ◦ T 1, T 3 = T ◦ T 2 = T ◦ T ◦ T.

Assim, definimos indutivamente

T 0 = id|M , T n+1 = T ◦ T n, com n ∈ N.

As leis de expoentes usuais valem para as iteradas, ou seja,

(Tm)n ◦ T p = T nm+p (2.1)

para quaisquer m,n, p ∈ N. De fato, por indução mostraremos primeiramente que para

todo n,m ∈ N, temos

(Tm)n = Tmn. (2.2)

Basta fazermos indução sobre n. Para n = 1 a igualdade (2.2) é imediato. Suponha que

(2.2) é válido para algum n ∈ N. Então,

(Tm)n+1 = Tmn ◦ T =
(2.2)
= Tmn ◦ T = Tmn+1.

Portanto, para todo mn ∈ N tem-se (Tm)n = Tmn.

Agora, por indução matemática mostraremos que (2.1) de fato é válido para todo m,n, p ∈
N. Faremos indução em p. Para p = 1 temos

(Tm)n ◦ T = Tmn ◦ T = Tmn+1.

Suponha que (2.1) é válido para algum p ∈ N. Então,
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2. O Teorema do Ponto Fixo de Banach e Extensões

(Tm)n ◦ T p+1 = Tmn ◦ T p ◦ T = Tmnp+1.

o que conclui a indução.

Portanto, conclúımos que para todo n,m ∈ N tem-se

(Tm)n ◦ T p = T nm+p.

Definimos também, as iteradas de um ponto x ∈M , ou seja, a sequência

x0 = T 0(x0), x1 = T (x0) = T 1(x0), x2 = T (T (x0)) = T 2(x0)

e assim por diante, definida indutivamente por

x1 = T (x0) e xn+1 = T (xn) = T n+1(x0), para n ∈ N.

Pode ocorrer que a sequência de iteradas

xn+1 = T (xn)

convirja a um ponto a ∈ M . Neste caso, se a aplicação T : M → M é cont́ınua, então

necessariamente a é um ponto fixo de T , pois

a = limxn+1 = limT (xn) = T (limxn) = T (a).

O método desenvolvido acima, é denominado por Método Iterativo ou Aproximações

Sucessivas. Gostaŕıamos de ressaltar que a partir daqui, a sequência (xn) será a sequência

de iteradas de uma aplicação T .

2.2 Contrações em Espaços Métricos

Como vimos anteriormente, uma aplicação T : M → N , com M e N espaços métricos,

é dita Lipschitziana em M, se para todo x, y ∈M existir c > 0 tal que

d(T (x), T (y)) ≤ cd(x, y).

Denotaremos por L o conjunto

L = {c > 0; d(T (x), T (y)) ≤ cd(x, y)},
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2. O Teorema do Ponto Fixo de Banach e Extensões

e por Lip T o ı́nfimo de L, ou seja, o ı́nfimo das contantes de Lipschitz. Temos que

Lip T é uma constante de Lipschitz. De fato, veja que existe inf L, pois L é limitado

inferiormente. Ainda, existe cn ∈ L tal que cn → Lip T = inf L, ou seja,

d(T (x), T (y)) ≤ cnd(x, y).

Fazendo n→∞, temos que

d(T (x), T (y)) ≤ Lip Td(x, y), ∀x, y ∈M.

Portanto, Lip T é uma constante de Lipschitz.

Vejamos algumas implicações de T ser Lipschitziana. Os lemas 2.3 e 2.1 serão fun-

damentais para a demonstração do Teorema do Ponto Fixo de Banach, uma vez que a

aplicação no qual vamos encontrar o ponto fixo é Lipschitziana.

Lema 2.1. Seja T : M → M uma aplicação Lipschitziana com Lip T = λ no espaço

métrico (M,d). Então,

d(xn+1, xn) ≤ λnd(x1, x0).

Com efeito, seja xn = T n(x0), com x0 ∈M fixado. Por indução mostraremos que

d(xn+1, xn) ≤ λnd(x1, x0) (2.3)

Veja que quando n = 1, a desigualdade (2.3) é válida. De fato,

d(x2, x1) = d(T (x1), T (x0)) ≤ λd(x1, x0).

Suponha que a desigualdade (2.3) é válida para algum n ∈ N. Assim,

d(xn+2, xn+1) = d
(
T (xn+1), T (xn)

)
≤ λd(xn+1, xn) ≤ λ · λnd(x1, x0) = λn+1d(x1, x0)

Portanto, por indução matemática, conclúımos que para todo n ∈ N tem-se

d(xn+1, xn) ≤ λnd(x1, x0).

Lembre que no Exemplo 1.12, vimos um exemplo interessante de aplicação Lipschit-

ziana, as chamadas contrações.

Definição 2.1. Uma aplicação T : M → N , chama-se contração quando λ = Lip T < 1,
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2. O Teorema do Ponto Fixo de Banach e Extensões

neste caso λ é chamado de constante de contração, isto é,

d(T (x), T (y)) ≤ λd(x, y), ∀x, y ∈M.

A seguinte propriedade é muito importante para que mostremos a existência de ponto

fixo e a convergência da sequência de iteradas para este ponto fixo no Teorema do Ponto

Fixo de Banach.

Lema 2.2. Se a aplicação T : M →M é contração, então xn é uma sequência de Cauchy.

Com efeito, por T ser contração existe λ > 0 tal que

d(xn+1, xn) ≤ λnd(x1, x0).

Isto resulta do Lema 2.1. Tendo que

∞∑
i=0

λi =
1

1− λ
.

Ou seja, Σλi é convergente. Então, pelo lema 1.2 a sequência (xn) é de Cauchy.

Vejamos agora a definição de uma aplicação Lipschitziana em relação à segunda

variável que será essencial para entendermos as condições do Teorema de Existência e

unicidade de solução para o problema de Cauchy.

Definição 2.2 (Aplicação Lipschitziana em relação à segunda variável). Uma aplicação

f : U ⊂ R× R→ R é lipschitziana em relação à segunda variável se existe c > 0 tal que

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ c · |y1 − y2|, ∀(x, y1), (x, y2) ∈ U

Para que um aplicação seja Lipschitz em relação a uma variável, basta que a derivada

parcial nesta variável seja limitada.

Lema 2.3. Seja f : U ⊂ R × R → R tal que a derivada parcial
∂f

∂x
: U ⊂ R × R → R

seja limitada. Então, f é Lipschitziana em relação à segunda variável.

Com efeito, se a derivada parcial
∂f

∂x
é limitada, então existe K > 0 tal que

∣∣∣∣∂f∂x (t, x)

∣∣∣∣ ≤ K, ∀(t, x) ∈ U. (2.4)

Fixado t ∈ R, a função ϕ : At ⊂ R→ R dada por

ϕ(x) = f(t, x), x ∈ At,
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é derivável e

ϕ′(x) =
∂f

∂x
(t, x).

Assim, dados x, y ∈ R, com x < y, pelo Teorema do Valor Médio, existe c ∈ (x, y) tal que

ϕ(y)− ϕ(x) = ϕ′(c)(y − x) =
∂f

∂x
(t, c) · (x− y)

Logo,

|f(t, y)− f(t, x)| ≤
∣∣∣∣∂f∂x (t, c)

∣∣∣∣ · |x− y| ≤ K|x− y|, ∀(t, y), (t, x) ∈ U.

Portanto, f é Lipschitziana em relação à segunda variável.

2.3 Teorema do Ponto Fixo de Banach

O Teorema do Ponto Fixo de Banach é um dos mais importantes teoremas de ponto

fixo, pois além de garantir um único ponto fixo para uma aplicação, fornece um método

para encontrar este ponto. Vale destacar que este método é muito eficiente e veremos isso

mais adiante. Por estes motivos, escolhemos este teorema, pois nas aplicações também

é interessante encontrar o ponto fixo, como veremos no Caṕıtulo 3. Por praticidade,

denotaremos por XT o conjunto e pontos fixos de uma aplicação T , ou seja,

XT = {x ∈M ;T (x) = x}

Exemplo 2.4. Ser uma aplicação Lipschitziana não implica em ser contração. Seja

f : R → R, definida por f(x) = 2x e R dotado da métrica usual. Temos que f é

Lipschitziana. De fato, d(f(x), f(y)) = |2x− 2y| = 2|x− y| = 2d(x, y), logo LipT = 2, o

que implica em T não ser contração, pois devemos ter LipT < 1.

Lema 2.4. Seja T : M → M uma contração. Então, XT é um conjunto unitário ou

XT = ∅.

Com efeito, suponha que XT 6= ∅. Então, existe x ∈ XT , onde T (x) = x. Mostraremos

que neste caso, XT é unitário. Considere x, x′ ∈ XT , onde x 6= x′. Dáı, de T ser contração,

temos que:

d(x, x′) = d(T (x), T (x′)) ≤ λd(x, x′)

⇒ d(x, x′)− λd(x, x′) ≤ 0

⇒ (1− λ)d(x, x′) ≤ 0.
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Como λ < 1, então

d(x, x′) = 0⇒ x = x′.

Portanto, XT = {x}, ou seja XT é unitário. Logo, devemos ter XT = ∅ ou XT unitário.

A seguir, veremos um exemplo onde uma aplicação é contração e XT = ∅.

Exemplo 2.5. Seja T (0, 1]→ (0, 1], dada por T (x) =
x

2
. A aplicação T é contração. De

fato,

d(T (x), T (y)) =

∣∣∣∣x2 − y

2

∣∣∣∣ =
1

2
|x− y| = 1

2
d(x, y).

A equação T (x) = x não possui solução em (0, 1], pois,

T (x) = x ⇐⇒ x

2
= 0 ⇐⇒ x = 0.

Agora, veremos condições necessárias para que uma contração tenha um único ponto

fixo.

Proposição 2.1. Seja M um espaço métrico completo e T : M → M . Se T é contração

em M , então XT é unitário.

Demonstração. Como T é contração em M , pelo Lema 2.2 (xn) é de Cauchy. Mas, M é

completo, então (xn) é convergente, digamos que xn → a, com a ∈ M . Temos que T é

cont́ınua, então

a = limxn = limT (xn+1) = T (limxn−1) = T (a),

ou seja, a é ponto fixo de T . Pelo lema 2.4, devemos ter que a é o único ponto fixo de

T .

Observe que a proposição acima ainda é válida para quando T está definida em um

fechado F ⊂M , pois, pela Proposição 1.12 F é completo.

Com as proposições anteriores podemos então enunciar o importante Teorema do Ponto

Fixo de Banach.

Teorema 2.1 (Ponto Fixo de Banach). Seja M um conjunto dotado de uma métrica

d e suponha M completo em relação a d. Seja A um subconjunto fechado de M e seja

T : A → A uma função de A em A. Vamos então supor que exista um número q com

0 ≤ q < 1 tal que para todos os pontos x, y ∈ A valha

d(T (x), T (y)) ≤ qd(x, y). (2.5)

Então, a equação de ponto fixo

x = T (x). (2.6)
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tem solução em A e essa solução é única. Além disso, para qualquer x0 ∈ A, a sequência

xn = T (xn−1), n ≥ 1, obtida aplicando-se repetidamente T a partir de x0, converge

(rapidamente) ao ponto fixo x na métrica d. A saber, tem-se que

d(xn, x) ≤ qn

1− q
d(x1, x0). (2.7)

Observação 2.1. Para obtermos (2.7) basta observamos que do Lema 2.1 temos que

d(xn, xn+p) ≤ λnd(x0, x1). Do Lema 1.2 temos que

d(xn, xn+p) ≤ (λn + λn+1 + · · ·+ λn+(p−1))d(x0, x1).

Dáı, obtemos que d(xn, xn+p) ≤ λn(1 + λ+ · · ·+ λ(p−1))d(x0, x1).

No contexto de Sistemas Dinâmicos [14], temos que o ponto fixo a ∈ M obtido no

Teorema do Ponto Fixo de Banach é um ponto atrator, isto significa que a sequência (xn)

converge para o ponto fixo partindo de qualquer x0 ∈ M . Temos que, pontos atratores

de aplicações cont́ınuas são necessariamente fixos.

2.4 Contratividade Fraca Estrita

No teorema do Ponto Fixo de Banach é de grande importância que T satisfaça a

seguinte condição:

d(T (x), T (y)) ≤ qd(x, y) (2.8)

para que seus resultados sejam garantidos.

Quando uma aplicação T : M →M cumpre a desigualdade (2.9)

d(T (x), T (y)) < d(x, y) (2.9)

então, dizemos que T é contração fraca estrita.

Analisemos um exemplo onde uma aplicação é contração fraca estrita mas não tem

ponto fixo.

Exemplo 2.6. Seja M = [1,+∞) com a métrica usual d(x, y) = |x−y| e seja T : M →M

dada por T (x) = x+ x−1. Então vale para todo x, y ∈M, x 6= y,

d(T (x), T (y)) < d(x, y). (2.10)
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De fato, para 1 ≤ x < y,

T (x)− T (y)
T.F.C

=

∫ y

x

T ′(t)dt =

∫ y

x

(
1− 1

t2

)
dt.

Observe que para t ≥ 1, tem-se 1 − t−2 < 1. Logo, como T é cont́ınua pela Proposição

A.1, tem-se ∫ y

x

(
1− 1

t2

)
dt <

∫ y

x

dt = y − x,

ou seja,

|T (x)− T (y)| < |x− y|.

Logo, T é contração fraca estrita. Note que T (x) = x+x−1 não possui ponto fixo. De

fato,

x− x−1 = x ⇒ x−1 = 0.

Portanto, vemos que resultados análogos ao Teorema do Ponto Fixo de Banach não são

alcançados quando λ = 1.

No entanto, em espaços métricos compactos, a condição de contração pode ser enfra-

quecida para λ < 1 mantendo ainda a existência e unicidade de ponto fixo. Como veremos

no teorema a seguir. O seguinte teorema é devido a Edelstein [6].

Teorema 2.2 (Edelstein). Seja M um conjunto dotado de uma métrica d. Seja A ⊂ M

compacto (na topologia induzida em M pela métrica d) e seja T : A→ A uma função de

A em A. Suponha que valha a condição

d(T (x), T (y)) < d(x, y), (2.11)

para quaisquer x, y ∈ A, com x 6= y. Então, a equação de ponto fixo x = T (x) tem

solução em A e essa solução é única. Além disso, limxnk
= x, com (xnk

) ⊂ (xn), onde

xn = T nx0.

Demonstração. Começaremos mostrando que se T possui ponto fixo, ele é único. De fato,

sejam x, y ∈ A, tais que T (x) = x e T (y) = y, com x 6= y. Então, temos que

d(x, y) = d(T (x), T (y)) < d(x, y)

o que é um absurdo, logo x = y.

Agora, mostraremos que aplicação T possui ponto fixo. Como A é compacto, com

x0 ∈ A, a sequência xn = T n(x0), possui uma subsequência convergente, digamos ao
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ponto x∗, ou seja, xnk
→ x∗. Vamos mostrar que T (x∗) = x∗. Para isso, por contradição

suponha que T (x∗) 6= x∗.

Seja xnk
∈ A, com k ∈ N, onde xnk

→ x∗. Então, para todo ε > 0, existe K(ε) tal que

para k ≥ K(ε) tem-se

d(xnk
, x∗) ≤ ε.

De (2.11), obtemos que , d(T (xnk
), T (x∗)) ≤ d(xnk

, x∗), com a igualdade sendo satisfeita

quando xnk
= x∗, pois teŕıamos d(xnk

, x∗) = 0, o que implicaria d(T (xnk
), T (x∗)) = 0,

pois a métrica é sempre positiva ou igual a zero.

Temos que xnk
→ x∗ implica (xnk

, T (xnk
))→ (x∗, T (x∗)), em A2 ≡ A×A com métrica

do máximo (denotaremos por d′ quando estivermos usando a métrica do máximo).

Seguidamente, definiremos uma função limitada superiormente numa bola compacta,

que será de grande importância para mostrarmos que lim
k→∞

d(xnk
, T (xnk

)) = 0.

Seja D := {(x, x), x ∈ A} ⊂ A2, considere a função F : A2\D → [0,∞), dada por

F (x, y) =
d
(
T (x), T (y))

d(x, y)
.

No Exemplo 1.12 vimos que a métrica d é cont́ınua. Então, a função composta d ◦ T
é cont́ınua, uma vez que T é contração. Tendo que F é dada por um quociente de

funções cont́ınuas, então a função F é cont́ınua em A2\D. Veja que F (x, y) < 1, pois

d(T (x), T (y)) < d(x, y).

Por hipótese, T (x∗) 6= x∗, então o par (x∗, T (x∗)) /∈ D e, portanto F (x∗, T (x∗)) está

bem definida. Temos ainda que d′ ((x∗, T (x∗), D) > 0. Sendo assim, existe r > 0 onde a

bola fechada Br = Br((x∗, T (x∗))) em A× A é tal que Br ∩D 6= ∅. Como Br é fechado

em A× A , pela Proposição 1.6 temos que Br é compacto.

Como F é cont́ınua, pelo Teorema ?? a função F atinge um valor máximo q em

Br((x∗, T (x∗))). Mas, F (x, y) < 1 para todo (x, y) ∈ A2\D, então devemos ter q < 1.

Logo, para todo (x, y) ∈ Br((x∗, T (x∗)) tem-se

d(T (x), T (y)) ≤ qd(x, y). (2.12)

Temos que (xnk
, T (xnk

)) convergir para (x∗, T (x∗)) em A × A, significa dizer que

todos os termos da sequência (xnk
, T (xnk

)) a medida que k cresce estão arbitrariamente

próximos de (x∗, T (x∗)). Com isso, conclúımos que para todo l suficientemente grande,

digamos l ≥ L, vale que (xnl
, T (xnl

)) ∈ Br((x∗, T (x∗))). Assim,

d(T (xnl
), T (T (xnl

))) ≤ qd((xnl
, T (xnl

)). (2.13)
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Lembre que xn = T n(x0) = T (xn−1), dáı

d(T (xnl
), T (T (xnl

))) = d(xnl+1, xnl+2) ≤ qd(xnl
, xnl+1). (2.14)

Temos também que

d(xn(l+1)
, T (xn(l+1)

)) = d(T n(l+1)(x0), T
n(l+1)+1(x0)) (2.15)

Tendo que nl < nl+1 e nl < nl+1, obtemos que nl+1 < nl+1, pois caso contrário teŕıamos

nl < n(l+1) < nl + 1, mas não existe um natural entre nl + 1 e nl. Logo, podemos escrever

nl+1 = nl + 1 + p, p ∈ N.

Com isso, voltando equação (2.15) obtemos que

d(T n(l+1)(x0), T
n(l+1)+1(x0)) = d(T nl+1+p(x0), T

nl+2+p(x0)).

Dáı, como T é contração fraca estrita, aplicando este fato p vezes, obtemos que

d(xnl+1
, T (xnl+1

)) = d(T nl+1+p(x0), T
nl+2+p(x0))

≤ d(T nl+1+(p−1)(x0), T
nl+2+(p−1)(x0))

...

≤ d(T nl+1+p−(p−1)(x0), T
nl+2+p−(p−1)(x0))

≤ d(T nl+1(x0), T
nl+2(x0))

= d(xnl+1, xnl+2)

Mas, de (2.14) obtemos que:

d(xnl+1, xnl+2) ≤ qd(xnl
, xnl+1) = qd(xnl

, T (xnl
)).

Portanto,

d(xn(l+1)
, T (xn(l+1)

)) ≤ qd(xnl
, T (xnl

)), ∀l ≥ L. (2.16)

Diante disso, mostraremos por indução que

d(xnk
, T (xnk

) ≤ qk−ld(xnl
, T (xnl

)), ∀k ≥ l ≥ L. (2.17)

De fato, como k ≥ l, escrevamos k = l + p com p ∈ N. Para p = 1, temos que é válido,

basta ver a equação (2.16). Agora, suponha que a desigualdade (2.17) é vália para algum
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p ∈ N. Então,

d(xnk+1
, T (xnk+1

)) = d(xn(l+p+1)
, T (xn(l+p+1)

))

≤ qd(xn(l+p)
, xn(l+p+1)

) = qd(xnk
, xn(k+1)

)

= qd(xnk
, T (xnk

))
(2.17)

≤ qk+1−ld(xnl
, T (xnl

)).

Logo, por indução conclúımos que para todo k ≥ l ≥ L, vale

d ((xnk
, T (xnk

)) ≤ qk−ld(xnl
, T (xnl

)).

Fixando l, temos que lim
k→∞

d(xnk
, T (xnk

) = 0, pois q < 1.

Lembre que para todo ε > 0 existe K(ε) tal que para k ≥ K(ε) temos d(xnk
, x∗) ≤ ε.

Tomando ε = r0 := d(T (x∗), x∗))/3, temos qe para todo k ≥ K(r0) vale

d(x∗, xnk
) ≤ r0.

Usando a desigualdade triangular e

3r0 = d(T (x∗), x∗) ≤ d(T (x∗), T (xnk
)) + d(T (xnk

), x∗)

≤ d(T (x∗), T (xnk
)) + d(T (xnk

), xnk
) + d(xnk

, x∗)
(2.11)

≤ 2d(xnk
, x∗) + d(T (xnk

), xnk
)

≤ 2r0 + d(T (xnk
), xnk

)

Portanto, r0 ≤ d(T (xnk
, xnk

). Logo, para todo k ≥ K(r0), temos

d(T (x∗), x∗)) ≤ 3d(T (xnk
, xnk

)

Mas, lim
k→∞

d(xnk
, T (xnk

) = 0, o que implica T (x∗) = x∗. Contradição. Portanto, temos

que xnk
→ x∗ implica em T (x∗) = x∗, ou seja, existe um único ponto fixo x∗ de T .

Observação 2.2. O Teorema 2.2 será muito importante nas aplicações que veremos no

Caṕıtulo 3. Além disso, temos que existe n0 ∈ N, tal que n ≥ n0 tem-se xn → x∗. Com

efeito, para todo ε > 0, existe K(ε) tal que k ≥ K(ε) tem-se

d(x∗, xnk
) ≤ ε.
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Se m é qualquer inteiro positivo maior que nk, ou seja, m = nk + q, com q ∈ N, então

d(x∗, T
m(x0)) = d(T q(x∗), T

nk+q(x0))

= d(T q(x∗), T
q(T nk(x0)))

< d(x∗, T
nk(x0)) ≤ ε.

Portanto, Tm(x0)→ x∗.

2.5 Potências Contrativas

Nesta seção veremos que não necessariamente devemos ter que uma aplicação T :

M →M seja contração num espaço métrico completo para garantir que T tem um único

ponto fixo, basta que uma de suas iteradas seja.

Proposição 2.2. Seja M um conjunto dotado de uma métrica d e suponha M completo

em relação a d. Seja A ⊂ M fechado e seja T : A → A. Suponha que exista m ∈ N tal

que Tm seja uma contração, cujo único ponto fixo é x0 ∈ A (a existência e a unicidade

de x0 são garantidas pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach). Então, T tem um único

ponto fixo, a saber, o mesmo x0.

Demonstração. Vamos mostrar que XT = XTm = {x0}. Seja x0 = Tm(x0), temos

T (x0) = Tm+1(x0) = Tm(T (x0)
)
.

Isso nos diz que T (x0) é ponto fixo de Tm. Mas, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach,

x0 é único. Logo T (x) = x,ou seja x é o ponto fixo de T . Agora vamos mostrar a unicidade

de x0. Suponha que y ∈ XT , dáı, y = T (y) = T 2(y) = · · · = Tm(y). Então y é ponto fixo

de Tm. Logo, y = x0, portanto x0 é único.

A proposição anterior, é de grande valia para demonstrarmos o teorema de existência

e unicidade de solução para uma equação diferencial, que será visto no Caṕıtulo 3. Pois,

lá teremos que um iterada de uma aplicação seja contração.

Ainda, para espaços métricos compactos conseguimos condições de que se uma iterada

da aplicação T é contração fraca estrita, então T tem um único ponto fixo. Vejamos a

proposição a seguir.

Proposição 2.3. Seja M um conjunto dotado de uma métrica d. Seja A ⊂M compacto

(na topologia induzida em M pela métrica d) e seja T : A → A. Suponha que exista

m ∈ N tal que

d(Tm(x), Tm(y)) < d(x, y),
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para quaisquer x, y ∈ A, com x 6= y. Seja ainda x0 ∈ A o único ponto fixo de Tm (a

existência e a unicidade de x0 são garantidas pelo Teorema 2.2 ). Então, T tem um único

ponto fixo, a saber, o mesmo x0.

Demonstração. Pelo Teorema 2.2 temos que Tm possui um único ponto fixo, digamos x0.

Mostraremos que T (x0) = x0, ou seja, que x0 é também ponto fixo de T . De fato,

T (x0) = Tm+1(x0) = Tm(T (x0)
)
.

Isso implica que T (x0) é ponto fixo de Tm, mas Tm possui um único ponto fixo, então

T (x0) = x0. Afirmamos que x0 é o único ponto fixo de T , pois, suponha que exista

y0 ∈ XT , onde y0 6= x0 então

d(x0, y0) = d(T (x0), T (y0)) < d(x0, y0),

o que é um absurdo, Logo, devemos ter y0 = x0.

Queremos comentar que a Proposição 2.3 não será usada nas aplicações, mas a trou-

xemos com o objetivo de curiosidade por não ser um resultado muito conhecido.
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Caṕıtulo 3

Aplicações

Este caṕıtulo é a principal contribuição deste trabalho e conclusão de curso. Nele

veremos algumas aplicações do Teorema do Ponto Fixo de Banach. Primeiramente, estu-

daremos equações numéricas transformando o problema de encontrar soluções deste tipo

de equação em um problema de ponto fixo. Ainda neste aplicação, daremos condições

suficientes para o estudo do conhecido Método de Newton sob a luz do Teorema do Ponto

Fixo de Banach. Posteriormente, estudaremos os pontos de equiĺıbrio da importante

evolução do Mapa Loǵıstico de May (Ver [13]). Por fim, vamos demonstrar o famoso

teorema sobre existência e unicidade de soluções de uma EDO no plano, conhecido como

o Teorema de Picard.

3.1 Equações Numéricas e o Método de Newton

Como vimos no inicio o Caṕıtulo 2, pontos fixos são muito úteis para encontrar soluções

de equações do tipo

f(x) = b. (3.1)

Lembre que, resolver (3.1) equivale a encontrar solução para

ϕ(x) = x. (3.2)

Em tal caso, vemos que é indicado usar teoremas de ponto fixo para resolver equações do

tipo (3.1), por isso, veremos que o Teorema do Ponto Fixo de Banach é muito útil para

encontrar solução de uma equação numérica.

Para um exemplo, considere a função f : R → R dada por f(x) = λ cosx − x, onde

0 < λ < 1. Suponhamos que nosso interesse é encontrar x ∈ R tal que f(x) = 0, ou

seja, encontrar solução de (3.1) para o caso onde b = 0. Note que encontrar essa solução
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equivale a resolver a equação

x = λcos(x). (3.3)

Definamos a aplicação T : R→ R dada por T (x) = λcos(x) e adotemos a métrica usual da

reta, na qual R é completo. Vamos mostrar que T é uma contração, para então aplicarmos

o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Com efeito, para x, y ∈ R, tem-se

d(T (x), T (y)) = λ|cos(x)− cos(y)| T.F.C= λ
∣∣∣ ∫ y

x

sin tdt
∣∣∣

≤ λ|x− y| = λd(x, y),

em razão de | sin t| ≤ 1, para todo t ∈ R. Portanto, T é uma contração com Lip T = λ.

Ainda, seja xn = T n(x0), com x0 ∈ R fixado. Tem-se que

xn = λcos

(
λcos

(
λcos

(
· · ·λcos(x0) · · ·

)))
.

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, garantimos que a sequência (xn) converge para

um ponto x e T (x) = x. É claro que x depende da constante λ. Na Tabela 3.1 podemos

ver as iteradas de T com λ = x0 = 0, 5.

Tabela 3.1:
T (x) = 0.5 cosx

x0 = T 0(x0) = 0, 5
x1 = T 1(x0) = 0, 438791281
x2 = T 2(x0) = 0, 452632922
x3 = T 3(x0) = 0, 449649376
x4 = T 4(x0) = 0, 450299778
x5 = T 5(x0) = 0, 450158334
x6 = T 6(x0) = 0, 450189111
x7 = T 7(x0) = 0, 450182415
x8 = T 8(x0) = 0, 450183872
x9 = T 9(x0) = 0, 450183555
x10 = T 10(x0) = 0, 450183624
x11 = T 11(x0) = 0, 450183609
x12 = T 12(x0) = 0, 450183612
x13 = T 13(x0) = 0, 450183611
x14 = T 14(x0) = 0, 450183611
x15 = T 15(x0) = 0, 450183611

Fonte: Da Autora (2019).

Observe que, fixado x0 = 0, 5, com 15 iterações pode-se notar que os valores das iteradas

de T se aproximam do valor 0, 450183611, ou seja, T = λ cos possui um único ponto fixo

x ≈ 0, 450183611. Graficamente, veja a Figura 3.1, podemos observar também que a

equação (3.3) de fato possui um único ponto fixo, o qual é a interseção da reta y = x com
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o gráfico de T , onde ponto de interseção é (0, 450183611, 0, 450183611).

Figura 3.1: Ilustração Gráfica para T (x) = 0.5 cosx.

Antes de finalizar este exemplo, vejamos se é posśıvel obter os resultados anteriores para

o caso λ ≥ 1. A Figura 3.2 ilustra o que ocorre com a aplicação T para este caso (mais

precisamente, λ = 1, 2, 3, 4).

Figura 3.2: Gráficos de T (x) = λcosx para λ ≥ 1.

Note que este caso (λ ≥ 1) está fora da validez do Teorema 2.1 e T possui mais de um ponto

fixo para λ > 1 (ver Figura 3.2). Para λ = 1 podemos utilizar o Teorema 2.2 e mostrar

que a aplicação T possui um único ponto fixo. Para isso, vejamos que T ([0, 1]) ⊂ [0, 1]

e T satisfaz a desigualdade estrita de contratividade em [0, 1]. Com efeito, para λ = 1,

temos que

T (x) = cos x, x ∈ [0, 1].

Como 0 ≤ cosx ≤ 1, para todo x ∈ [0, π/2], então

0 ≤ cosx ≤ 1, ∀x ∈ [0, 1],

ou seja, T ([0, 1]) ⊂ [0, 1]. Ainda, para todo x ∈ (0, 1], | cosx| < 1. Dáı, se x, y ∈ (0, 1],

com x 6= y, então

| cosx− cos y| < |x− y|.
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Uma vez que cos 0 = 1, temos

| cos 0− cosx| = |1− cosx| < 1,

para x ∈ (0, 1]. Conclúımos que a aplicação T é contração estrita no compacto [0, 1]. Pelo

Teorema 2.2, T possui um único ponto fixo x neste conjunto. Procedendo como na Tabela

3.1, podemos obter x ≈ 0, 739085. Veja a tabela 3.2.

Tabela 3.2:
T (x) = cos x

x0 = T 0(x0) = 0, 75
x1 = T 1(x0) = 0, 731688
x2 = T 2(x0) = 0, 744047
x3 = T 3(x0) = 0, 735733
x4 = T 4(x0) = 0, 741338
x5 = T 5(x0) = 0, 737565
x6 = T 6(x0) = 0, 740108
x7 = T 7(x0) = 0, 738395
x8 = T 8(x0) = 0, 739549
x9 = T 9(x0) = 0, 738772
x10 = T 10(x0) = 0, 739295
x11 = T 11(x0) = 0, 738943
x12 = T 12(x0) = 0, 739180
x13 = T 13(x0) = 0, 739020
x14 = T 14(x0) = 0, 739129
x15 = T 15(x0) = 0, 739055
x16 = T 15(x0) = 0, 739104
x17 = T 16(x0) = 0, 739071
x18 = T 17(x0) = 0, 739094
x19 = T 18(x0) = 0, 739079
x20 = T 19(x0) = 0, 739089
x21 = T 20(x0) = 0, 739082
x22 = T 21(x0) = 0, 739086
x23 = T 22(x0) = 0, 739083
x24 = T 23(x0) = 0, 739085
x25 = T 24(x0) = 0, 739084
x26 = T 25(x0) = 0, 739085
x27 = T 26(x0) = 0, 739084
x28 = T 27(x0) = 0, 739085
x29 = T 28(x0) = 0, 739085
Fonte: Da Autora (2019).

Observação 3.1. Veja que na Tabela 3.1 com λ = 0.5 foram necessárias apenas quinze

iterações para que pudéssemos encontrar o ponto fixo, já na Tabela 3.2 com λ = 1 preci-

samos de vinte e nove iterações, isto ocorre pois, como vimos no Teorema do Ponto Fixo

47



3. Aplicações

de Banach, temos que a sequência converge rapidamente para o ponto fixo, mas, quanto

menor a constante de contração, mais rápida é esta convergência. Por isso, Tabela 3.2

temos mais iterações.

No exemplo anterior conseguimos encontrar solução para uma equação numérica, no

qual o objetivo era encontrar o zero da função utilizando o Teorema 2.1, transformando o

problema de zero de função (o caso em que b = 0) em um problema de equação de ponto

fixo. Agora, vamos estudar um método que utiliza derivadas para encontrar soluções

aproximadas de zeros de uma função, o tão conhecido Método de Newton ou Método de

Newton-Raphson. Vale ressaltar que existem várias formas de apresentar e estudar este

método, aqui o estudaremos utilizando o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Vamos antes motivar o Método de Newton. Seja f : R → R uma função cujo o

interesse é encontrar soluções da forma f(χ) = 0, ou seja, encontrar os zeros da função f .

Figura 3.3: Representação gráfica do método iterativo de Newton

Na Figura 3.3 temos a reta tangente ao gráfio de uma função f que passa por (xn, f(xn)),

com inclinação f ′(xn). O Método de Newton consiste em tomar xn+1 o ponto de interseção

desta reta com o eixo das abscissas. Note que

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
,

se f ′(xn) 6= 0. De fato, sabendo que a equação da reta em questão é:

y = f(xn) + f ′(xn)(x− xn),

então, para y = 0, temos:

x = xn −
f(xn)

f ′(xn)
.
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Como xn+1 é o ponto no qual a reta corta o eixo das abscissas, temos que:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
.

Observe que ao repetir este processo, a partir do ponto xn+1, esperamos nos aproximar

cada vez mais do zero da função f . Note agora que encontrar soluções para f(χ) =

0 é equivalente a encontrar soluções para χ = χ − fχ)
f ′(χ)

, onde f ′(χ) 6= 0. Com isso,

conseguimos, novamente, transformar o problema de zeros de funções em um problema

de ponto fixo. Definamos, então, a aplicação Tf : [a, b]→ R por

Tf (x) := x− f(x)

f ′(x)
,

se f ′ 6= 0 em [a, b]. A seguir, daremos condições para que essa aplicação esteja nas

condições do Teorema 2.1. Primeiro comecemos com a contratividade.

Lema 3.1. Seja f : [a, b] → R duas vezes diferenciável e f ′ 6= 0 em [a, b]. Se existir

λ ∈ [0, 1) tal que ∣∣∣∣f(x)f ′′(x)

(f ′(x))2

∣∣∣∣ ≤ λ, ∀x ∈ [a, b], (3.4)

então a aplicação Tf é contração.

Demonstração. Sejam x, y ∈ [a, b], com x ≤ y, tem-se:

Tf (y)− Tf (x) = y − f(y)

f ′(y)
− x+

f(x)

f ′(x)
TFC
=

∫ y

x

d

dt

[
t− f(t)

f ′(t)

]
dt

=

∫ y

x

[
1− f ′(t)f ′(t)− f(t)f ′′(t)

[f ′(t)]2

]
dt =

∫ y

x

[
1− (f ′(t))2 − f(t)f ′′(t)

[f ′(t)]2

]
dt

=

∫ y

x

[
1− 1 +

f(t)f ′′(t)

[f ′(t)]2
dt

]
=

∫ y

x

f(t)f ′′(t)

(f ′(t))2
dt.

De (3.4), temos que:

|Tf (y)− Tf (x)| =

∣∣∣∣ ∫ y

x

f(t)f ′′(t)

(f ′(t))2
dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ y

x

∣∣∣∣f(t)f ′′(t)

(f ′(t))2

∣∣∣∣dt
≤

∫ y

x

λdt = λ|y − x|.

Logo,

|Tf (x)− Tf (y)| ≤ λ|y − x|.

Portanto, Tf é contração.

Agora, mostraremos um resultado que garante quando a aplicação Tf leva pontos
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do intervalo [a, b] nele mesmo. Dividiremos isto em dois lemas. Para eles, façamos as

seguintes notações:

x =
b+ a

2
e α =

b− a
2

.

Lema 3.2. Tem-se y ∈ [a, b] se, e somente se, |y − x| ≤ α.

Demonstração. Seja y ∈ R e [a, b] um intervalo. Então,

a ≤ y ≤ b ⇐⇒ a+ a

2
≤ y ≤ b+ b

2

⇐⇒ a− b+ a+ b

2
≤ y ≤ b− a+ b+ a

2

⇐⇒ a− b
2

+ x ≤ y ≤ b− a
2

+ x

⇐⇒ a− b
2
≤ y − x ≤ b− a

2

⇐⇒ −
(
b− a

2

)
≤ y − x ≤ b− a

2

⇐⇒ |y − x| ≤ b− a
2

= α

O Lema 3.2 embora seja simples é bastante geométrico pois diz que se a distância de um

ponto y ao ponto médio de um intervalo limitado é menor que a metade do comprimento

desse intervalo [a, b], então o ponto y pertence a esse intervalo. Utilizaremos isto no lema

a seguir para garantir que, sob certas condições, a aplicação Tf leva pontos de [a, b] nele

mesmo.

Lema 3.3. Seja f : [a, b]→ R diferenciável, com f ′ 6= 0 em [a, b]. Se existir λ ∈ [0, 1) tal

que ∣∣∣∣ f(x)

f ′(x)

∣∣∣∣ ≤ (1− λ)α, (3.5)

então Tf ([a, b]) ⊂ [a, b].

Demonstração. Seja x ∈ [a, b], temos

Tf (x) = x− f(x)

f ′(x)
⇒ x = Tf (x) +

f(x)

f ′(x)
.

Dáı,

|Tf (x)− x| =

∣∣∣∣Tf (x)− Tf (x)− f(x)

f ′(x)

∣∣∣∣ ≤ |Tf (x)− Tf (x)|+
∣∣∣∣ f(x)

f ′(x)

∣∣∣∣
Lema 3.1

≤ λ|x− x|+
∣∣∣∣ f(x)

f ′(x)

∣∣∣∣ (3.5)≤ λ|x− x|+ (1− λ)α
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Do Lema 3.2, obtemos que |x− x| ≤ α. Logo,

|Tf (x)− x| ≤ λ|x− x|+ (1− λ)α

≤ λα + (1− λ)α = α

Portanto, usando novamente o Lema 3.2, temos que Tf leva pontos de [a, b] em [a, b].

Os Lemas 3.1, 3.2 e 3.3 nos dizem que a aplicação Tf é uma contração e leva pontos

de um intervalo nele mesmo, ou seja, proporciona condições para que o Teorema do Ponto

Fixo de Banach seja aplicado. Consequentemente temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1 (Método de Newton). Se f for pelo menos duas vezes diferenciável, então

f possuirá um zero χ, único, num dado intervalo [a, b] se existir λ ∈ [0, 1) tal que∣∣∣∣f(x)f ′′(x)

(f ′(x))2

∣∣∣∣ ≤ λ, ∀x ∈ [a, b], (3.6)

e tal que ∣∣∣∣ f(x)

f ′(x)

∣∣∣∣ ≤ (1− λ)α. (3.7)

Observação 3.2. Tem-se χ = limn→∞(xn), xn ∈ [a, b], determinada iterativamente por

xn+1 = Tf (xn) = xn −
f(xn)

f ′(xn)
,∀ n ≥ 0,

com x0 ∈ [a, b] fixado. Além disso,

|χ− xn| ≤
λn

1− λ
|Tf (x0)− x0| ≤

λn

1− λ
(b− a),∀n ≥ 0.

Tomando x0 = x, temos ainda |χ− xn| ≤ αλn, n ≥ 0 por (3.7).

Exemplo 3.1. Usando o Método de Newton, vamos determinar um valor aproximado

para
√

2 calculando o zero positivo de f(x) = x2 − 2. Mas, para usarmos o Teorema 3.1

devemos encontrar um intervalo [a, b] e um número real λ ∈ [0, 1) de forma que a função

f cumpra as condições (3.6) e (3.7) do teorema. Tomemos x 6= 0 e a+ b 6= 0, então

T (x) = x− x2 − 2

2x
=

2x2 − x2 + 2

2x
=
x2 + 2

2x
.

Além disso,
f(x)f ′′(x)

(f ′(x))2
=

(x2 − 2) · 2
2x2

=
x2 − 2

2x2
=

1

2
− 1

x2

e
f(x)

f ′(x)
=
f(a+b

2
)

f ′(a+b
2

)
=

(a+b)2

4
− 2

2
(
a+b
2

) =
(a+b)2

4

a+ b
− 2

a+ b
=
a+ b

4
− 2

a+ b
.
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Note que devemos ter∣∣∣∣12 − 1

x2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(x)f ′′(x)

(f ′(x))2

∣∣∣∣ ≤ λ e

∣∣∣∣a+ b

4
− 2

a+ b

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ f(x)

f ′(x)

∣∣∣∣ ≤ (1− λ)

(
b− a

2

)
(3.8)

A primeira desigualdade de (3.8) é óbvia se tomarmos λ = 1/2 e x ≥ 1. Além disso,

1 < 2 < 4 implica 1 <
√

2 < 2, e a segunda desigualdade de (3.8) é verdadeira para a = 1

e b = 2, pois∣∣∣∣a+ b

4
− 2

a+ b

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣34 − 2

3

∣∣∣∣ =
1

12
e (1− λ)

(
b− a

2

)
=

1

2
·
(

2− 1

2

)
=

1

4
.

Portanto, as escolhas convenientes para aplicarmos o método de Newton são [a, b] = [1, 2]

e λ = 1/2. Lembrando que

T (xn) =
(xn)2 + 2

2xn
, n ≥ 0.

Partindo de x0 = 2, temos que (xn) é uma aproximação de
√

2 por números racionais.

Note que, x1 = T 1(x0) =
3

2
, x2 = T (x1) =

17

12
e x3 = T (x2) =

577

408
. Observe que o valor

x3 =
577

408
≈ 1, 41422156 aproxima

√
2 com um erro de 2× 10−6.

3.2 Mapa Loǵıstico

Nesta seção vamos estudar os pontos de equiĺıbrio da evolução

xn → xn+1 = T (xn), n ≥ 0, (3.9)

onde T : R→ R é dado por T (xn) = axn(1−xn), com a ∈ [0, 4] e x0 ∈ [0, 1]. Tal evolução

é frequentemente denominada de Mapa Loǵıstico e suas aplicações são inúmeras (Ver

[14]). Estudaremos os pontos de equiĺıbrio da evolução (3.9) utilizando os teoremas de

ponto fixo estudados neste trabalho. Queremos destacar que, neste caso, os pontos de

equiĺıbrio da evolução (xn) são pontos fixos da aplicação T . Sabendo disso, faz sentido

aplicarmos teoremas de ponto fixo ao Mapa Loǵıstico. Para tanto, considere o espaço

métrico R com a distância usual, A = [0, 1] e a aplicação T : R → R, definida por

T (x) = ax(1− x), ∀ a ≥ 0.

Dos estudos de uma função quadrática, temos que o ponto de máximo da aplicação T

é x = 1
2

e o valor máximo atingido pela aplicação é em T (1/2) = a/4, para todo x ∈ R.

Como já mencionamos, nosso objetivo é aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach e

o teorema devido a M. Edelstein ao mapa loǵıstico, então precisamos que a aplicação T
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Figura 3.4: Ilustração do gráfico de T .

satisfaça as condições pedidas nesses teoremas, isto é, a aplicação T precisa levar pontos

de A em A e ser contração (para o Teorema 2.2, T deve ser contração fraca estrita). A

seguir, daremos condições para que T leve pontos do conjunto A nele mesmo.

Lema 3.4. A aplicação T é tal que T (A) ⊂ A se, e somente se, a ∈ [0, 4].

Demonstração. Sabendo que a aplicação T assume como valor máximo a/4, então

0 ≤ T (x) ≤ a

4
, para todo x ∈ R.

Assim, se T (A) ⊂ A, temos que

0 ≤ T (x) ≤ 1 ⇒ 0 ≤ a

4
≤ 1 ⇒ 0 ≤ a ≤ 1.

Reciprocamente, se a ∈ [0, 4], temos 0 ≤ a/4 ≤ 1, e dáı

0 ≤ T (x) ≤ a

4
⇒ 0 ≤ T (x) ≤ 1, ∀ x ∈ [0, 1].

Agora, usando o lema anterior, vamos mostrar um resultado que garante que a aplicação

T seja contração em A, sob certas condições no parâmetro a.

Proposição 3.1. Seja a ∈ [0, 1].

1. Para a 6= 1, a aplicação T é contração.

2. Para a = 1 a aplicação T é contração fraca estrita no conjunto compacto A.

Demonstração. Para o item (i), devemos mostrar que

|T (x)− T (y)| ≤ a|x− y|.
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Se 0 ≤ x ≤ y ≤ 1, então

d(T (x), T (y)) = |T (x)− T (y)| T.F.C=

∣∣∣∣ ∫ y

x

T ′(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ y

x

|T ′(t)|dt.

Observe que |T ′(t)| = a|1− 2t| ≤ a, para todo t ∈ [x, y], isso resulta em

d(T (x), T (y)) ≤
∫ y

x

|T ′(t)|dt ≤ a(y − x) = a|x− y| = ad(x, y).

Portanto, T é contração. Para provar o item (ii), vamos mostrar que |T (x)−T (y)| < |x−y|
para todo x, y ∈ A, com x 6= y. Note que T (x) = 1, se x = 0 ou x = 1. Então, para

x, y ∈ (0, 1), com x 6= y e T cont́ınua pela Proposição A.1, tem-se

d(T (x), T (y)) = |T (x)− T (y)| ≤
∫ y

x

|T ′(t)|dt < (y − x) = |x− y| = d(x, y).

Logo, T cumpre a desigualdade estrita de contração para x, y ∈ (0, 1). Resta-nos

analisar os casos x = 0 ou y = 1. Se x = 0 e y ∈ (0, 1), então

d(T (0), T (y)) = |0− T (y)| = |y(1− y)| = |y||1− y| < |y| = |0− y|.

Se y = 1 e x ∈ (0, 1), então

d(T (x), T (1)) = |T (x)− 0| = |x(1− x)| = |x||1− x| < |x| = |x− 0|.

Note que para x = 0 e y = 1 a desigualdade d(T (x), T (y)) < d(x, y) é imediata. Logo,

para a = 1, a aplicação T é contração fraca estrita.

O Teorema do Ponto Fixo de Banach e a Proposição 3.1 resultam no seguinte corolário:

Corolário 3.1. Seja a ∈ [0, 1], a aplicação T : A → A possui um único ponto fixo xα.

Além disso, xα = limxn = limT (xn−1) = 0.

Com efeito, pelo teorema do Ponto Fixo de Banach e da Proposição 3.1, temos que

xα = limxn. Por T ser cont́ınuo, tem-se

xα = limxn = limT (xn−1) = T (limxn−1) = T (xα). (3.10)

Note que para a ∈ [0, 1), xα = 0 é ponto fixo de T . Como (3.10) tem solução única,

xα = 0 é o único ponto fixo de T em [0, 1). Quando a = 1, o Teorema 2.2, garante que a

igualdade em (3.10) continua tendo uma única solução, a saber xα = 0.

Como vimos, para a ∈ [0, 4] a aplicação T leva pontos de A em A, mas para a ∈ (1, 4]

a aplicação T já não é mais contração, devido a isso não é posśıvel utilizar os teoremas
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de ponto fixo apresentados até aqui para estudarmos a aplicação T neste intervalo. Por

outro lado, é fácil ver que para a > 1, xα = 0 e xβ = a− 1/a são pontos fixos de T em A.

Diante disso, é natural surgir a seguinte pergunta: é posśıvel saber como T se comporta

no intervalo fora de contratividade? A seguir temos um resultado que nos garante que

mesmo fora da região de contratividade a sequência (xn) continua convergindo, mas agora

o ponto fixo xβ, que nos estudos de estabilidade de um sistema é tido como ponto atrator

assintoticamente estável, para mais detalhes veja [12].

Proposição 3.2. Se a ∈ (1, 4], então a aplicação T tem dois pontos fixos distintos, a

saber, xα = 0 e xβ = (a − 1)/a. Além disso, existe δ > 0 tal que, para cada a ∈ (1, 3),

tem-se xβ = limxn, sempre que x0 ∈ (xβ − δ, xβ + δ).

Observação 3.3. A condição x0 ∈ (xβ−δ, xβ+δ) é de suma importância para mostrarmos

que a sequência de iteradas de T , a a partir de um x0 está cada vez mais próxima do

ponto fixo xβ.

Demonstração. Note que xα é ponto fixo da aplicação T para a > 1. Resolvendo a equação

de ponto fixo x = ax(1− x) obtemos que

x = ax(1− x) ⇐⇒ x(1− a) = −ax2 ⇐⇒ x =
a− 1

a
.

Tomemos xβ =
a− 1

a
. Com isso, temos que para a > 1 os únicos pontos fixos de T são

xα e xβ. Além disso, com
∣∣T ′(x)

∣∣ = a
∣∣1− 2x

∣∣, temos:

∣∣T ′ (xα)
∣∣ = a

∣∣1− 2xα
∣∣ =

∣∣a(1− 2 · 0)
∣∣ = a

Tendo que a > 1, então
∣∣T ′ (xα)

∣∣ > 1. Analisemos a T ′ no ponto xβ.

∣∣T ′(xβ)
∣∣ = a

∣∣1− 2xβ
∣∣ =

∣∣∣∣a− 2a

(
a− 1

a

) ∣∣∣∣ = |a− 2a+ 2| = |2− a|.

Veja que |2− a| < 1 se, e somente se, 1 < a < 3. Então, quando a ∈ (1, 3), temos que

∣∣T ′ (xβ) ∣∣ < 1.

Dáı, existe b ∈ (0, 1) tal que
∣∣T ′(xβ)

∣∣ ≤ b < 1. Como T é cont́ınuo, existe δ > 0 de forma

que
∣∣T ′(xβ)

∣∣ ≤ b < 1 (Ver Apêndice A, Corolário A.1), para todo x ∈ (xβ − δ, xβ + δ).

Uma vez que nosso objetivo é mostrar que xβ = limxn, provaremos que para cada n ∈ N,

xn está mais próximo de xβ. Fixemos x0 ∈ (xβ − δ, xβ + δ), mostraremos que x1 = T (x0)

está mais próxima de xβ do que x0. Com efeito,

∣∣x1 − xβ∣∣ =
∣∣T (x0)− xβ

∣∣ =
∣∣T (x0)− T (xβ)

∣∣.
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Pelo Teorema do Valor Médio (Apêndice A, Teorema A.2), existe um número ξ entre

x0 e xβ tal que

∣∣x1 − xβ∣∣ =
∣∣T (x0)− xβ

∣∣ =
∣∣T (x0)− T (xβ)

∣∣ =
∣∣T ′(ξ)∣∣∣∣x0 − xβ∣∣

Como x0 ∈ (xβ − δ, xβ + δ), então

∣∣x1 − x0∣∣ =
∣∣T (x0)− xβ

∣∣ ≤ b
∣∣x0 − xβ∣∣ < ∣∣x0 − xβ∣∣. (3.11)

Por indução, vamos mostrar que

∣∣xn − xβ∣∣ =
∣∣T n(x0)− xβ

∣∣ ≤ bn
∣∣x0 − xβ∣∣, . (3.12)

para todo n ∈ N e x0 ∈M fixado. Veja que para n = 1, fizemos em (3.11). Suponha que

para algum n ∈ N, (3.12) é válida. Assim,

∣∣xn+1 − xβ
∣∣ =

∣∣T n+1(x0)− xβ
∣∣ =

∣∣T n(T (x0))− xβ
∣∣

≤ bn
∣∣T (x0)− xβ

∣∣
≤ bn · b

∣∣x0 − xβ∣∣ = bn+1
∣∣x0 − xβ∣∣.

Portanto, por indução conclúımos que (3.12) é válida para todo n ∈ N. Fazendo n→∞
em (3.12), obtemos que

limxn = xβ,

pois b < 1.

O Mapa Loǵıstico foi originalmente introduzido pelo biólogo Robert May ([13]), para

modelar a evolução de determinadas populações sob certos fatores de crescimento. Neste

contexto, (xn) representa o tamanho da população no instante n ∈ N e a ∈ R é um

parâmetro de controle que representa um fator de aumento ou decĺınio da população.

Apesar de a ser contante, a medida que xn cresce, temos que 1−xn diminui, contribuindo

para desacelerar o crescimento da população. Isso pode ser interpretado como uma forma

de descrever a competição dos indiv́ıduos por recursos. Observe que devemos ter a ≥ 0

e 0 ≤ xn ≤ 1, pois caso contrário a população assumiria valores negativos. Os resultados

vistos nesta seção nos dizem sobre o comportamento da população a longo prazo. Vejamos:

i. O Corolário 3.1 nos diz que: se a for tomado em [0, 1], então a população se extingue

pois a sequência (xn) converge para o único ponto fixo xα = 0.

ii. A Proposição 3.2 nos diz que para a ∈ (1, 3] a população tende a estabilizar-se no

ponto fixo positivo xβ = (a−1)/a, ou seja, a população persiste e, neste caso, xα = 0
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torna-se um ponto fixo repulsivo.

Por fim, gostaŕıamos de destacar que para a > 3 (ainda fora da validade dos teoremas

2.1 e 42.2) a sequência (xn) começa a ter um comportamento menos controlado quando o

parâmetro a cresce. Mais precisamente, na região 3 < a < 1+
√

6 ≈ 3, 45 a sequência (xn)

começa a oscilar entre dois valores fixos. A partir disso, a oscilação se dá sucessivamente

entre 4, 8, 16, · · · pontos à medida que a cresce, esses valores são pontos fixos das iteradas

da aplicação T . A partir de a ≈ 3, 57 estabelece-se um regime caótico. Para maiores

detalhes, veja [1] e [14].

3.3 Equações Diferenciais Ordinárias

Nesta seção, aplicaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach à demonstração do

Teorema de Picard-Lindelöf, que garante existência e unicidade de solução para um dos

problemas mais conhecidos de EDO, o Problema de Cauchy. Por fim, veremos um exemplo

do Problema de Cauchy, no qual sua solução será obtida por meio de iterações.

As equações diferenciais fazem parte de um dos ramos da matemática mais usados na

aplicação e modelação de fenômenos naturais, através destas equações é posśıvel descrever

fenômenos f́ısicos, biológicos, entre outros. Diante disso, é de interesse saber se existem

soluções para essas equações, se sim, como encontrá-las. Como veremos, o Método Itera-

tivo mostra-se de grande importância nos estudo de soluções para uma Equação Diferen-

cial Ordinária(EDO), pois permite que encontremos através de aproximações, a solução

destas equações.

Definição 3.1. Seja U um aberto de R × R e f : U → R uma aplicação. Uma equação

diferencial ordinária (EDO) de primeira ordem é a equação da forma

x′ = f(t, x), (t, x) ∈ U. (3.13)

Uma solução da equação (3.13) é uma função diferenciável x = ϕ(t) definida num

intervalo aberto I tal que:

i. (t, ϕ(t)) ∈ U, ∀t ∈ I.

ii. ϕ′(t) = f(t, ϕ(t)), ∀t ∈ I.

Dada uma equação diferencial da forma

x′ = f(t, x), (t, x) ∈ U,

57



3. Aplicações

fixado um par (t0, x0) ∈ U , chamamos de problema de Cauchy correspondente a f com

valor inicial (t0, x0) ao seguinte problema:

“É posśıvel determinar um intervalo aberto I contendo t0 e uma função ϕ : I → R
satisfazendo os itens (i) e (ii) e ϕ(t0) = x0?”

Figura 3.5: Interpretação Geométrica do Problema de Cauchy

Com o objetivo de um melhor entendimento do Problema de Cauchy, apresentaremos

uma interpretação geométrica (Figura (3.5)) da equação diferencial na forma geral (3.13).

Tendo que a função f fornece um número f(x, y) para cada ponto de U , a equação

x′ = f(t, x) nos mostra que cada solução que passar por esses pontos deve ter inclinação

igual a f(x, y), ou seja, se calcularmos a inclinação da tangente à solução no ponto t em

relação ao eixo x devemos obter que:

tan θ = f(x, y),

onde θ é o ângulo formado pela tangente T à solução com o eixo x.

Assim, é esperado que surjam estudos sobre as condições necessárias de f para que o

Problema de Cauchy tenha solução. À vista disso, por volta da década de 90 do século

XIX, surgiu um teorema de existência e unicidade de solução para o problema de Cauchy,

provado pelo matemático Ernst Leonard Lindelöf. Contudo, neste trabalho aplicaremos

o método utilizado pelo Matemático Charles Émile Picard, no qual apresentou o método

iterativo para resolver o problema de Cauchy. Após isso, em 1920 Banach defende sua

tese, onde prova o Teorema do Ponto Fixo de Banach, publicado em 1922. Como já

mencionamos, o Teorema de Banach é uma abstração fascinante do método de Picard.

Para a demonstração do Teorema de Picard-Lindelöf, primeiramente vamos transfor-

mar o problema de Cauchy em um problema de resolução de equação integral. Veja o

lema a seguir.
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Lema 3.5. Toda equação da forma

{
x′ = f(t, x)

x(t0) = x0
(3.14)

com f : U → R cont́ınua no aberto U ⊂ R×R tem uma correspondente equação integral,

isto é, uma função diferenciável ϕ : I → R é solução do problema de cauchy (3.14) se, e

somente se, é solução da equação

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds, ∀t ∈ I. (3.15)

Demonstração. Se ϕ é solução do problema de Cauchy, isto é{
ϕ′(t) = f(t, x)

ϕ(t0) = x0

Como f é cont́ınua em I, fixando (x0, t0) ∈ I × R, temos∫ t

t0

ϕ′(s)ds = ϕ(t)− ϕ(t0) ⇒ ϕ(t) = ϕ(t0) +

∫ t

t0

ϕ′(s)ds, ∀t ∈ I

Mas, ϕ é solução de (3.14), então:

ϕ(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, ϕ(s))ds

Reciprocamente, se ϕ : I → R é cont́ınua e satisfaz (3.15), então

ϕ(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, ϕ(s))ds.

Dáı,

ϕ(t0) = x0 +

∫ t0

t0

f(s, ϕ(s))ds = x0 + 0 = x0

Derivando ϕ em I, obtemos

d

dt
(ϕ(t)) =

d

dt
(x0) +

d

dt

(∫ t

t0

f(s, ϕ(s))ds)

)
.

Usando o T.F.C, temos que

ϕ′(t) = f(t, ϕ(t))

59



3. Aplicações

Logo, ϕ é solução para o problema de Cauchy.

Como dito anteriormente, nosso intuito é demonstrar o Teorema de Existência e Uni-

cidade de solução do problema de Cauchy. Vamos então ao seu enunciado.

Teorema 3.2 (Picard-Lindelöf). Seja f : U → R uma aplicação cont́ınua e Lipschitziana

em relação à segunda variável, definida no aberto U ⊂ R× R. Sejam a, b ∈ R fixos, tais

que

[t0 − a, t0 + a]× [x0 − b, x0 + b] ⊂ U.

Então, existe uma única solução do problema de cauchy correspondente a f com valores

iniciais x(t0) = x0 definida no intervalo [t0 − α, t0 + α], onde

α = min

{
a,

b

M

}
e (3.16)

M = sup{|f(t, x)|, (t, x) ∈ [t0 − a, t0 + a]× [x0 − b, x0 + b]}. (3.17)

Observação 3.4. As condições (3.16) e (3.17) serão fundamentais para provarmos que

uma aplicação leve pontos de um conjunto nele mesmo.

Demonstração. Uma vez que nosso objetivo é aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Ba-

nach, dividiremos esta demonstração em três itens, no primeiro construiremos um espaço

métrico completo adequado, no segundo definiremos uma aplicação nesse espaço de modo

que pontos fixos desta aplicação sejam soluções para o problema de Cauchy e no terceiro

mostraremos que uma iterada desta aplicação é contração no espaço métrico completo.

1. Construindo o espaço métrico.

Para isso, usaremos o espaço das funções cont́ınuas estudado no Caṕıtulo 1. Seja

C0 := C0([t0 − α, t0 + α],R)

dotado da métrica da convergência uniforme

d(f, g) = max
x∈[t0−α,t0+α]

{|f(x)− g(x)|}.

e C o subconjunto de C0 dado por

C := C0([t0 − α, t0 + α], [x0 − b, x0 + b]).

Usando a Proposição 1.12, (C, d|c) é um espaço métrico completo, pois C é fechado em

C0. De fato, seja (fn) uma sequência em C e f ∈ C0 tal que fn → f em C0, vale lembrar
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que essa convergência é uniforme (Ver Apêndice A, Teorema A.3). Então, f ∈ C, pois

fn(t) ∈ [x0 − b, x0 + b] implica

d(fn(t), x0) ≤ b
n→+∞⇒ d(f(t), x0) ≤ b

ou seja,

f(t) ∈ [x0 − b, x0 + b].

Portanto, C é fechado em C0.

2. Construindo a Aplicação.

Construiremos uma aplicação que leva pontos de C em C, cujo seus pontos fixos são

soluções para o problema de Cauchy. Definamos a aplicação F : C → C0, dada por

F (ψ)(t) := x0 +

∫ t

t0

f(s, ψ(s))ds. (3.18)

Note que, pelo Lema 3.5, os pontos fixos de F , são soluções para o problema de Cauchy.

Ainda, F leva pontos de C em C. De fato, se ψ ∈ C, então

|F (ψ)(t)− x0|
(3.18)
=

∣∣∣ ∫ t

t0

f(s, ψ(s)ds
∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ t

t0

|f(s, ψ(s)|ds
∣∣∣∣

(3.17)

≤
∣∣∣∣∫ t

t0

Mds

∣∣∣∣ ≤M |t0 − t|

≤ Mα
(3.16)

≤ b.

Com isso, conclúımos que F : C → C.

3. Existe n0 ∈ N tal que Fm é contração para todo m > n0.

Com efeito, seja c = Lipf em relação a segunda variável, argumentaremos por indução

que

|Fm(ϕ1)(t)− Fm(ϕ2)(t)| ≤
cm

m!
|t− t0|md(ϕ1, ϕ2). (3.19)

É fácil ver que para m = 1, (3.19) é válida, realmente

|F (ϕ1)(t)− F (ϕ2)(t)| =

∣∣∣∣∫ t

t0

|f(s, ϕ1(s))− f(s, ϕ2(s))|ds
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ t

t0

|f(s, ϕ1(s))− f(s, ϕ2(s))|ds
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫ t

t0

cd(ϕ1, ϕ2)ds

∣∣∣∣ ≤ c|t− t0|d(ϕ1, ϕ2).
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Suponha que (3.19) é válida para algum m ∈ N. Assim,

|Fm+1(ϕ1(s))− Fm+1(ϕ2(s))| = |F (Fm(ϕ1(s))− F (Fm(ϕ2(s))|

≤
∣∣∣∣∫ t

t0

|f(s, Fm(ϕ1(s)))− f(s, Fm(ϕ2(s)))|ds
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫ t

t0

c|Fm(ϕ1(s))− Fm(ϕ2(s))|ds
∣∣∣∣

(3.19)

≤ c

∣∣∣∣∫ t

t0

cm

m!
|s− t0|md(ϕ1), ϕ2)ds

∣∣∣∣ =
cm+1

m!

∣∣∣∣∫ t

t0

(s− t0)ds
∣∣∣∣ .

Resta-nos resolver a integral

∫ t

t0

(s− t0)ds, para isso, usaremos o método de substituição

de variável. Chamemos u = s− t0, dáı du
ds

= 1, onde u(t0) = 0 e u(t) = t− t0 isso implica

que ∫ t

t0

(s− t0)ds =

∫ t−t0

0

umdu =
(t− t0)m+1

m+ 1
− 0m+1

m+ 1

=
(t− t0)m+1

m+ 1
.

Logo,

∣∣Fm+1(ϕ1(s))− Fm+1(ϕ2(s))
∣∣ ≤ cm+1

m!
d(ϕ1, ϕ2)

∣∣∣∣∫ t

t0

(s− t0)ds
∣∣∣∣

≤ cm+1

(m+ 1)!
d(ϕ1, ϕ2)

|t− t0|m+1

m+ 1
.

Com isso conclúımos a indução. Como t ∈ [t0 − α, t0 + α], então |t− t0| < α. Logo

d(Fm(ϕ1), F
m(ϕ2)) ≤

cmαm

m!
d(ϕ1, ϕ2).

Uma vez que, ∀a > 0, limn→∞
n!
an

= +∞, temos que existe n0 ∈ N tal que para todo

n > n0 tem-se limn→∞
an

n!
= 0. Logo, tomando 0 < η < 1, existe n0 ∈ N tal que

cmαm

m!
< η, ∀m ≥ n0.

Portanto, Fm é contração para todo m ≥ n0 Segue do Teorema 2.1 que Fm possui um

único ponto fixo, então pela Proposição 2.2, a aplicação F possui um único ponto fixo, a

saber o mesmo de Fm. Isso equivale a existência de uma única solução para o problema
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de Cauchy (resulta do lema 3.5).

Observação 3.5. Usando o método iterativo, obtemos que se

Fm(ϕ0)→ ϕ,

então necessariamente ϕ é solução do problema de Cauchy, uma vez que ϕ é solução a

equação de ponto fixo, o que equivale ser solução do problema de Cauchy.

É natural pensarmos se existe alguma função que satisfaz todas as especifidades ditas

no Teorema 3.2. No exemplo a seguir, usaremos o Teorema 3.2 para garantir existência e

unicidade de solução e através do método iterativo, encontraremos a única solução para

o problema de Cauchy dado.

Exemplo 3.2. Considere o problema de Cauchy

{
x′(t) = 2t(x(t) + 1)

x(0) = 0
(3.20)

definido num aberto U ⊂ R2 tal que [−a, a]× [−b, b] ⊂ U , com a, b fixos.

Seja a função f : U → R, dada por f(t, y) = 2t(y + 1). Temos que f é cont́ınua.

Derivando f em relação à segunda variável, obtemos

∂f

∂y
(t, y) = 2t.

Como t ∈ [−a, a], então a derivada parcial ∂f
∂y

é limitada. Pelo Lema 2.3, f é Lipschitziana

em relação à segunda variável. Então, pelo Teorema de Picard-Lindelöf, (3.20) tem uma

única solução num intervalo I = [t0 − α, t0 + α] e podemos usar o método iterativo para

encontrar esta solução. Pelo lema 3.5 obtemos que a equação integral equivalente a (3.20)

é:

x(t) =

∫ t

0

2s(x(s) + s)ds.

Aplicaremos o método iterativo ao conjunto de funções cont́ınuas x : I → J , com 0 ∈ I.

Sendo assim, considere x0(t) ≡ 0. Então, I = [−α, α], pois t0 = 0 e J = [−b, b]. Usando

o método iterativo,

xn(t) = F (ϕn)(t) =

∫ t

0

2s(xn−1(s) + 1)ds.

Basta encontrarmos o ponto no qual a sequência xn converge em C = C0(I, J). Analise-
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mos algumas de suas iteradas. Para n = 1, temos que x1 é: para x1 temos

x1 = F ((x0)(t) =

∫ t

t0

2sds =

∫ t

t0

2s(x0(s) + 1)ds.

Para n = 2, obtemos que

x2(t) = F (x1)(t) =

∫ t

0

2s(x1(s) + 1)ds =

∫ t

0

2s(s2 + 1)ds = t2 +
t4

2
.

Prosseguindo dessa forma obtemos uma sequência (xn(t)). Observe a tabela 3.3:

Tabela 3.3:
n xn(t)
n = 0 x0(t) = 0
n = 1 x1(t) = t2

n = 2 x2(t) = t2 +
t4

2

n = 3 x3(t) = t2 +
t4

2
+
t6

3!

n = 4 x4(t) = t2 +
t4

2
+
t6

3!
+
t8

4!
...

...

n = k xk(t) =
∑k

i=0

t2i

i!
Fonte: Da Autora (2019).

Do estudo de séries de Taylor, temos que a sequência de funções

xk(t) =
k∑
i=0

t2i

i!

converge uniformemente (Ver Apênidce A A.4) para x(t) = et
2 − 1. Logo, a solução do

problema de Cauchy é:

x(t) = et
2 − 1. ∀t ∈ I.
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Considerações Finais

Neste trabalho de conclusão de curso apresenta-se o Teorema do Ponto Fixo de Ba-

nach e uma extensão proposta pelo matemático M. Edelstein, que garantem existência e

unicidade de ponto fixo para uma contração em espaços métricos completos e contração

fraca estrita em espaços métricos compactos, respectivamente. Estes teoremas são de

grande importância para a área da análise matemática, uma vez que possibilitam resolver

problemas variados. Por exemplo, é posśıvel encontrar solução de uma equação numérica

usando ponto fixo, além disso é posśıvel transformar o problema de encontrar solução

para uma equação numérica em um problema de ponto fixo, que em muitos casos é bem

mais simples de ser resolvido. O método utilizado para encontrar solução da equação de

ponto fixo foi o método iterativo, devido a sua eficiência e simplicidade.

Expõe-se também os pontos de equiĺıbrio do mapa loǵıstico usando apenas teoremas

de ponto fixo e resultados de análise real. Estudos como esses, normalmente são feitos

através de teorias básicas de sistemas dinâmicos. Entretanto, usamos teoremas de ponto

fixo, que permitiram prever o comportamento do sistema ao longo do tempo.

Constatamos que há uma forma alternativa de resolver o problema de Cauchy usando

o método iterativo. Visto que nos cursos de Equações Diferenciais não é usual falarmos

sobre o método iterativo como uma forma de encontrar solução do Problema de Cauchy.

Este trabalho tem grande contribuição para formação dos acadêmicos de graduação,

embora aborde teorias que normalmente não são vistas na graduação, como por exemplo,

espaços métricos, a forma que discutimos os resultado está acesśıvel e entend́ıvel ao aluno

que esteja iniciando seus estudos nessa área, uma vez que todos os pré-requisitos de espaços

métricos estão dispostos no primeiro caṕıtulo desta monografia. Além disso, temos que

as aplicações são muito comuns num curso de graduação, como o método de Newton e o

Teorema de Picard-Lindöf, o que torna esse trabalho mais familiar e útil.

Por fim, para o leitor que deseja dar continuidade nos estudos desenvolvidos aqui,

gostaŕıamos de dar sugestões de estudos futuros, tendo como base esta monografia. Por

exemplo, é posśıvel estudar outras aplicações importantes do Teorema do Ponto Fixo de

Banach, como aplicações a sistemas lineares: O método de Jacobi; Aplicações às equações

integrais de Fredholm e de Volterra; O Teorema de Picard-Lindelöf em espaços de Banach.
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Apêndice A

Resultados Utilizados

Aqui trazemos resultados que foram utilizados durante este trabalho, no qual não

demonstraremos. Mas disponibilizaremos nos resultados suas respectivas referências.

O resultado seguinte pode ser encontrado em [8].

Proposição A.1. Se f : [a, b]→ R é cont́ınua e f(x) ≥ 0 para todo x ∈ [a, b] então∫ b
a
f(x) = 0 implica f identicamente nula.

Aplicaremos a proposição anterior para a desigualdade estrita de integral, uma vez

que nosso exemplos que aplicaremos teremos f(x) 6= 0. Queremos destacar que a

condição de continuidade é de grande importância para que esse resultado seja válido.

Para mais detalhes veja isso na observação feita em [8]

Os resultados seguintes encontram-se em [9].

Teorema A.1 (Teorema Fundamental do Cálculo (T.F.C)). Se uma função in-

tegrável f : [a, b]→ R possui primitiva F : [a, b]→ R então

F (a)− F (b) =

∫ b

a

F ′(t)dt.

Em outros termos, se uma função F : [a, b]→ R possui derivada integrável, então

F (b)− F (a) =

∫ b

a

F ′(t)dt.

Teorema A.2 (Teorema do Valor Médio). Seja f : [a, b] → R cont́ınua. Se f é

derivável em (a, b), existe c ∈ (a, b), tal que

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.
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Proposição A.2 (Critério de Cauchy Para Série). A fim de que a série Σan seja

convergente, é necessário e suficiente que, para cada ε > 0, exista n0 ∈ N tal que

|an+1 + · · ·+ an+p| < ε quaisquer que sejam n > n0 e p ∈ N.

Teorema A.3. Uma sequência de funções fn : X → R é uniformemente convergente

se, e somente se, é uma sequência de Cauchy.

Lema A.1. O limite uniforme de uma sequência de funções cont́ınuas é uma função

cont́ınua.

Corolário A.1. Sejam f : X → R cont́ınua no ponto a ∈ X e k ∈ R uma constante.

Se f(a) < k, então existe δ > 0 tal que f(x) < k para todo x ∈ X com |x− a| < δ.

Teorema A.4. Uma série de potências converge uniformemente em todo intervalo

compacto contido no seu intervalo de convergência.
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