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RESUMO

Neste trabalho estudamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach e o método iterativo do seu
anunciado que se aplica em espacos métricos completos e uma extensao dele para espagos
métricos compactos. Aplicamos o método iterativo para encontrar solucao de equacoes
numéricas e ao método de Newton que por meio de iteracoes encontramos o zero de uma
funcao. Analisamos os pontos fixos ou pontos de equilibrio do Mapa logistico, que, em
um determinado intervalo, conseguimos prever seu comportamento através de teoremas
de ponto fixo. Também usamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach e o método iterativo

para encontrarmos uma tnica solucao para o problema de Cauchy.

Palavras-chave: Ponto Fixo. Método Iterativo. Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Espagos Métricos.



ABSTRACT

In this paper we study the Banach Fixed Point Theorem and the iterative method of
its statement that applies to complet metric spaces and an extension of it to compact
metric spaces. We apply the iterative method to find solution of numerical equations and
to Newton’s method that by iterations we find the zero of a function. We analyze the
fixed points or equilibrium points of the Logistic Map, which, in a given interval, can
predict their behavior through fixed point theorems. We also use the Banach Fixed Point

Theorem and the iterative method to find a single solution to Cauchy’s problem.

Keywords: Fixed Point. Iterative Method. Banach Fixed Point Theorem. Metric

Spaces.
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INTRODUCAO

Esta monografia tem como principal objetivo trazer demonstragoes de teoremas de
ponto fixo em espagos métricos e aplicagoes dos mesmos. Vale ressaltar que neste tra-
balho nao teremos resultados inéditos, mas sim uma forma diferente de organizar tais
resultados, afim de que o leitor possa seguir a leitura sem muitas dificuldades. Sugerimos
esta monografia a alunos de graduacao que queiram ir um pouco mais afundo em teoria
de espacos métricos e aplicagoes de pontos fixos.

Comecamos observando que, desde o ensino basico, é muito comum, em diversas

aplicagoes da Matematica, precisarmos resolver equagoes do tipo

f(x) =0. (1)

Olhando esta equagao com uma visao mais ampla, quando f é, digamos, uma funcao
continua definida em um fechado A C R" e b € R, tomando ¢(z) = f(x) + 2z — b, vemos

que a aplicacao ¢, assim definida, é continua. Além disso, f(x) = b se, e somente se,

p(z) = . (2)

Um ponto x € A, satisfazendo , ¢é chamado de ponto fixo da aplicacao ¢ e (|2) é chamada
equacao de ponto fixo. Entao, resolver é equivalente a encontrar pontos fixos de .
Mais adiante veremos varias equagoes desse tipo, no contexto de equagoes numéricas e
equacoes diferenciais.

Em muitos casos, encontrar pontos fixos de uma fung¢ao pode nao ser uma tarefa
simples, assim como pode parecer dificil prever se a funcao f possui algum ponto fixo.
Sendo assim, é natural que surjam duvidas, como, por exemplo, saber se é possivel obter
um unico ponto fixo ou quantos pontos fixos tem uma funcao qualquer. Os teoremas
que garantem existéncia e, em alguns casos, unicidade de ponto fixo sao chamamos de
Teoremas de Ponto Fixo.

Teoremas de Ponto Fixo constituem uma area importante de Anélise Nao-Linear e sao
muito eficazes na resolucao de problemas nao-lineares. Existem varios teoremas de tal

tipo na literatura matematica. Como, por exemplo, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer



que afirma que toda funcao continua num disco fechado do R™ tem pelo menos um ponto
fixo, onde nem sempre é unico (ver [10]).

Outro exemplo é o Teorema do Ponto Fixo de Schauder garante que, se f: X — X ¢é
continua, com X C F um subconjunto convexo e compacto do espaco de Banach E, entao
f tem um ponto fixo, que nao necessariamente é tnico, ver [3]. Inclusive, o Prof. [talo
utilizou este teorema de ponto fixo em sua tese de doutorado para demonstrar um método
de sub-super solucao para um problema nao-linear e nao-local, mais detalhes podem ser
encontrados na tese [5] e no artigo [4].

Neste trabalho de conclusao de curso nos propomos a estudar o importante Teorema
do Ponto Fixo de Banach, estabelecido pelo matematico Stefan Banach em 1922. Uma
das razoes de sua importancia é que, além de garantir a existéncia e unicidade de um
ponto fixo para contragoes em espacos métricos completos, traz em seu enunciado um
método iterativo aproximativo para determinar o ponto fixo.

Do ponto de vista computacional, ou numérico, é importante descobrir algoritmos para
encontrar pontos fixos e também estimar a velocidade de convergéncia de tais algoritmos.
Em geral, estes questionamentos sao dificeis de serem respondidos completamente. Entre-
tanto, o Teorema do Ponto Fixo de Banach estabelece o seguinte resultado (ver Capitulo
2, Segao 2.3):

Seja M € um espaco métrico completo e seja T : M — M uma func¢do de M em M. Se

existe um niumero q € [0,1) tal que para todos os pontos x,y € M valha

d(T'(z), T(y)) < qd(z,y),

entdo a equagdo de ponto fivo v = T (x) tem uma Unica solugao em M. Além disso, para
qualquer xo € M, a sequéncia x, = T(x,_1), n > 1, obtida aplicando-se repetidamente T

a partir de xo, converge (rapidamente) ao ponto fizo x na métrica d. A saber, tem-se que

n

d(zy,z) < 1q

d(xy1, ). (3)

Este é de longe o teorema de ponto fixo com mais aplicagoes, sendo que sua influéncia
se estende aos dominios das equagoes integrais, das equacoes diferenciais, das equagoes
numéricas, da Anélise Numérica e de muitas outras areas da Matematica pura e aplicada
(veja [1]). Uma das razoes de sua importancia é que ele nos ensina a construir o ponto fixo
de uma contragao, iterando a partir de qualquer ponto fixado. Além disso, a desigualdade
mostra a rapidez da convergeéncia das iteradas para o tinico ponto fixo.

Este trabalho esta dividido em trés capitulos, o primeiro intitulado “Espacgos Métricos”
, em seguida o capitulo “O Teorema do Ponto Fixo de Banach” e, entao, o capitulo com

titulo “Aplicacoes”.
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O primeiro capitulo tem como objetivo trazer resultados prévios, onde encontram-se
definicoes e resultados de espacgos métricos, desde o conceito de métrica até definigoes de
espacos completos e compactos. Estes resultados sao importantes para que o leitor possa
seguir a leitura deste trabalho sem muitas dificuldades, uma vez que apresentamos todos
os resultados que serao utilizados nos proximos capitulos.

No Capitulo 2, faremos uma abordagem pouco vista nos materiais onde se encontram
teoremas de ponto fixo. Nosso principal objetivo neste capitulo é a demonstracao do Teo-
rema do Ponto Fixo de Banach e uma extensao que é devido ao matematico M. Edelstein.
Como dito, a estrutura serd um pouco diferente da habitual, mais precisamente, o Teo-
rema do Ponto Fixo de Banach serda demonstrado de uma forma mais compassada, pois
o dividiremos em varios pequenos resultados que serao demonstrados durante o capitulo.
Também demonstraremos um resultado similar ao teorema de Banach para aplicacoes que
nao sao contracoes mas alguma iterada dela é, as chamadas poténcias contrativas.

Por fim, no Capitulo 3, mais importante deste trabalho, fazemos aplicacoes do Teorema
do Ponto Fixo de Banach. Primeiramente, na Secao 3.1, aplicaremos o teorema a resolucao
de uma equacao numérica, que veremos que é equivalente a resolver uma equacao de
ponto fixo. Em seguida, demonstramos o método de Newton-Raphson para encontrar
zeros fungao, onde as aproximacoes feitas para encontrar esses zeros serao por meio do
método iterativo aproximativo do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Ainda no Capitulo 3, na Secao 3.2, veremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach apli-
cado ao Mapa Logistico. Os mapas descrevem fenomenos naturais de diversas areas, como
eletronica digital, economia e biologia, também surgem como representacoes discretas de
equacoes diferenciais e sao muito uteis para facilitar o estudo numérico dessas equagoes,
ja que computacionalmente é mais adequado tratar variaveis discretas que continuas. O
Mapa Logistico foi estudado por diversos pesquisadores e suas aplicagoes vao desde con-
trole de populagoes até teoria da complexidade e do caos. Trata-se de uma versao discreta
da equacao logistica de Verhulst e foi originalmente introduzido pelo biélogo Robert May
[13], cujo objetivo é modelar a evolucao de populagoes sob certos fatores de crescimento,
como por exemplo, bactérias. Estudaremos os ponto de equilibrio do Mapa Logistico
através do método iterativo. Veremos que este modelo pode ser de grande utilidade em
diversas areas e, usando o Teorema de Ponto Fixo, podemos prever, em um determinado
intervalo, como serd o comportamento do sistema em questao. Os resultados apresen-
tados nesta segao foram submetidos a dois congressos matemadticos, IMDE (Conference
Amazon-Andalusia on PDEs, 2019) e CNMAC (Congresso Nacional de Matemética Apli-
cada e Computacional, 2019), os trabalhos foram aceitos publicados nos anais de ambos
os eventos. Este trabalho também estd submetido na VI FEAMAT (Feira Amapaense de
Matemadtica, 2019).

11



Finalmente, na Secao 3.3, demonstraremos o importante teorema de existéncia e uni-
cidade de solucao para o problema de Cauchy, o conhecido Teorema de Picard. Usaremos
novamente o Teorema do Ponto Fixo de Banach e veremos um exemplo de um problema
de Cauchy no qual sua solugao é encontrada através do método iterativo. Por fim, gos-
tarfamos de ressaltar que demonstraremos o Teorema de Picard como consequéncia do
teorema de Banach, entretanto, cronologicamente os fatos ocorreram de forma invertida.
Picard provou este teorema em uma série de artigos iniciadas em 1890, como um refina-
mento de técnicas anteriormente aplicadas por Cauchy e por Liouville na primeira metade
do século XIX. A técnica de Picard ficou conhecida como método das aproximacoes su-
cessivas. O Teorema do Ponto Fixo de Banach, provado por Banach em sua tese de
doutorado, é a abstragdo do método de Picard para espagos métricos completos (ver [3]).

Este trabalho foi desenvolvido através de pesquisas bibliograficas, como fontes princi-
pais temos as notas de aula de um curso de Fisica-Matematica [1] e o livro de Espacos

Métricos [11]. Alguns resultados importantes que utilizaremos foram retirados de [12].
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Capitulo 1

Espacos Métricos

1.1 Meétrica e Espacos Métricos

Neste capitulo trazemos alguns resultados de espagos métricos, que serao fundamentais
para que o leitor compreenda os Capitulo 2 e 3, ou seja, nosso objetivo com este capitulo
¢ de apenas trazer resultados prévios, em vista disso, a maioria das demonstracoes serao
omitidas, mas podem ser encontradas em [11] ou [12].

O valor absoluto | - | em R induz uma nogao de distancia no conjunto dos nimeros
reais, do seguinte modo: defina d: R x R — R, por d(z,y) = |z — y|.

Note que geometricamente, |x — y| calcula a distancia dos pontos z,y na reta real.

Além disso,
i) d(z,z) = |x — x| = 0, ou seja, d(x,z) = 0.

ii) Se x # y, entao x — y # 0. Dali,

ou seja, x # y implica d(x,y) > 0.
ii) d(z,y) = |v —y| = |(=1)(y — )| = [ = Uy — 2|, ou seja d(x,y) = d(y, z).
iv) d(@,z) =z —z2|=|z—y+y—2<|v—yl+|y— 2| =d(z,y) + d(y, 2).

Observamos que este conceito tem grande importancia no estudo das propriedades de
nimeros reais e das funcoes definidas sobre eles, como, por exemplo, topologia, limite,
calculo, etc. Podemos generalizar este conceito para conjuntos nao-vazios. Vejamos a

definicao a seguir.
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1. Espagos Métricos

Defini¢ao 1.1. Seja M # (). Uma métrica em M é uma funcao d : M x M — R, que
associa a cada par de elementos x,y € M um ndmero real ndo negativo d(z,y), chamado

de distancia de x a y, de modo que para quaisquer x,y, z € M, tem-se:
dl) d(z,z) = 0.
d2) Se x # y, entao d(x,y) > 0.
d3) d(z,y) = d(y,z) (simétrica).
d4) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (desigualdade triangular).

Neste caso, o par (M, d) é chamado Espago Métrico. Quando nao houver confusao
denotaremos o espago métrico (M, d) apenas por M. A seguir, mostraremos uma forma

equivalente para mostrar que uma funcao é métrica.
Proposicao 1.1. Seja d : M x M — R, uma funcao tal que V z,y, z € M, tem-se:
i) dlz,y) =0z =y;

i) d(z,z) <d(xz,y) +d(z,v).
é uma métrica.

Demonstragdo. Devemos mostrar que d cumpre os itens da Defini¢ao [I.1 Veja que por

definigao de d o item (d1) é imediato. Agora, Dividiremos em trés itens para mostrar que
d cumpre (d2), (d3) e (d4).

1. Sejam z,y,z € M temos que d(z,z2) < d(x,y) + d(z,y). Considere x = z e x # v,
de (7) temos que d(x, z) = 0. Ainda,

0=d(z,2) <d(z,y) +d(z,y) = 2d(z,y) = 0 < d(z,y).

Como = # y, entdo d(z,y) > 0.

2. Se x =y, entao d(x,y) = 0. Dali,

d(z,z) < d(z,y)+d(z,y) =d(z,z) + d(z,x) = d(z, )
= d(z,z) <d(z,z), Vr,z¢€ M.

Por outro lado, se y = z,

d(z,z) < d(z,y)+d(z,y) =d(z 2) +d(z, z) = d(z, 2)
= d(z,x) <d(z,z), Vr,z¢€ M.

Entao, d(x, z) = d(z,z) para todo x,z € M.

14



1. Espagos Métricos

3. Usando (2), temos que

d(z,2) <d(z,y) + D(z,y) = d(x,y) + d(y, 2).

Portanto, d é uma métrica O]

Dentre varios exemplos de espagos métricos, iremos dar exemplos de apenas cinco,
pois esses serao essenciais para que os estudos posteriores sejam bem compreendidos pelo
leitor. O Exemplo [I.1]serd de grande valia para as aplicagoes que veremos no Capitulo 3

e ¢ uma das métricas mais usuais.

Exemplo 1.1. Pelo que comentamos anteriormente, a funcao d : R x R — R, definida
por

dz,y) =z —y|, VzyecR,

¢ uma métrica sobre R, ou seja, (R,d) é um espago métrico. A métrica é denominada

como métrica usual.

O Exemplo [1.2| é uma generalizacao do exemplo anterior, veremos as métricas mais

usuais no espaco R".

Exemplo 1.2 (Espago Euclidiano). Dados z,y € R™, temos que z = (21,2, -+ ,Z,) €

y=(y1,Y2, " ,Yn)- As fungoes d,d',d" : R" x R — R definidas por

[N

n

d(z,y) = (t1 =)+ + (20— yn)? = [Z (@i — l/z‘)2]

=1
d’(x,y) = ‘33'1 _y1| +oeee ‘xn _yn‘ = Z|xz _yz|7 €
=1

d/(l’,y) = max{|:p1 - y1|7 Ty |I’n - ynl} = fg?g;LTz - yllv

sao métricas sobre R™. As métricas d,d’ e d” sdo bastante usuais, por este motivo nao
demonstraremos que satisfazem as condigoes da Defini¢ao [I.I] Mais informagoes podem

ser encontradas em [11].

Na Secao 1.2 veremos que a métrica induz uma topologia sobre o espaco métrico. A
fim de que entendamos as métricas que serao utilizadas, trazemos o exemplo a seguir.

Além disso, esse exemplo serd fundamental para a demonstracao do Teorema [2.2

Exemplo 1.3 (Produto Cartesiano de espagos métricos). Sejam M e N espagos métrico,
cujas métricas indicaremos com o mesmo simbolo d. O produto cartesiano M x N §é,

como conjunto formado pelos pares ordenados z = (x,y), onde x € M e y € N. Podemos

15



1. Espagos Métricos

adotar o produto M x N de uma métrica, definindo a distancia de z = (z,y) a 2/ = (', ¢')

como sendo

d(z,2")=d(z,2") + d(y,y)

ou
d"(z,7') = max {d(x, 2, d(y, y')},

ou entao

d(z,2") = \/d(x, ) 4 d(y,y)°.

O espago métrico que veremos no Exemplo [[.4] serd de suma importancia para apli-
carmos o Teorema do Ponto Fixo de Banach ao teorema de existéncia e unicidade de

solugoes para uma equacao diferencial ordindria, que se encontra no Capitulo 3, Secao 3.

Exemplo 1.4 (Espago de Fungoes). Seja M # () um conjunto qualquer. Uma fungao
f: M — R é dita limitada quando existe uma constante ¢ > 0, tal que |f(z)| < ¢,
para todo x € M. Considere B(M,R) o conjunto de todas as fungoes limitadas. Vamos

mostrar que B(M,R) é um espa¢o métrico com a métrica d definida por

d(f,g) = sup [f(z) — g(x)] (1.1)

zeM

para toda fungdo f,g € B(M,R). Primeiramente, note que d estd bem definida, pois se
f,g € B(M,R), entao existem ¢; > 0 e co > 2 tais que |f(z)] < ¢ e |g(x)] < ¢, para

todo x € M. Pela desigualdade triangular, temos que:

[f (@) = g(2)| < |f(@)] + ] = g(@)] = [f(2)]| + |g(2)] < er+ ca.

Logo, (f — g) é limitada, ou seja, (f — g) € B(M,R). Dai, concluimos que (1.1)) de fato

estd bem definida. Usando a proposigao [I.1] vamos mostrar que d é métrica.

L d(f, f) = sup | f(z) = f(z)] = sup 0 = 0.

zeM

2. Dadas as fungoes f,g,h € M. Temos que

sup | f(x) = h(z)| < sup | f(z) — g(«)| + sup |g(z) — h(z)].

zeM zeM zeM

Entao,

d(f,h) = sup|f(zx) = h(z)| < sup |f(z) — g(x)| + sup |g(z) — h(z)|

zeM zeM zeM
= s |f(z) = g(2)| + sup [h(z) — g(w)| = d(f, g) + d(h, 9).
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1. Espagos Métricos

Portanto, pela Proposicao d é métrica, ou seja,
(B(M,R),d)

¢ um espaco métrico.

Gostarfamos de comentar que, quando M C R é compacto e f é continua, entao f
atinge o supremo, ou seja, f tem maximo. Neste caso, a métrica é denominada métrica
da convergéncia uniforme. Na Se¢ao 1.3 veremos com mais detalhes o porqué esta métrica
¢é conhecida como métrica da convergéncia uniforme.

Por fim, é natural pensar se um subconjunto de um espaco métrico é ele mesmo um
espaco métrico e de que forma a métrica se comporta nesse subconjunto. Pois em alguns

casos, necessitamos trabalhar apenas com um subconjunto. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 1.5. Se (M, d) um espaco métrico, todo subconjunto pode ser considerado como
espaco métrico, basta considerar a restricao de d a S x S, ou seja a mesma distancia de
M sera usada entre os elementos de S. Quando isso acontece, chamamos S de subespaco

e a métrica de S chama-se métrica induzida pela de M.

1.2 Bolas e Topologia

Agora veremos de que forma a métrica d induz uma topologia no espaco métrico

(M, d). Para isso, precisamos entender o conceito de Bolas.
Definicao 1.2. Sejam a € M e r € R tal que r > 0.

i) A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a,r) definida por

B(a,r) = {z € M;d(a,z) <r}.

ii) A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto Bla,r] definida por

Bla,r] = {z € M;d(a,z) <r}.

iii) A esfera de centro a e raio r é o conjunto S(a,r) definida por

S(a,r) ={z € M;d(a,z) =r}.

Vejamos como se comporta a bola em R? com as métricas vistas no Exemplo [1.2]
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1. Espagos Métricos

Exemplo 1.6. Vamos considerar o espaco R? com as métricas do Exempl. Seja

x = (z1,72) e y = (y1,Y2), temos:

a) d(z,y) =/ (x1—11)* + (22 — y2)?
b) d(z,y) = |x1 — 1| + |22 — ya|
¢) d(x,y) =max{|z; —y|, [v2 — yal}.

a) Note que u = (x,y) € S(0,1) em (R, d) implica que d(u,0) = 1, ou seja,
([L’2 +y2)1/2 - 1.

Dai,
(z,9) € 5(0,1) = 2* +y* = 1.

Além disso, u € B(0,1) implica d(u,0) < 1, isto é,
o +y? <1

Assim, B(0,1) em (R,d) é o interior do circulo de centro (0,0) e raio 1. A esfera
S(0,1) é a circunferéncia de centro (0,0) e raio 1 e S(0,1) U B(0,1) = B0, 1]. Veja
a Figura [I.1]

1 1

s
N,

Figura 1.1: Representagao grafica de B[0,1] com a métrica d

b) Agora, u € S(0,1) em (R, d") implica d(u,0) = 1, ou seja,
|z + |y = 1.
Note que neste caso, |z|, |y| < 1. Além disso,

[+ [yl =1 = |yl =1 |zl
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1. Espagos Métricos

Logo,
y=1—|x|, se yZO,

ou

y=—-1+lz|, se y<O0.

Além disso, u € B(0,1) implica |y| < 1 —|z|. Assim, B(0, 1) é o interior o quadrado

de vértices
A=(1,0), B=(0,1), C=(0,—-1) e D=(0,-1).

A esfera S(0,1) sao os laos deste quadrado e B|0, 1] = S(0,1) U B(0,1). Podemos

observar isso na Figura [1.2]

YA
1|A
B D X
1 1 g
1fc

Figura 1.2: Representagao grafica de B[0,1] com a métrica d’

Por fim, v € S(0, 1) implica d”(u,0) = 1, ou seja,
max{|z|, [y} = L.

Logo,
[z =1 efy[ <1

=1 e [a| <L

Assim, B(0,1) em (R?,d") é o quadrado de vértices
A=(1,1), B=(-1,1), C=(-1,-1) e D=(1,-1).

A esfera S(0,1) sao os lados desse quadrado e B[0,1] = S(0,1) U B(0,1). Note que
B(0,1) = (=1,1) x (=1,1). Veja a Figura[1.3|
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YA
B 1 A
X
-1 1 -
c - D

Figura 1.3: Representagao grafica de B[0,1] com a métrica d”

Veja que, a estrutura da bola de um espago métrico depende diretamente da métrica
adotada nesse espaco.
A seguir, veremos como se comporta a bola no cartesiano de espagos métricos com a

métrica do maximo vista no Exemplo [1.3]

Exemplo 1.7. Sejam (M, d;) e (N, ds) espagos métricos, temos que d3 : M x N — R dada
por ds((x1,v1), (22,92)) = max{di(z1,22),d2(y1,y2)} é uma métrica em M x N(Veja o
exemplo . Vamos mostrar que By, ((z,y),7) = Bq, (x,7) X By, (y,7), onde r > 0. Com

efeito,

a € By, (z,7r) < di(a,z) <7

b€ Ba,(y,r) < dao(byy) <r
Seja ¢ = (z1,y1) € Ba,((%,y),7), onde 21 € M e y; € N. Entao,

ds((z1,1), (z,y)) = max{dy(z1, %), d2(y1,9)} <r
> di(z, ) <71 e do(y1,y) <.

Portanto, x1 € By, (z,7) e y1 € Bqg,(y,7). Com isso mostramos que

Bds ((.T, y)? T) = Bdl <x> T) X de(yv T)'
A Definicao nos ajudard a entender o que significa ser um conjunto aberto em um
espaco métrico.
Definicao 1.3. Seja X um subconjunto de M, onde M é um espago métrico.

i) Um ponto a € X chama-se um ponto interior a X quando é centro de uma bola
aberta contida em X, ou seja, quando existe r > 0 tal que x € B(a,r) C X, ou,

equivalentemente, d(z,a) < r implica z € X.
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ii) Chama-se o interior de X em M ao conjunto intX formado por todos os pontos

interiores a X.

iii) Chama-se a fronteira de X em M ao conjunto 0.X, formado pelos pontos b € M tais
que toda bola aberta de centro b contém pelo menos um ponto de X e um ponto do

complementar M — X.

Para que entendamos melhor os conceitos vistos acima, seguiremos com um exemplo

classico de nimeros reais.

Exemplo 1.8. Consideremos o conjunto Q e o espaco métrico R com a métrica usual.
Temos que intQ = (), pois nenhum intervalo aberto é formado apenas por nimeros raci-
onais. Por outro lado, 0Q = R, pois todo intervalo aberto contém ntmeros racionais e

irracionais.
Definicao 1.4. Um subconjunto A chama-se aberto em M quando intA = A.

Observacao 1.1. Note que um conjunto A C M é aberto quando todos os seus pontos
sao interiores, ou seja, dado z € A, existe r > 0 tal que B(z,r) C A. Note ainda que,
A C M é aberto se, e somente se, ANJA = (.

No exemplo a seguir veremos que a bola aberta ¢ um conjunto aberto sobre um espago

métrico.

Exemplo 1.9. Dado a € M e r > 0, tem-se sempre que B(a, ) é um conjunto aberto em
M. De fato, é suficiente mostrar que dado = € B(a, ) existe r > 0 tal que x € B(z,r,) C
B(a,r). Para isso, note que x € B(a,r) implica d(a,x) < r. Seja r, = r —d(z,a) > 0.
Note que B(zx,r,) C B(a,r), pois y € B(x,r,) implica

d(y,a) < d(y,z) +d(z,a) <r,+d(z,a)=r.

Assim, B(z,r,) C B(a,r), para todo x € B(a,r). Portanto, B(a,r) é aberto em M.

Agora, é possivel definirmos conjunto é fechado num espago métrico . Veja a definigao

Lol

Definicao 1.5. Um conjunto F' C M ¢ dito fechado em M quando o seu complementar

¢ aberto em M.
Veremos que a Bola fechada é um conjunto fechado sobre um espago métrico.

Exemplo 1.10. Dado a € M e r > 0, a bola Bla,r] é sempre um conjunto fechado em
M. De fato, dado x € M — Bla,r] = Bla,r]¢, temos que d(a,z) > r. Sejar, = d(a,z)—r.
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Afirmamos que x € B(z,r,) C M — Bla,r], pois dado y € B(x,r,) temos que

d(a,z) <d(a,y)+d(y,x) = d(a,y)
= d(a,y)

v

d(a,z) —d(y, x)
d

(a,x) —ry =T

v

Logo, M — Bla,r] é aberto em M, mostrando que Bla,r] é fechado em M.
Definicao 1.6. Seja X um subconjunto de M.

i) Um ponto a € M diz-se aderente a X se para todo r > 0 tem-se
B(a,7)NX # 0,

ou seja, quando toda vizinhanca de a contiver pelo menos um ponto de X

ii) O conjunto de todos os pontos aderentes a X chama-se fecho de X e denota-se por

X.

iii) O subconjunto X chama-se denso em M quando X = M, ou seja, toda bola aberta

em M contém pelo menos um ponto de X, ou ainda, para cada aberto A # () em

M, tem-se AN X # 0.

Proposicao 1.2. Seja F' C M, tem-se F' = F se, e somente se, F'° = M — F é aberto em
M.

Veja que a proposicao acima significa que um conjunto F' contém todos os seus pontos
aderentes se, e s6 se, é fechado.

Ap6s as definicoes e resultados que vimos, somo capazes de entender de que forma a
métrica induz uma topologia sobre um Espago Métrico. Veja a Proposigao [I.3] Para um

estudo mais detalhado sobre espaco topoldgico veja [15].
Proposigao 1.3. Seja M um espago métrico. Entao,
i) 0 e M sao abertos.

ii) Se Ay,---, A, s@o abertos em M, entdao A;N---NA, éaberto em M. (A intersecao

de um numero finito de abertos ¢ um conjunto aberto.)

iii) Se {A\}res uma familia qualquer de abertos em M, onde J é um conjunto de indices,
entao (J,.; Ax é aberto em M.(A reunido de uma familia qualquer de conjuntos

abertos é um conjunto aberto.)
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Uma vez que M é um espaco topoldgico, estudaremos conceitos de continuidade em
espaco métricos, onde veremos propriedades importantes de fungoes continuas necessarias
para as demonstracoes e aplicagoes que veremos posteriormente. Entao, vamos a definicao

de funcao continua num espago métrico.
Definicao 1.7. Sejam M e N espagos métricos.

i) Diz-se que a aplicacdo f : M — N é continua no ponto a € M quando, dado

qualquer ¢ > 0 existir um 0 = §(a,e) > 0 tal que
d(x,a) < 6 = d(f(x), f(a)) < &

Diz-se que f : M — N é continua quando é continua em todos os pontos a € M.

ii) Diz-se que a aplicagao f : M — N é uniformemente continua quando, dado qualquer

e > 0, existir um 0 = 6(g) > 0 tal que

d(z,y) <0 =d(f(x), fly)) <e,Va,y € M.

Para fungoes uniformemente continuas, usaremos o caso em que existe um nimero

real ¢ > 0 tal que

pois basta tomarmos § = ¢/c e entdo f é uniformemente continua.

Observacao 1.2. Dizer que f : M — N é continua no ponto a € M é equivalente a dizer

que f transforma todos os pontos da bola B(a,d) em pontos da bola B(f(a),¢).

Lembre que nosso objetivo nesta segao é trazer conceitos prévios para que os capitulos
seguintes sejam bem compreendidos. Em vista disso, o exemplo ¢ importante para
que entendamos as condicoes exigidas no Teorema do Ponto Fixo de Banach sobre uma

aplicacao, que garantem a existéncia de um tnico ponto fixo.

Exemplo 1.11. Dada f : M — N, suponhamos que exista uma constante ¢ > 0(chamada

de constante de Lipschitz) tal que

d(f(z), f(y)) < cd(z,y)

para todo x,y € M. Dizemos que f é uma aplicacao Lipschitziana. Neste caso, f é

continua para cada a € M. Com efeito, dado € > 0 tomemos § = ¢/c. Entao,

d(z,a) < d=d(f(z), f(a)) <cd(r,a) <c-0=¢.
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Veja que além de ser continua, a aplicacao f é uniformemente continua. Destacamos que

no Capitulo 2 falaremos de algumas propriedades de uma aplicacao ser Lipschitz.

Exemplo 1.12. A prépria métrica d : M x M — R é uma funcao continua. Se adotarmos

em M x M a métrica

0[(z,y), («",y)] = d(z,2") + d(y, y/),

entao

|d(z,y) —d(@",y)| = |d(z,y) —d(z,y) +d(z',y) — d(z.y)
< ld(z,y) —d(@,y)| + |2/, y) — d(z', )]
< d(z,2') +d(y,y)
= d[(z,y), (¢, )]

Logo, |d(z,2")+d(y,y")| < d[(x,y), (z',y)]. Veja que d é Lipschitz, com constante igual 1,
neste caso, chamamos d de contracao fraca, veremos isso com mais detalhes no Capitulo
2 Secao 2.4. Por outro lado, se adortamos em M x M a métrica do maximo, ou seja,

O(z,y), (2, y)] = maxd(z,2'),d(y,y’), obtemos que:

|d(z,2") —d(y,y")| = |d(z,y) —d(z",y) +d(z",y) —d(z.y)
< d(z,y) —d(@',y)| + |d(2',y) — d(z", /)]
< d(z,2") +dy.y)
< 2max{d(z,'),d(y,y')}

= 20[(z,y), («',y")]

Portanto, d é Lipschitziana com constante igual a 2. Em ambos os casos, temos que a

métrica d é Lipschitz. Entao, d é uniformemente continua.

1.3 Sequéncias e Espacos Métricos Completos

O Teorema do Ponto Fixo de Banach se d& em espago métricos completo, por isso
devemos entender como sao esses espacos. Para isso, primeiramente devemos compreender
o conceito de sequéncias, mais precisamente, sequéncias de Cauchy. Vamos entao ao
conceito de sequéncia em espacos métricos.

Um sequéncia em M é uma funcao

r:N—= M,
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onde x(n) = x,. Denotaremos a sequéncia x por (x,,).
Dizemos que uma sequéncia (x,,) converge para um ponto x € M quando, dado € > 0,
existir ng € N tal que

n>ng = d(z, ) <e.

Assim, diz-se que = é o limite a sequéncia (x,) e denota-se

lim z, = z,limz, =2 ou =z, — x.
n—oo

Diremos que uma sequéncia (x,) é convergente em M quando existir z € M tal que

Ty — T, COIM N — OQ.

Observacao 1.3. Note que se (z,) é uma sequéncia em M, entao fazendo
ap, =d(z,,x) € R,Vn € N,

temos que

T, —x em M < a,—0 em R

Defini¢ao 1.8. Uma sequéncia (z,,) em M é dita limitada quando existe ¢ > 0 tal que
d(zpm, x,) < ¢,Vm,n € N.

Proposigao 1.4. Seja M um espago métrico. Entao:
i) Toda sequéncia convergente em M ¢é limitada e seu limite é tnico.
ii) Se z, — = ey, — y, entdo d(z,, y,) — d(z,y).

Uma subsequéncia da sequéncia z = (z,,) em M é uma restri¢ao da funcdo z : N — N
a um subconjunto infinito N = {ny,--- ;ng,---} de N tal que ny < -+ < ng < ---
Escreve-se 2/ = (x,)nen Ou (25, Jneny ou simplesmente (z,, ) para denotar a subsequéncia

formada pela restricao de x a N'.

Proposicao 1.5. Se z,, — a em M, entao toda subsequéncia de (z,) converge para a em

M
Seguidamente, veremos o importante conceito e conjunto compacto em espagos métricos.

Definicao 1.9. Um espago métrico M é dito compacto se toda sequéncia em M possui
uma subsequéencia convergente em M. Um subconjunto K C M é compacto se toda

sequéncia em K possui uma subsequéncia que converge em M para algum elemento de

K.
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Gostariamos de comentar que a defini¢ao de conjunto compacto acima chama-se com-
pacidade sequencial. Esta caracterizacao vale para espagos métricos, mas nao vale para
espagos topoldgicos em geral.

Os conjuntos compactos possuem propriedades importantes, como veremos a seguir.
Proposicao 1.6. Todo subconjunto fechado em um espaco métrico compacto é compacto.

Proposicao 1.7. Se M ¢é um espaco métrico compacto, entao toda aplicacao continua
f: M — N é limitada.

Proposicao 1.8. Seja M um espago métrico e F' C M.
i) z € F se, e somente se, existe uma sequéncia (x,) C F tal que z,, — = em M.

ii) F' é fechado se, e somente se, para cada sequéncia (z,) C F, com z,, — z, tem-se

xel.
Proposicao 1.9. Todo compacto K C M é limitado e fechado em M.

Visto que um de nossos principais objetivos é demonstrar o Teorema do Ponto Fixo
de Banach, as defini¢oes e resultados que veremos a seguir sao de suma importancia para
essa demonstracao, uma vez que ¢é através da sequéncia de iteradas de uma aplicacao, que

¢ de Cauchy (veremos no Capitulo 2) que vamos obter o ponto fixo da aplicacao.

Definicao 1.10 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia (x,) num espago métrico M
chama-se sequéncia de Cauchy quando, para todo ¢ > 0 dado, existe ng € N tal que

m,n > ng implica d(z,, x,) < €.

Observe que, uma sequéncia ser de Cauchy, significa que seus termos vao se aproxi-
mando cada vez mais um do outro a medida que o indice n cresce. Além disso, toda

subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy é também de Cauchy.

Lema 1.1. Para que uma sequéncia (x,) seja de Cauchy, é necessario e suficiente que,

para todo € > 0 dado, exista ng € N tal que
n>ng = d(T,, Tnip) <€,

qualquer que seja p € N.

Com efeito, se tomarmos n o minimo entre os niimeros n e m vistos na definigao [1.10],

entao podemos escrever m = n + p, p € N. Logo, existe ny € N tal que
m,n > ng = d(x,, T,) < €.
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Portanto, (z,) é uma sequéncia de Cauchy. Reciprocamente, sendo (x,,) de Cauchy, basta

considerarmos m > n, logo, m = n + p, para p € N entao existe ng € N, tal que
n>ng = d(T,, Tnip) < €.

Vamos a alguns resultados importantes de sequéncia de Cauchy para desenvolvermos

nossos estudos nas proximas secoes.
Proposicao 1.10. i) Toda sequéncia convergente é de Cauchy.
ii) Toda sequéncia de Cauchy ¢é limitada.

iii) Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente também é

convergente e converge para o mesmo limite da subsequéncia.

Exemplo 1.13. i) Nem toda sequéncia de Cauchy é convergente. De fato, considere
o subespaco Q de R com métrica induzida pela métrica d usual de R. Como Q = R,
existe (r,) C Q tal que z,, — v/2. Note que (1,,) é de Cauchy em R, logo é e Cauchy

em Q, mas converge em R e nao converge em Q, pois v/2 néo pertence a Q.

ii) Nem toda sequéncia limitada é de Cauchy. De fato, a sequéncia (1,—1,1,—1,---)

em R, com a métrica usual d, é limitada. Porém, d(z,,z,.1) = 2, para todo n € N.

iii) Nem toda sequéncia que possui uma subsequéncia convergente é convergente, basta

analisar a sequéncia tomada no item (7).

Visto isso, temos uma caracterizagao por sequéncia para funcao continua e uniforme-

mente continua. Veja a proposicao seguir.
Proposicao 1.11. Sejam M e N espacos métricos.

i) Toda aplicagdo f: M — N é continua no ponto a € M se, e somente se, para toda

sequéncia (x,) em M, com z, — a em M, tem-se f(x,) — f(a) em N.

ii) Toda aplicacao uniformemente continua f : M — N transforma sequéncias de

Cauchy em M em sequéncias de Cauchy em N.

O resultado a seguir sera muito importante para demonstrarmos propriedades de

funcoes Lipschitz.

Lema 1.2. Sejam z,, uma sequéncia num espago métrico (M, d) e a, uma sequéncia de
numeros reais nao negativos tais que, para cada n € N, d(z,41,%,) < a,. Se Ya, é uma

série convergente entao x, é uma sequéncia de Cauchy.
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Com efeito, por indugao mostraremos que para todo p > 2, p € N, temos:

d(xm xn+p> < d(xm mn—&-l) + d<xn+17 xn+2) +ooe 4+ d<xn+(17—1)7 xn—i—p) (12)

Para p = 2, temos que

d(xm xn—i-?) < d(xm xn—i-l) + d(xm-l, $n+2>

Suponha que (1.2)) é vélido para algum p € N, com p > 2. Entao,

d(Tp, Trypr1) < d(%axmp)+d($n+pa%+p+1)

< d(@n, Tny1) + d(Tpgr, Tpga) + - F d($n—(p—1)v Tryp) + A(Tnip, Tnipyir)

Portanto, por indu¢do matemaética concluimos que (1.2]) é vélida para todo p > 2, com

p € N. Como d(x,41,2,) < a,, entdao
d(xn; xn+p) S an + An+1 + -+ Qp4p

Temos que Xa, é convergente, entao pelo critério de Cauchy para séries (Ver Apéndice A
A.2)), temos que para todo £ > 0, existe ng € N tal que

@ + Gpi1 + -+ g o] <6

para quaisquer n > ng e p € N. Portanto, pelo Lema , a sequéncia (x,) é de Cauchy.
Lembre que, o teorema mais importante deste trabalho é védlido em espagos métricos

completos, sendo assim, vamos a sua definicao.

Definicao 1.11 (Espago Métrico Completo). Um espago métrico M é dito completo

quando toda sequéncia de Cauchy em M é convergente em M.

Na proposicao a seguir veremos que sob certas condi¢oes temos que um subconjunto

pode ser completo num espago completo.

Proposicao 1.12. Todo subespaco fechado A C M em um espaco métrico M completo

é completo com a métrica induzida.

Exemplo 1.14. A reta é um espaco métrico completo. Pois toda sequéncia de Cauchy

em R é convergente.

Exemplo 1.15. O conjunto dos ntimeros racionais nao é completo. Basta voltarmos ao
Exemplo onde obtemos uma sequéncia de Cauchy que converge para v/2 em R, isto

é, a sequéncia nao converge em Q.
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O Exemplo a seguir, sera de grande uso para demonstrarmos o teorema de
existéncia e unicidade de solu¢ao para o problema de Cauchy (veremos isso detalhada-
mente no Capitulo 3, de aplicagoes). Por isso, pedimos ao leitor que se atente um pouco

mais a este Exemplo.

Exemplo 1.16 (Espago de Fungoes). Como vimos no Exemplo o conjunto B(M,R)
é um espago métrico. Considere C° = C°(X,R) o conjunto as fungdes continuas, onde
X C R é compacto. Entao, pelo Exemplo , o par (C% d), onde

d(f,g) =sup|f(t) — g(t)],

teX

com f,g € C° é um espaco métrico. Note que f atinge seu maximo em X. Logo, a

métrica d serd definida como

(1, 9) = max | £(6) = g(0)]

Vamos mostrar que (C°, d) é um espago métrico completo. Para isso, devemos provar que
dada uma sequéncia (f,) de Cauchy em C° tem-se f € C° tal que f,, — f em C°. Com

efeito, seja f, de Cauchy em C°, isto ¢, existe ng € N tal que
m,n > ng = d(fm, fn) <e.
Entao,
m,n > ng = I}éa)?(]fm(t) — fu®)| <e=|fu(t) = fu(t)| <e, VteX.

Assim, fixado t € X, temos que a sequéncia (f,,(t)) é de Cauchy em R. Como R é

completo, entao existe o limite

lim f,,(%).

Considere a funcao f : X — R dada por

f(t) = lim f,,(¢).

m— 00

Veja que f estd bem definida, pois para cada t € X o lim,, . fn(t) existe e é unico.
Tendo que f,, — f pontualmente em X e (f,) de Cauchy em C°, entdo pelo Teorema [A.3]
(Ver Apéndice A), f, — f uniformemente em X. Portanto, (CY,d) é um espaco métrico
completo. Sabendo que o conjunto [a,b] é compacto na reta, o conjunto C°([a,b],R) é
também um espago métrico completo. Veremos este caso mais adiante na demonstragao

do Teorema de Picard-Lindelof.
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Capitulo 2

O Teorema do Ponto Fixo de Banach

e Extensoes

Estudaremos, neste capitulo, teoremas de ponto fixo, mais precisamente, o Teorema do
Ponto Fixo de Banach que se da em espacgos métricos completos e uma extensao dele que
se aplica em espacos métricos compactos. Para isto, comecaremos fazendo um estudo de
ponto fixo e método iterativo. Em seguida aprofundaremos nosso estudos sobre aplicagoes

Lipschitz, mais especificamente aplicacoes ditas Contragoes.

2.1 Ponto Fixo e Método Iterativo

Como ja mencionamos, o estudo de ponto fixo é de grande importancia para encon-
trar solucoes de uma dada equacao. Em vista disso, estudar teoremas de pontos fixos é
de grande valia para alguns problemas matematicos. Lembre que o ponto que satisfaz
a equacao T(x) = x com T : M — M ¢é chamado ponto fixo de T' e esta equagao é

denominada equacao de ponto fixo.

Vejamos agora alguns exemplos de teoremas de ponto fixo.

Exemplo 2.1 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Se B = BJ0;1] é a bola unitaria
fechada do espaco R", entao toda aplicagao continua f : B — B possui pelo menos um
ponto fixo x € B. Vejamos o caso em que n = 1:

Seja f :[0,1] — [0,1]. Consideremos ¢ : [0,1] — R, definida por ¢(z) = f(z) — x. Note
que ¢ ¢é continua.

Como 0 < f(z) < 1, para todo x € [0, 1], entao
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2. O Teorema do Ponto Fixo de Banach e Extensoes

Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe z € [0, 1] tal que p(z) = 0, ou seja, f(z) = .

Exemplo 2.2 (Teorema Ponto Fixo de Schauder). Se X é um subconjunto convexo e
compacto de um espago de Banach, entao toda func¢ao continua (na topologia da norma)

de X em X tem um ponto fixo, ndao necessariamente tinico.

Exemplo 2.3 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja M um espago métrico completo,

entao toda contracao f : M — M possui um unico ponto fixo em M.

Neste capitulo, estudaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, que sob certas
condigoes para a aplicacao T', garante existéncia e unicidade de ponto fixo, e que além de
garantir um unico ponto fixo, fornece um método iterativo aproximativo para encontrar
este ponto fixo. Veja o método a seguir.

Seja M um espago métrico e uma aplicagao T': M — M. Como T (M) C M, podemos

considerar as aplicagoes iteradas
T' =T, T*°=ToT", T°=ToT*=ToToT.
Assim, definimos indutivamente
T° =id|y, T =ToT", com n€EN.
As leis de expoentes usuais valem para as iteradas, ou seja,
(T™)" o TP = T™m*P (2.1)

para quaisquer m,n,p € N. De fato, por indu¢ao mostraremos primeiramente que para
todo n,m € N, temos
(™ =1m". (2.2)

Basta fazermos inducao sobre n. Para n = 1 a igualdade (2.2)) é imediato. Suponha que
(2.2) é valido para algum n € N. Entao,

(1)t = o o =& prn o = pntt

Portanto, para todo mn € N tem-se (T™)" = T™".
Agora, por indugdo mateméatica mostraremos que ([2.1)) de fato é valido para todo m,n,p €

N. Faremos inducao em p. Para p = 1 temos
(Tm>n o T =T™oT = Tmn—‘rl‘

Suponha que ({2.1)) é vélido para algum p € N. Entao,
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2. O Teorema do Ponto Fixo de Banach e Extensoes

(T™)" o TP =T™ o TP o T = T

o que conclui a indugao.

Portanto, concluimos que para todo n,m € N tem-se
(T™)" o TP = TP,

Definimos também, as iteradas de um ponto x € M, ou seja, a sequéncia

xo = T%(20), 71 = T(z0) = T (x0), 2o = T(T(20)) = T*(x0)

e assim por diante, definida indutivamente por

1 =T(xy) e zp =T(x,)=T""(29), para n €N,

Pode ocorrer que a sequéncia de iteradas
Tpr1 = T(z,)

convirja a um ponto a € M. Neste caso, se a aplicagao T': M — M ¢é continua, entao

necessariamente a é um ponto fixo de T', pois
a=limz, =lmT(z,) =T(limz,) =T(a).

O método desenvolvido acima, é denominado por Método Iterativo ou Aproximagoes
Sucessivas. Gostariamos de ressaltar que a partir daqui, a sequéncia (z,,) serd a sequéncia

de iteradas de uma aplicagao T'.

2.2 Contracoes em Espacos Métricos

Como vimos anteriormente, uma aplicagao T': M — N, com M e N espagos métricos,

¢ dita Lipschitziana em M, se para todo x,y € M existir ¢ > 0 tal que
d(T(x),T(y)) < cd(z,y).
Denotaremos por L o conjunto

L={c>0; d(T(z),T(y)) < cd(z,y)},
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2. O Teorema do Ponto Fixo de Banach e Extensoes

e por Lip T o infimo de L, ou seja, o infimo das contantes de Lipschitz. Temos que
Lip T é uma constante de Lipschitz. De fato, veja que existe inf L, pois L é limitado

inferiormente. Ainda, existe ¢, € L tal que ¢, — Lip T = inf L, ou seja,
d(T'(x), T(y)) < cnd(x,y).
Fazendo n — oo, temos que
d(T(z), T(y)) < Lip Td(x,y),Vz,y € M.

Portanto, Lip T' é uma constante de Lipschitz.

Vejamos algumas implicacoes de T' ser Lipschitziana. Os lemas e serao fun-
damentais para a demonstracao do Teorema do Ponto Fixo de Banach, uma vez que a

aplicacao no qual vamos encontrar o ponto fixo é Lipschitziana.

Lema 2.1. Seja T' : M — M uma aplicacao Lipschitziana com Lip T" = A\ no espaco
métrico (M, d). Entao,
d(xpi1, ) < A'd(21, 20).

Com efeito, seja x,, = T"(xp), com xy € M fixado. Por indugao mostraremos que
d(Tpi1,n) < A"d(x1, 70) (2.3)
Veja que quando n = 1, a desigualdade é valida. De fato,
d(xe,x1) = d(T(x1),T(z0)) < Ad(x1,x0).
Suponha que a desigualdade ¢é valida para algum n € N. Assim,
A(@ps2, Tny1) = A(T(@041), T(20)) < Ad(Tngr, n) < A= N'd(21,20) = X" d (21, 70)
Portanto, por inducao matematica, concluimos que para todo n € N tem-se
d(Tps1,Tn) < A"d(x1, 70).

Lembre que no Exemplo [1.12] vimos um exemplo interessante de aplicacao Lipschit-

ziana, as chamadas contragoes.

Definicao 2.1. Uma aplicacao T : M — N, chama-se contra¢ao quando A\ = Lip T' < 1,
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2. O Teorema do Ponto Fixo de Banach e Extensoes

neste caso A é chamado de constante de contracao, isto é,
d(T(x),T(y)) < Ad(z,y), Yo,y € M.

A seguinte propriedade é muito importante para que mostremos a existéncia de ponto
fixo e a convergéncia da sequéncia de iteradas para este ponto fixo no Teorema do Ponto
Fixo de Banach.

Lema 2.2. Se a aplicagao T': M — M é contragao, entao z,, ¢ uma sequéncia de Cauchy.

Com efeito, por T' ser contracao existe A > 0 tal que
d<xn+1a xn) S )\nd<x1a .To).

Isto resulta do Lema [2.1, Tendo que
A= —.
Z 1—A
=0

Ou seja, LA é convergente. Entao, pelo lema a sequéncia (z,) é de Cauchy.
Vejamos agora a definicao de uma aplicacao Lipschitziana em relacao a segunda
variavel que sera essencial para entendermos as condigoes do Teorema de Existéncia e

unicidade de solugao para o problema de Cauchy.

Definigao 2.2 (Aplicagao Lipschitziana em rela¢do a segunda variavel). Uma aplicagao

f:UCR xR — R é lipschitziana em relacao a segunda variavel se existe ¢ > 0 tal que

[f(@y1) = flz )| S|y — w2l V(z,y), (z,52) €U

Para que um aplicacao seja Lipschitz em relagao a uma variavel, basta que a derivada

parcial nesta varidvel seja limitada.

0
Lema 2.3. Seja f : U C R x R — R tal que a derivada parcial 8_f UCRXR—=R
x

seja limitada. Entao, f é Lipschitziana em relacao a segunda variavel.

0
Com efeito, se a derivada parcial 8_f ¢ limitada, entao existe K > 0 tal que
x

of
ox

(t,x)' <K, V(tz)eUl. (2.4)
Fixado t € R, a fun¢ao ¢ : Ay, C R — R dada por

QO(ZL‘) = f(t,l‘), VIS Ata
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2. O Teorema do Ponto Fixo de Banach e Extensoes

é derivavel e

#(a) = 9L (1,2),

Assim, dados x,y € R, com z < y, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (x,y) tal que

Logo,

of

’f(t7y) - f(t,ﬂ?)‘ < ’%(tac) ’ ’x _y’ < K‘l‘—y‘, V(t,y),@,%) el

Portanto, f é Lipschitziana em relacao a segunda variavel.

2.3 Teorema do Ponto Fixo de Banach

O Teorema do Ponto Fixo de Banach é um dos mais importantes teoremas de ponto
fixo, pois além de garantir um unico ponto fixo para uma aplicagao, fornece um método
para encontrar este ponto. Vale destacar que este método é muito eficiente e veremos isso
mais adiante. Por estes motivos, escolhemos este teorema, pois nas aplicagoes também
é interessante encontrar o ponto fixo, como veremos no Capitulo 3. Por praticidade,

denotaremos por X7 o conjunto e pontos fixos de uma aplicagao T', ou seja,
Xr={xe M;T(x) =x}

Exemplo 2.4. Ser uma aplicacao Lipschitziana nao implica em ser contracao. Seja
f : R — R, definida por f(z) = 2x e R dotado da métrica usual. Temos que [ é
Lipschitziana. De fato, d(f(z), f(y)) = |2z — 2y| = 2|z — y| = 2d(z, y), logo LipT =2, o
que implica em 7' nao ser contragao, pois devemos ter LipT < 1.

Lema 2.4. Seja T : M — M uma contracao. Entao, Xp é um conjunto unitario ou

Xr = 0.

Com efeito, suponha que X7 # (). Entao, existe x € Xr, onde T'(z) = z. Mostraremos
que neste caso, X7 é unitario. Considere x, 2’ € X7, onde x # 2’. Dali, de T ser contracao,

temos que:

d(z,z") = d(T(x), T(z") < Md(z,2")
= d(z,2") — Md(z,2") <0
= (1= MNd(z,2") <0.
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2. O Teorema do Ponto Fixo de Banach e Extensoes

Como \ < 1, entao

/

d(z,2")=0=z=12".

Portanto, X7 = {z}, ou seja X7 é unitario. Logo, devemos ter X7 = () ou X7 unitdrio.

A seguir, veremos um exemplo onde uma aplicacao é contracao e Xy = ().

Exemplo 2.5. Seja T'(0, 1] — (0,1], dada por T'(x) = g A aplicacao T' é contracao. De

fato,

d(T(x),T(y)) =

Ty 1 1
——Zl=<lr—y|==d :

A equagao T'(z) = x nao possui solugao em (0, 1], pois,
T
T(x)=12 < 520 — z=0.

Agora, veremos condigoes necessarias para que uma contracao tenha um unico ponto

fixo.

Proposicao 2.1. Seja M um espaco métrico completo e T': M — M. Se T é contragao

em M, entao X é unitario.

Demonstracao. Como T é contracao em M, pelo Lema (x,) é de Cauchy. Mas, M é
completo, entdao (x,) é convergente, digamos que x,, — a, com a € M. Temos que T é
continua, entao

a=limz, =limT(z,41) =T(limz, ;) = T(a),

ou seja, a é ponto fixo de T'. Pelo lema devemos ter que a é o tUnico ponto fixo de
T. m

Observe que a proposicao acima ainda é valida para quando T estd definida em um
fechado F' C M, pois, pela Proposicao [1.12] F' é completo.

Com as proposicoes anteriores podemos entao enunciar o importante Teorema do Ponto
Fixo de Banach.

Teorema 2.1 (Ponto Fixo de Banach). Seja M um conjunto dotado de uma métrica
d e suponha M completo em relacdo a d. Seja A um subconjunto fechado de M e seja
T : A — A uma funcdo de A em A. Vamos entao supor que exista um niumero q com

0 < q <1 tal que para todos os pontos x,y € A valha

d(T(2),T(y)) < qd(z,y). (2.5)

Entao, a equacdo de ponto fixo

z = T(x). (2.6)
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2. O Teorema do Ponto Fixo de Banach e Extensoes

tem solucao em A e essa solucao € unica. Além disso, para qualquer xo € A, a sequéncia
z, = T(x,_1), n > 1, obtida aplicando-se repetidamente T a partir de xy, converge

(rapidamente) ao ponto fizo x na métrica d. A saber, tem-se que

n

d(wn, ) < 77 .

d(Il,JJ()). (27)

Observagao 2.1. Para obtermos (2.7) basta observamos que do Lema 2.1 temos que

d(zp, Tntp) < AN'd(x9,21). Do Lema 1.2 temos que
ATy Trgp) < A"+ AT o AT, ).

Daf, obtemos que d(z,, Tpip) < N1+ X+ -+ AXP~D)d(z0, 21).

No contexto de Sistemas Dinamicos [14], temos que o ponto fixo a € M obtido no
Teorema do Ponto Fixo de Banach é um ponto atrator, isto significa que a sequéncia (z,)
converge para o ponto fixo partindo de qualquer xqg € M. Temos que, pontos atratores

de aplicagoes continuas sao necessariamente fixos.

2.4 Contratividade Fraca Estrita

No teorema do Ponto Fixo de Banach é de grande importancia que T satisfaca a

seguinte condicao:

d(T'(x),T(y)) < qd(x,y) (2.8)

para que seus resultados sejam garantidos.

Quando uma aplicacao T': M — M cumpre a desigualdade (2.9

d(T(x),T(y)) < d(z,y) (2.9)

entao, dizemos que T' é contracao fraca estrita.
Analisemos um exemplo onde uma aplicacao é contragao fraca estrita mas nao tem

ponto fixo.

Exemplo 2.6. Seja M = [1, +00) com a métrica usual d(x,y) = |v—y|esejaT : M — M
dada por T(x) = z + x~!. Entao vale para todo x,y € M, = # v,

d(T(z), T(y)) < d(z,y). (2.10)
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De fato, para 1 < z < y,

T(x) — T(y) TEC /: ()t — /: (1 - t%)dt.

Observe que para t > 1, tem-se 1 —t~2 < 1. Logo, como T é continua pela Proposicao

[AT], tem-se
v 1 y
/ (1—t—2)dt</dt:y—x,

T(z) = T(y)| < |z —yl.

ou seja,

! nao possui ponto fixo. De

Logo, T' é contragao fraca estrita. Note que T'(x) = x4+~
fato,

r—z =2z = 2z '=0.

Portanto, vemos que resultados analogos ao Teorema do Ponto Fixo de Banach nao sao

alcancados quando A = 1.

No entanto, em espagos métricos compactos, a condicao de contracao pode ser enfra-
quecida para A < 1 mantendo ainda a existéncia e unicidade de ponto fixo. Como veremos

no teorema a seguir. O seguinte teorema é devido a Edelstein [6].

Teorema 2.2 (Edelstein). Seja M um conjunto dotado de uma métrica d. Seja A C M
compacto (na topologia induzida em M pela métrica d) e seja T : A — A uma fungdo de

A em A. Suponha que valha a condicdo
d(T'(x), T(y)) < d(z,y), (2.11)

para quaisquer x,y € A, com x # y. Entao, a equagdo de ponto firo x = T(z) tem
solugio em A e essa solu¢io € unica. Além disso, limx,, = x, com (x,,) C (x,), onde

T, =T x.

Demonstracao. Comecaremos mostrando que se T' possui ponto fixo, ele é inico. De fato,

sejam x,y € A, tais que T(z) = x e T'(y) =y, com x # y. Entao, temos que

d(z,y) = d(T(x),T(y)) < d(x,y)

o que é um absurdo, logo = = y.
Agora, mostraremos que aplicacao 1" possui ponto fixo. Como A é compacto, com

rg € A, a sequéncia x, = T"(xg), possui uma subsequéncia convergente, digamos ao
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ponto x,, ou seja, T, — .. Vamos mostrar que T'(z,) = z,. Para isso, por contradi¢ao
suponha que T'(x,) # x..
Seja z,, € A, com k € N, onde z,,, — z,. Entdo, para todo € > 0, existe K () tal que
para k > K (¢) tem-se
d(zp,,x.) <e.

De (2.11)), obtemos que , d(T'(zy, ), T(x.)) < d(2y,, ), com a igualdade sendo satisfeita
quando z,, = x,, pois terfamos d(x,,,z,) = 0, o que implicaria d(T'(z,,),T(x)) = 0,
pois a métrica é sempre positiva ou igual a zero.

Temos que x,, — z, implica (z,,, T(z,,)) = (2., T(z.)), em A2 = A x A com métrica
do maximo (denotaremos por d’ quando estivermos usando a métrica do maximo).

Seguidamente, definiremos uma funcao limitada superiormente numa bola compacta,
que sera de grande importancia para mostrarmos que klgglo d(zp,, T (z,,)) = 0.

Seja D := {(z,z),z € A} C A?, considere a fungdo F : A>\ D — [0, 00), dada por

A(T (). T()

Fle.y) = d(z,y)

No Exemplo 1.12 vimos que a métrica d é continua. Entao, a funcao composta d o T
¢ continua, uma vez que T é contracao. Tendo que F' é dada por um quociente de
fungoes continuas, entao a fungao F' é continua em A?\D. Veja que F(x,y) < 1, pois
d(T'(x), T(y)) < d(z,y).

Por hipétese, T'(x.) # ., entdo o par (z.,T(z.)) ¢ D e, portanto F(x,, T(z.)) estd
bem definida. Temos ainda que d' ((x,,T(x), D) > 0. Sendo assim, existe r > 0 onde a
bola fechada B, = B,((z,,T(x,))) em A x A é tal que B, N D # (). Como B, é fechado
em A x A, pela Proposicao 1.6 temos que B, é compacto.

Como F é continua, pelo Teorema 7?7 a funcao F' atinge um valor maximo ¢ em
B, (7., T(x4))). Mas, F(x,y) < 1 para todo (z,y) € A?\D, entdo devemos ter ¢ < 1.
Logo, para todo (7,y) € B,((z., T(z.)) tem-se

d(T'(z), T(y)) < qd(z,y). (2.12)

Temos que (z,,,T(xy,)) convergir para (z.,7(z.)) em A x A, significa dizer que
todos os termos da sequéncia (x,,,T(x,,)) a medida que k cresce estdo arbitrariamente
préximos de (z,,T'(x.)). Com isso, concluimos que para todo 1 suficientemente grande,
digamos | > L, vale que (z,,,, T(2y,)) € B, (x4, T(x.))). Assim,

d(T (2n,), T(T(xn,))) < qd((2n,, T(2n,))- (2.13)
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Lembre que x, = T"(xo) = T'(x,_1), dai
d(T (2n,), T(T(2n,))) = (@41, Tnpr2) < qd( T, Tnys)- (2.14)
Temos também que
AT,y T(Tng,y,) = AT (), T () (2.15)

Tendo que n; < njyq1 e g < ny+1, obtemos que n;+1 < nyy 1, pois caso contrario teriamos

ny < ngy1) < ng+1, mas nao existe um natural entre n; +1 e n;. Logo, podemos escrever
n=n+1+p, peN.
Com isso, voltando equacao ([2.15]) obtemos que
AT+ (), T+ (g)) = d(T™ 10 (o), T 240 (),
Dai, como T é contracao fraca estrita, aplicando este fato p vezes, obtemos que

ATy, T(Tnyy,)) = AT (o), TP (20))

< d(TerlJr(pfl)(xO), Tm+2+(p71)<x0))
< d(T”l+1+p—(p_1)(:E0), Tnz+2+p—(17—1)(x0))
S d(Tnl+1($0),Tnl+2($o))

d(xnl+1) :CTL1+2)
Mas, de ([2.14]) obtemos que:
d(xnﬁl? xnz+2) < qd<xnza merl) = qd(xnuT<xm))'

Portanto,
d(mn(l+1),T(azn(l+1))) < qd(zp,,T(x,)), VI>L. (2.16)

Diante disso, mostraremos por inducao que

d(zp,,, T'(Ty,) < qk’ld(:cm,T(xnl)), Vk>1> L. (2.17)

De fato, como k > [, escrevamos k = [ + p com p € N. Para p = 1, temos que é valido,
basta ver a equagao (2.16)). Agora, suponha que a desigualdade (2.17)) é vélia para algum
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p € N. Entao,

d<xnk+17T<xnk+1>> = d(xn(l+p+1)7T<xn(l+p+1)))

< qd(xn(z+p>7$"(z+p+1>> = qd(n,, xn(kJrl))

.
qd(wn,, T(x,)) < ¢ d(wn,, T(n,)).

Logo, por inducao concluimos que para todo k > [ > L, vale

d ((@ny, T(@n,)) < ¢ (@, T(20,))-

Fixando [, temos que klim d(zy,, T (z,,) =0, pois ¢ < 1.

—00
Lembre que para todo € > 0 existe K (¢) tal que para k > K () temos d(x,,,z.) < €.
Tomando € = 1y := d(T'(x.), x))/3, temos ge para todo k > K(rg) vale

d(zy, xp,) < 10.

Usando a desigualdade triangular e

3ro AT (z4),2:) < d(T'(24), T(ny)) + d(T(2ny,), )
d(T(2.), T(xn,)) + d(T(2ny), Tny) + A2y, T4)
2d(Tp,, xx) + d(T(xp,), Tny)

2700 + d(T(xnk)> xnk)

VAN VAN & VAN

Portanto, ro < d(T'(x,, xn,). Logo, para todo k > K(ry), temos

d(T(z.),x.)) < 3d(T (s, Tny)

Mas, klim d(zp,, T(z,,) = 0, o que implica T'(z,) = x,. Contradigdo. Portanto, temos
— 00

que z,, — z, implica em T'(x,) = ., ou seja, existe um unico ponto fixo z, de 7.

Observagao 2.2. O Teorema [2.2] serd muito importante nas aplicacoes que veremos no

Capitulo 3. Além disso, temos que existe ny € N, tal que n > ng tem-se x,, — z,. Com

efeito, para todo € > 0, existe K (¢) tal que k > K(c) tem-se

d(zy, xp,) < e.
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Se m é qualquer inteiro positivo maior que ng, ou seja, m = ny + ¢, com ¢ € N, entao

d(z., T (x0)) = d(T"(x.), T (x0))
= d(T"(x.), T*(T" (x0)))

< d(xy, T™(z9)) < €.

Portanto, T (xg) — ..

2.5 Poténcias Contrativas

Nesta secao veremos que nao necessariamente devemos ter que uma aplicacao T :
M — M seja contracao num espaco métrico completo para garantir que 7" tem um unico

ponto fixo, basta que uma de suas iteradas seja.

Proposigao 2.2. Seja M um conjunto dotado de uma métrica d e suponha M completo
em relacao a d. Seja A C M fechado e seja T': A — A. Suponha que exista m € N tal
que T™ seja uma contragao, cujo tnico ponto fixo é ry € A (a existéncia e a unicidade
de z( sao garantidas pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach). Entao, T tem um tnico

ponto fixo, a saber, o mesmo ;.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que Xy = Xpm = {zo}. Seja zog = T"(xp), temos
T(x9) = T (w9) = T™(T'(20))-

Isso nos diz que T'(z¢) é ponto fixo de T™. Mas, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach,
xo é unico. Logo T'(x) = z,0u seja x é o ponto fixo de T'. Agora vamos mostrar a unicidade
de zo. Suponha que y € X, dai, y = T(y) = T*(y) = --- = T™(y). Entao y é ponto fixo

de T™. Logo, y = xg, portanto x( é unico. O

A proposicao anterior, é de grande valia para demonstrarmos o teorema de existéncia
e unicidade de solucao para uma equacao diferencial, que sera visto no Capitulo 3. Pois,
14 teremos que um iterada de uma aplicacao seja contracao.

Ainda, para espacos métricos compactos conseguimos condigoes de que se uma iterada
da aplicacao T' é contragao fraca estrita, entao 7' tem um unico ponto fixo. Vejamos a

proposicao a seguir.

Proposicao 2.3. Seja M um conjunto dotado de uma métrica d. Seja A C M compacto
(na topologia induzida em M pela métrica d) e seja T : A — A. Suponha que exista
m € N tal que

d(T™(z), T"(y)) < d(z,y),
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para quaisquer x,y € A, com x # y. Seja ainda o € A o unico ponto fixo de T™ (a
existéncia e a unicidade de x( sao garantidas pelo Teorema ). Entéo, T tem um tnico

ponto fixo, a saber, o mesmo x.

Demonstragao. Pelo Teorema [2.2] temos que T™ possui um tinico ponto fixo, digamos x.

Mostraremos que T'(xg) = g, ou seja, que o é também ponto fixo de T'. De fato,
T(xo) = T™ " (m9) = T™(T(20)).

Isso implica que T'(x) é ponto fixo de 7™, mas 7™ possui um tdnico ponto fixo, entao
T(xy) = mo. Afirmamos que zy é o unico ponto fixo de T, pois, suponha que exista

Yo € X, onde yg # xg entao

d(z0,y0) = d(T'(20), T(%0)) < d(x0,Y0),

o que é um absurdo, Logo, devemos ter yy = xy. O

Queremos comentar que a Proposicao [2.3] nao serda usada nas aplicagoes, mas a trou-

xemos com o objetivo de curiosidade por nao ser um resultado muito conhecido.
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Capitulo 3
Aplicacoes

Este capitulo é a principal contribuicao deste trabalho e conclusao de curso. Nele
veremos algumas aplicagoes do Teorema do Ponto Fixo de Banach. Primeiramente, estu-
daremos equagoes numeéricas transformando o problema de encontrar solucoes deste tipo
de equacao em um problema de ponto fixo. Ainda neste aplicacdo, daremos condicoes
suficientes para o estudo do conhecido Método de Newton sob a luz do Teorema do Ponto
Fixo de Banach. Posteriormente, estudaremos os pontos de equilibrio da importante
evolugdo do Mapa Logistico de May (Ver [13]). Por fim, vamos demonstrar o famoso
teorema sobre existéncia e unicidade de solugoes de uma EDO no plano, conhecido como

o Teorema de Picard.

3.1 Equacoes Numéricas e o Método de Newton

Como vimos no inicio o Capitulo 2, pontos fixos sao muito tteis para encontrar solugoes
de equagoes do tipo

f(z)=0. (3.1)

Lembre que, resolver (3.1]) equivale a encontrar solu¢ao para

o(x) = x. (3.2)

Em tal caso, vemos que ¢é indicado usar teoremas de ponto fixo para resolver equagoes do
tipo , por isso, veremos que o Teorema do Ponto Fixo de Banach é muito 1til para
encontrar solugao de uma equacao numérica.

Para um exemplo, considere a fun¢ao f : R — R dada por f(x) = Acosz — z, onde
0 < A < 1. Suponhamos que nosso interesse é encontrar x € R tal que f(z) = 0, ou

seja, encontrar solucao de (3.1)) para o caso onde b = 0. Note que encontrar essa solu¢ao
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equivale a resolver a equacao

(3.3)

x = Acos(x).

Definamos a aplica¢do T : R — R dada por T'(x) = Acos(z) e adotemos a métrica usual da
reta, na qual R é completo. Vamos mostrar que 1" € uma contracao, para entao aplicarmos

o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Com efeito, para x,y € R, tem-se

d(T(x),T(y)) Acos(x) — cos(y)| TEC )\‘ /: sin tdt)

< Az —yl = Ad(z,y),

em razao de |sint| < 1, para todo t € R. Portanto, T" é uma contracdo com Lip T = \.

Ainda, seja z, = T"(x¢), com xy € R fixado. Tem-se que

Ty = Acos ()\cos (Acos( -+ Acos(o) - ))) .

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, garantimos que a sequéncia (x,) converge para
um ponto T e T(T) = T. E claro que T depende da constante A\. Na Tabela podemos

ver as iteradas de T com A = x¢ = 0, 5.

Tabela 3.1:
T(x) =0.5cosx
To — TO To) — O, 5)

x3 = T3(z0) = 0,449649376
1y = T*(z0) = 0,450299778
x5 = T°(x9) = 0,450158334
xg = T°(xo) = 0,450189111

Tg = 0,450183555

T10 = Tlo({['()

= 0,450183624

= 0,450183609

= 0,450183612

= 0,450183611
= 0,450183611
= 0,450183611
utora (2019).

Zo

)
)
)
)
)
)
a A

Observe que, fixado o = 0,5, com 15 iteracoes pode-se notar que os valores das iteradas
de T se aproximam do valor 0,450183611, ou seja, T = A cos possui um unico ponto fixo
T ~ 0,450183611. Graficamente, veja a Figura [3.I, podemos observar também que a

equagao (3.3) de fato possui um tinico ponto fixo, o qual é a interse¢ao da reta y = x com
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o grafico de T', onde ponto de interse¢ao é (0,450183611,0,450183611).

v

Figura 3.1: Ilustracao Gréfica para T'(xz) = 0.5cosx.

Antes de finalizar este exemplo, vejamos se é possivel obter os resultados anteriores para
o caso A > 1. A Figura [3.2]ilustra o que ocorre com a aplicagao T para este caso (mais

precisamente, A = 1,2,3,4).

v
- - E = -1
-1

E

-

Figura 3.2: Gréficos de T'(z) = Acosz para A > 1.

Note que este caso (A > 1) estd fora da validez do Teoremae T possui mais de um ponto
fixo para A > 1 (ver Figura . Para A\ = 1 podemos utilizar o Teorema e mostrar
que a aplicagdo T' possui um tunico ponto fixo. Para isso, vejamos que T'([0,1]) C [0, 1]
e T satisfaz a desigualdade estrita de contratividade em [0, 1]. Com efeito, para A = 1,
temos que

T(x) =cosz, x€]0,1].

Como 0 < cosz < 1, para todo x € [0, 7/2], entao
0<cosz <1, Vxel01],

ou seja, 7'([0,1]) C [0,1]. Ainda, para todo x € (0,1], |cosz| < 1. Dai, se z,y € (0, 1],
com x # y, entao

|cosx — cosy| < | —yl.
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Uma vez que cos0 = 1, temos
|cos0 —cosz| = |1 —cosz| < 1,

para z € (0,1]. Concluimos que a aplicagao T é contracao estrita no compacto [0, 1]. Pelo

Teorema[2.2] T possui um tinico ponto fixo T neste conjunto. Procedendo como na Tabela

B.1] podemos obter T = 0, 739085. Veja a tabela [3.2]

Tabela 3.2:
T(x) = CcoST
([Eo) = 07 75
T (xg) =0, 731688
TQ(IO) =0, 744047
= T3(xy) = 0,735733
zy =T (xg) = 0,741338
= T°(xq) = 0, 737565
= T%(xg) = 0, 740108
T7 = T7(x0) =0, 738395
T8(z0) = 0, 739549
T%(z0) = 0, 738772
sclo = Tlo(:co) =0, 739295
x11 = T (z0) = 0, 738943
T12 = T12([L'0) = O, 739180
113 = TP (20) = 0, 739020
T14 = T14(1]0) = 0, 739129
115 = T (z0) = 0, 739055
z16 = T () = 0,739104
z17 = T'(z0) = 0, 739071
118 = T (20) = 0, 739094
119 = T (20) = 0,739079
Too = T (z0) = 0, 739089
191 = T%(z0) = 0, 739082
Too = T (zg) = 0, 739086
T3 = T%%(z0) = 0, 739083
Ty = T%(z0) = 0, 739085
Tor — T24(£E0) = O, 739084
Tog = T?(x0) = 0, 739085
= T*(zy) = 0,739084
= T%(xq) = 0,739085
x29 = T%(xq) = 0,739085

Fonte: Da Autora (2019).

Observacao 3.1. Veja que na Tabela com )\ = 0.5 foram necessarias apenas quinze
iteragoes para que pudéssemos encontrar o ponto fixo, ja na Tabela com A = 1 preci-

samos de vinte e nove iteragoes, isto ocorre pois, como vimos no Teorema do Ponto Fixo
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de Banach, temos que a sequéncia converge rapidamente para o ponto fixo, mas, quanto
menor a constante de contracao, mais rapida é esta convergéncia. Por isso, Tabela

temos mais iteracoes.

No exemplo anterior conseguimos encontrar solucao para uma equacao numérica, no
qual o objetivo era encontrar o zero da funcao utilizando o Teorema transformando o
problema de zero de fungao (o caso em que b = 0) em um problema de equagao de ponto
fixo. Agora, vamos estudar um método que utiliza derivadas para encontrar solucoes
aproximadas de zeros de uma fung¢ao, o tao conhecido Método de Newton ou Método de
Newton-Raphson. Vale ressaltar que existem varias formas de apresentar e estudar este
método, aqui o estudaremos utilizando o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Vamos antes motivar o Método de Newton. Seja f : R — R uma funcao cujo o

interesse é encontrar solugoes da forma f(y) = 0, ou seja, encontrar os zeros da fungao f.

Figura 3.3: Representacao grafica do método iterativo de Newton

Na Figura[3.3 temos a reta tangente ao gréfio de uma fungao f que passa por (z,, f(z,)),
com inclinagao f'(z,). O Método de Newton consiste em tomar x,,,1 0 ponto de intersegao

desta reta com o eixo das abscissas. Note que

T )
n

se f'(z,) # 0. De fato, sabendo que a equagao da reta em questao é:

Yy = f<$n) + f’(l’n)(% - l’n),

entao, para y = 0, temos:
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Como x,.1 é o ponto no qual a reta corta o eixo das abscissas, temos que:

Tpt1 = Ty — ;,ii:i)) .

Observe que ao repetir este processo, a partir do ponto x,,.1, esperamos nos aproximar
) +1

cada vez mais do zero da fungdo f. Note agora que encontrar solugbes para f(y) =
0 é equivalente a encontrar solucoes para y = Y — fJfZ‘X), onde f'(x) # 0. Com isso,
conseguimos, novamente, transformar o problema de zeros de fun¢des em um problema

de ponto fixo. Definamos, entao, a aplicagao 7 : [a,b] — R por

f(z)

Ty(x) =2 — File)

se f" # 0 em [a,b]. A seguir, daremos condigbes para que essa aplicagdo esteja nas

condigoes do Teorema [2.1] Primeiro comecemos com a contratividade.

Lema 3.1. Seja f : [a,b] — R duas vezes diferencidvel e f' # 0 em [a,b]. Se existir
A €10,1) tal que

<A

‘f f” . Vzelab], (3.4)

entao a aplicacao T é contragao.

Demonstra¢ao. Sejam x,y € |a,b], com = < y, tem-se:

gt~y Ll ;’ff?ﬂdt
- [ feroserey, P ger-sare),

A {1_1+f[<f)(f ”1(5 ‘“1 A ff’(t)/ e

De ([3.4)), temos que:

Ty(y) = Ty(=)

() f"(t)

e | "

) -1l = | [ <
< /y)\dt:)\\y—x\.

Logo,
Ty (x) = Tr(y)] < Ay — |,

Portanto, T ¢ contragao. O]

Agora, mostraremos um resultado que garante quando a aplicacao T leva pontos
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do intervalo [a,b] nele mesmo. Dividiremos isto em dois lemas. Para eles, facamos as

seguintes notacoes:

b+a b—a
e o= .

2 2

T =
Lema 3.2. Tem-se y € [a, ] se, e somente se, |y — 7| < a.

Demonstracao. Seja y € R e [a,b] um intervalo. Entao,

a<y<b < aJraSySu
a—b—l—a%—bgygb—a—l—b—l—a
2 2
a—b b—
— 5 +r<y<-——+7
a—>b b—a
— -7
5 =Y 2
b—a < _<b—a
— — -7
9 ) =Y T =T
_ b—a
= |y—7| < 5=«

]

O Lema[3.2embora seja simples é bastante geométrico pois diz que se a distancia de um
ponto y ao ponto médio de um intervalo limitado é menor que a metade do comprimento
desse intervalo [a, b], entdo o ponto y pertence a esse intervalo. Utilizaremos isto no lema
a seguir para garantir que, sob certas condicoes, a aplicacao T leva pontos de [a, b] nele

mes1imo.

Lema 3.3. Seja f : [a,b] — R diferencidvel, com f’ # 0 em [a, b]. Se existir A € [0, 1) tal

que

‘ f(? ' < (1= N, (3.5)
entdao Ty([a,b]) C [a,b].

Demonstracao. Seja x € [a, b], temos

N f(f) == z f(f)
L@ =-%z =~ L@+ Fay
Dali,
-7 = r)—"1p(T)— /(@) xr)—Lpx it
B e =7+ ;((?) < Ao =7+ (1 - Xa
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Do Lema obtemos que |z — 7| < a. Logo,

Ti(z) —Z| < MNz—7|+(1—-Na
< da+(1-XNa=a

Portanto, usando novamente o Lema , temos que T leva pontos de [a, b] em [a,b]. O

Os Lemas [3.1] e nos dizem que a aplicagao Ty é uma contragao e leva pontos
de um intervalo nele mesmo, ou seja, proporciona condi¢oes para que o Teorema do Ponto

Fixo de Banach seja aplicado. Consequentemente temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1 (Método de Newton). Se f for pelo menos duas vezes diferencidvel, entdo

f possuird um zero x, tinico, num dado intervalo [a,b] se existir A € [0,1) tal que

f(@)f" ()
o <\, Vx € a, b, 3.6
e tal que
f(@)
—| < (1 -\ 3.7
S <a-n (37)
Observacao 3.2. Tem-se x = lim,,_,o(x,), x, € [a,b], determinada iterativamente por
f(zn)
n =T n) — &n — ,V > 07
Tut1 = Lylan) = o = G 3V
com 1z € [a,b] fixado. Além disso,
X =l € Ty (w0) — 0] < T2 (b ), W0 2 0

Tomando zg = T, temos ainda |y — z,| < @A™, n > 0 por (3.7)).

Exemplo 3.1. Usando o Método de Newton, vamos determinar um valor aproximado
para /2 calculando o zero positivo de f (x) = 2? — 2. Mas, para usarmos o Teorema
devemos encontrar um intervalo [a,b] e um numero real A € [0,1) de forma que a fungao
f cumpra as condigoes e do teorema. Tomemos x # 0 e a + b # 0, entao

2> =2 22* -2’42 1’42
2x 2x 2

Além disso,
flx)f"(x) (2*—=2)-2 2*-2 1 1

(f'(x))? 222 o222 2 a2

f@  f(e) o fedh) 2 a+b 2

fr@ ) 2(Y) T a+b a+b 4 a+b
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Note que devemos ter

1 1

2 22

fals0n(5) oo

A primeira desigualdade de (3.8)) é 6bvia se tomarmos A = 1/2 e > 1. Além disso,
1 <2 < 4implica 1 < v/2 < 2, e a segunda desigualdade de (3.8) é verdadeira para a = 1
e b= 2, pois

a+b 2 1 3 2] 1 (1- ) b—a 1 2—-1Y\ 1

1 a+b| |12 3 12 ° 2 ) "2 2 )1
Portanto, as escolhas convenientes para aplicarmos o método de Newton sao [a, b] = [1, 2]
e A =1/2. Lembrando que

<A

‘f () f"(x)
(f'(2))

a+b_ 2 |
4 a+b|l

(asn)2 +2
2x,

T(x,) = n > 0.

)

Partindo de xy = 2, temos que (z,,) é uma aproximacio de v/2 por niimeros racionais.

D77
Note (51;1;3, x =T (x0) = g T2 = T(xy) = 3 8% = T(x9) = 108" Observe que o valor
3= 108 ~ 1,41422156 aproxima v/2 com um erro de 2 x 1075.

3.2 Mapa Logistico

Nesta secao vamos estudar os pontos de equilibrio da evolucao
Ty — Tpy1 = T(x,), n >0, (3.9)

onde T': R — R é dado por T'(z,,) = ax,(1 —x,), com a € [0,4] e zo € [0,1]. Tal evolugao
é frequentemente denominada de Mapa Logistico e suas aplicagoes sao intimeras (Ver
[14]). Estudaremos os pontos de equilibrio da evolugao utilizando os teoremas de
ponto fixo estudados neste trabalho. Queremos destacar que, neste caso, os pontos de
equilibrio da evolugao (x,) sdo pontos fixos da aplicacdo T'. Sabendo disso, faz sentido
aplicarmos teoremas de ponto fixo ao Mapa Logistico. Para tanto, considere o espago
métrico R com a distancia usual, A = [0,1] e a aplicagdo T' : R — R, definida por
T(x)=azx(l —x), Va>0.

Dos estudos de uma funcao quadratica, temos que o ponto de maximo da aplicacao T’
¢ © = $ e o valor mdximo atingido pela aplicacao ¢ em T'(1/2) = a/4, para todo z € R.

Como ja mencionamos, nosso objetivo é aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach e

o teorema devido a M. Edelstein ao mapa logistico, entao precisamos que a aplicagao T’
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YA

\ Ae

Figura 3.4: Tlustragao do grafico de T'.

satisfaca as condigoes pedidas nesses teoremas, isto é, a aplicacao T' precisa levar pontos
de A em A e ser contragao (para o Teorema , T deve ser contracao fraca estrita). A

seguir, daremos condigoes para que T leve pontos do conjunto A nele mesmo.
Lema 3.4. A aplicagao T é tal que T(A) C A se, e somente se, a € [0, 4].

Demonstrag¢ao. Sabendo que a aplicagao T" assume como valor méximo a/4, entao

0 <T(z) < -, para todo = € R.

A~

Assim, se T(A) C A, temos que

0<T(z)<1 = 0<-<1 = 0<a<l.

e~

Reciprocamente, se a € [0,4], temos 0 < a/4 < 1, e dai

0<T(x)< = 0<T(x)<1, Vzel01].

e~

O

Agora, usando o lema anterior, vamos mostrar um resultado que garante que a aplicacao

T seja contracao em A, sob certas condigbes no parametro a.
Proposigao 3.1. Seja a € [0, 1].
1. Para a # 1, a aplicagao T' é contragao.
2. Para a =1 a aplicacao T' é contracao fraca estrita no conjunto compacto A.

Demonstrag¢ao. Para o item (i), devemos mostrar que

T(x) = T(y)| < alz -yl

53



3. Aplicacoes

Se () <z <y<l1,entao

T.F.C

d(T(x),T(y)) = |T(x) = T(y)| "=

/: T’(t)dt‘ < /xy (1) dt.

Observe que [T"(t)| = a|l — 2t| < a, para todo t € [z,y], isso resulta em

dU@%T@DS/Wﬁﬁwﬁédy—@=@u—m=aﬂaw-

Portanto, T' é contragdo. Para provar o item (ii), vamos mostrar que |T'(z)—T(y)| < |z—y|
para todo z,y € A, com z # y. Note que T'(z) = 1, se z = 0 ou x = 1. Entao, para
z,y € (0,1), com x # y e T continua pela Proposicao |A.1} tem-se

AT(@), 7)) = 70) = T < [ [Tt < (5= ) = ko = o] = d(z.)

Logo, T' cumpre a desigualdade estrita de contracao para x,y € (0,1). Resta-nos

analisar os casos t =0ouy=1. Sex =0ey € (0,1), entdo

d(T(0),T(y)) =10 =T(y)| = ly(L = y)| = yll1 —y| <yl =10 =yl
Sey=1exz e (0,1), entao

d(T(x), T(1)) = [T(z) = 0] = [z(1 — )| = [«][1 — x| < |z] = |z = 0]
Note que para z = 0 e y = 1 a desigualdade d(T(z),T(y)) < d(z,y) é imediata. Logo,
para a = 1, a aplicacao T' é contracao fraca estrita. L]

O Teorema do Ponto Fixo de Banach e a Proposicao|3.1|resultam no seguinte corolario:

Corolario 3.1. Seja a € [0,1], a aplicagdo T : A — A possui um tnico ponto fixo .

Além disso, 2 = limz,, = limT'(z,,_1) = 0.

Com efeito, pelo teorema do Ponto Fixo de Banach e da Proposigao [3.1], temos que

x® = limx,,. Por T ser continuo, tem-se
z® =limx, =limT(x,—1) =T(limz,_,) = T(z%). (3.10)

Note que para a € [0,1), z* = 0 é ponto fixo de T. Como tem solucao unica,
x* =0 é o tnico ponto fixo de T em [0,1). Quando a = 1, o Teorema , garante que a
igualdade em continua tendo uma unica solucao, a saber z® = 0.

Como vimos, para a € [0,4] a aplicagdo T leva pontos de A em A, mas para a € (1, 4]

a aplicacao T' ja nao é mais contracao, devido a isso nao é possivel utilizar os teoremas
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de ponto fixo apresentados até aqui para estudarmos a aplicacao 1" neste intervalo. Por
outro lado, é facil ver que para a > 1, 2* = 0 e 2” = a — 1/a sdo pontos fixos de T em A.
Diante disso, é natural surgir a seguinte pergunta: é possivel saber como 71" se comporta
no intervalo fora de contratividade? A seguir temos um resultado que nos garante que
mesmo fora da regiao de contratividade a sequéncia (z,) continua convergindo, mas agora
o ponto fixo 2?, que nos estudos de estabilidade de um sistema é tido como ponto atrator

assintoticamente estavel, para mais detalhes veja [12].

Proposicao 3.2. Se a € (1,4], entao a aplicagdo T tem dois pontos fixos distintos, a
saber, 7* = 0 e 2 = (a — 1)/a. Além disso, existe § > 0 tal que, para cada a € (1,3),

tem-se ° = lim z,,, sempre que zy € (27 — §, 2% +§).

Observagao 3.3. A condigio zy € (2°—§, 2°+0) é de suma importancia para mostrarmos
que a sequencia de iteradas de 7', a a partir de um x, estd cada vez mais proxima do

ponto fixo x¥.

Demonstracao. Note que x® é ponto fixo da aplicagao T para a > 1. Resolvendo a equacao

de ponto fixo x = ax(1l — x) obtemos que

-1
a::ax(l—q:)<:>x(1—a):—aa:2<:>x:a :

a

a—1

Tomemos z° = . Com isso, temos que para a > 1 os unicos pontos fixos de T" sao

, temos:

e z”. Além disscﬁ), com |T"(z)| = a|l — 2z
T (z*) | = a|]l = 22%| = |a(1 = 2-0)| =«
Tendo que a > 1, entao ‘T/ (x%) | > 1. Analisemos a T" no ponto z”.

1
a—2a<a )’:\a—2a+2|:|2—a|.

(2P| = — 98] =
|T"(2")| = a|1 — 227 -

Veja que |2 — a] < 1 se, e somente se, 1 < a < 3. Entao, quando a € (1,3), temos que
‘T' (ZLﬁ) ‘ <1

Dai, existe b € (0,1) tal que |7"(z”)] <b < 1. Como T é continuo, existe § > 0 de forma
que ‘T’(xﬂ)‘ < b < 1 (Ver Apéndice A, Corolario , para todo x € (2 — §,2° + §).
Uma vez que nosso objetivo é mostrar que ” = lim z,,, provaremos que para cada n € N,
T, estd mais préximo de x”. Fixemos xq € (z° — 6, 2° + §), mostraremos que 7, = T()

estd mais préxima de 27 do que z5. Com efeito,
|z — 2| = |T(0) — 2’| = |T(zo) — T(2")|.
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Pelo Teorema do Valor Médio (Apéndice A, Teorema [A.2)), existe um nimero & entre

zo e 2P tal que
|21 — 27| = |T(wo) — 2°| = |T(w) — T(2")| = |T"(&)||x0 — 27|
Como z¢ € (z° — 9,27 + §), entdo
|21 — @] = |T(xo) — 2°| < blwg — 2°| < |my — 2”|. (3.11)
Por inducio, vamos mostrar que

‘:vn — x'B‘ = |T”(z0) — xﬁ| < b”|x0 — 2

.. (3.12)

para todo n € N e zy € M fixado. Veja que para n = 1, fizemos em (3.11). Suponha que
para algum n € N, (3.12) é valida. Assim,

w01 — 27| = [T (20) — 2| = |T"(T(x0)) — 27
< T (xo) — 2”

< b bl —xﬁ‘ = 0"z —xﬁ‘.

Portanto, por indugao concluimos que (3.12)) é valida para todo n € N. Fazendo n — oo

em (3.12)), obtemos que

limz, = 2°,
pois b < 1. O

O Mapa Logistico foi originalmente introduzido pelo biélogo Robert May ([13]), para
modelar a evolucao de determinadas populacoes sob certos fatores de crescimento. Neste
contexto, (x,) representa o tamanho da populacdo no instante n € N e a € R é um
parametro de controle que representa um fator de aumento ou declinio da populacao.
Apesar de a ser contante, a medida que x,, cresce, temos que 1 — x,, diminui, contribuindo
para desacelerar o crescimento da populacao. Isso pode ser interpretado como uma forma
de descrever a competicao dos individuos por recursos. Observe que devemos ter a > 0
e 0 <z, <1, pois caso contrario a populagao assumiria valores negativos. Os resultados

vistos nesta se¢ao nos dizem sobre o comportamento da populagao a longo prazo. Vejamos:

i. O Corolario nos diz que: se a for tomado em [0, 1], entao a populagao se extingue

pois a sequéncia (z,) converge para o unico ponto fixo z* = 0.

ii. A Proposicao nos diz que para a € (1, 3] a populagao tende a estabilizar-se no

ponto fixo positivo 27 = (a—1)/a, ou seja, a populacao persiste e, neste caso, z% = 0
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torna-se um ponto fixo repulsivo.

Por fim, gostariamos de destacar que para a > 3 (ainda fora da validade dos teoremas
e a sequéncia (z,) comeca a ter um comportamento menos controlado quando o
parametro a cresce. Mais precisamente, na regiao 3 < a < 1++/6 ~ 3,45 a sequéncia ()
comeca a oscilar entre dois valores fixos. A partir disso, a oscilagao se da sucessivamente
entre 4, 8, 16, - - - pontos a medida que a cresce, esses valores sao pontos fixos das iteradas
da aplicacao T. A partir de a =~ 3,57 estabelece-se um regime caodtico. Para maiores
detalhes, veja [1] e [14].

3.3 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Nesta secao, aplicaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach a demonstracao do
Teorema de Picard-Lindelof, que garante existéncia e unicidade de solugao para um dos
problemas mais conhecidos de EDO, o Problema de Cauchy. Por fim, veremos um exemplo
do Problema de Cauchy, no qual sua solugao sera obtida por meio de iteragoes.

As equagoes diferenciais fazem parte de um dos ramos da matematica mais usados na
aplicacao e modelacao de fenomenos naturais, através destas equagoes € possivel descrever
fenomenos fisicos, bioldgicos, entre outros. Diante disso, é de interesse saber se existem
solucoes para essas equacoes, se sim, como encontra-las. Como veremos, o Método Itera-
tivo mostra-se de grande importancia nos estudo de solugoes para uma Equacao Diferen-
cial Ordinaria(EDO), pois permite que encontremos através de aproximagoes, a solugao

destas equagoes.

Definicao 3.1. Seja U um aberto de R x R e f : U — R uma aplicacao. Uma equagao

diferencial ordinédria (EDO) de primeira ordem é a equacao da forma
= f(t,x), (t,x)eU. (3.13)

Uma solucao da equagao (3.13)) é uma funcao diferencidvel = ¢(t) definida num

intervalo aberto I tal que:
. (t,p(t) eU, Vtel.
i, ¢(t) = f(t,o(t), Vtel.

Dada uma equacao diferencial da forma

x = f<t7$)7 (t,l‘) S U>
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fixado um par (to,z9) € U, chamamos de problema de Cauchy correspondente a f com
valor inicial (g, x¢) ao seguinte problema:
“B possivel determinar um intervalo aberto I contendo ¢y e uma funcao ¢ : I — R

satisfazendo os itens (i) e (ii) e p(ty) = x¢?”

X

Y]

=
A

to t
—1—

(=}

Figura 3.5: Interpretacao Geométrica do Problema de Cauchy

Com o objetivo de um melhor entendimento do Problema de Cauchy, apresentaremos
uma interpretagao geométrica (Figura ) da equacao diferencial na forma geral .
Tendo que a fungao f fornece um numero f(x,y) para cada ponto de U, a equagao
' = f(t,x) nos mostra que cada solugao que passar por esses pontos deve ter inclinagao
igual a f(x,y), ou seja, se calcularmos a inclina¢ao da tangente a solugao no ponto ¢ em

relacao ao eixo x devemos obter que:

tanf = f(x,y),

onde 6 é o angulo formado pela tangente 7" a solug¢ao com o eixo x.

Assim, é esperado que surjam estudos sobre as condicGes necessarias de f para que o
Problema de Cauchy tenha solucao. A vista disso, por volta da década de 90 do século
X1X, surgiu um teorema de existéncia e unicidade de solucao para o problema de Cauchy,
provado pelo matematico Ernst Leonard Lindel6f. Contudo, neste trabalho aplicaremos
o método utilizado pelo Matematico Charles Emile Picard, no qual apresentou o método
iterativo para resolver o problema de Cauchy. Apds isso, em 1920 Banach defende sua
tese, onde prova o Teorema do Ponto Fixo de Banach, publicado em 1922. Como ja
mencionamos, o Teorema de Banach é uma abstracao fascinante do método de Picard.

Para a demonstragao do Teorema de Picard-Lindel6f, primeiramente vamos transfor-
mar o problema de Cauchy em um problema de resolucao de equacao integral. Veja o

lema a seguir.
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Lema 3.5. Toda equacao da forma

{fzf@@

Z’(to) = 29

(3.14)

com f : U — R continua no aberto U C R x R tem uma correspondente equagao integral,

isto é, uma fungao diferenciavel ¢ : I — R é solugao do problema de cauchy (3.14]) se, e

somente se, é solucao da equacao

z(t) = xo + /ttf(s,x(s))ds, Vt e 1.

Demonstragao. Se o é solugao do problema de Cauchy, isto é

p(to) = 2o

{wwsz@

Como [ é continua em I, fixando (zg,%) € I x R, temos

llﬂ@mzwm—¢%>=¢ ww:wm»yfw%wa

to

Mas, ¢ é solucao de (3.14)), entao:
t
¢@=%+/f@ﬂm%
to
Reciprocamente, se ¢ : I — R é continua e satisfaz (3.15]), entao

p(t) = o +/t f(s,0(8))ds.

Dali,

o(to) = zo + / 0 f(s,0(s))ds = xo+ 0 = x9

to

Derivando ¢ em I, obtemos

2 o) = o+ 5 ([ sts.otea).

Usando o T.F.C, temos que

(3.15)

Vtel
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Logo, ¢ ¢é solugao para o problema de Cauchy. O]

Como dito anteriormente, nosso intuito é demonstrar o Teorema de Existéncia e Uni-

cidade de solucao do problema de Cauchy. Vamos entao ao seu enunciado.

Teorema 3.2 (Picard-Lindelof). Seja f : U — R uma aplica¢ao continua e Lipschitziana
em relagao a sequnda varidvel, definida no aberto U C R x R. Sejam a,b € R fixos, tais
que

[to — a,to+ a] X [xg — b,z + b C U.

Entao, existe uma unica solugao do problema de cauchy correspondente a f com valores

iniciais x(tg) = xo definida no intervalo [ty — a, to + «, onde

a—min{ %} e (3.16)

M = sup{|f(t,2)|, (t,x) € [to — a,ty + a] X [xg — b, xo + b]}. (3.17)

Observagao 3.4. As condigoes (3.16) e (3.17)) serao fundamentais para provarmos que

uma aplicacao leve pontos de um conjunto nele mesmo.

Demonstracao. Uma vez que nosso objetivo é aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Ba-
nach, dividiremos esta demonstragao em trés itens, no primeiro construiremos um espaco
métrico completo adequado, no segundo definiremos uma aplicagao nesse espaco de modo
que pontos fixos desta aplicacao sejam solugoes para o problema de Cauchy e no terceiro

mostraremos que uma iterada desta aplicacao é contragao no espago métrico completo.
1. Construindo o espag¢o métrico.

Para isso, usaremos o espago das fungoes continuas estudado no Capitulo 1. Seja
CO = CO([tO — Q, to + O./],R)
dotado da métrica da convergéncia uniforme

d(f,9) = _ max {|f(z) —g(x)[}.

z€[to—a,to+al
e C o subconjunto de CY dado por
C :=C%[ty — a,to + a], [zo — b, z0 + b]).

Usando a Proposicao [1.12} (C,d|.) é um espaco métrico completo, pois C' é fechado em

C°. De fato, seja (f,) uma sequéncia em C' e f € C° tal que f,, — f em C°, vale lembrar
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que essa convergéncia é uniforme (Ver Apéndice A, Teorema [A.3)). Entao, f € C, pois
fn(t) € [xg — b,z + b] implica

d(fa(t),20) <" == d(f(t),20) < b

ou seja,

f(t) € [xo — b, xo + b].
Portanto, C' ¢ fechado em C°.
2. Construindo a Aplicacao.

Construiremos uma aplicacao que leva pontos de C' em C'| cujo seus pontos fixos sao

solucoes para o problema de Cauchy. Definamos a aplicacao F : C — C°, dada por

F)(t) =70 + / F(s,%(s))ds. (3.18)

Note que, pelo Lema [3.5] os pontos fixos de F', sao solucoes para o problema de Cauchy.

Ainda, F' leva pontos de C' em C'. De fato, se ) € C, entao

PWO — o] B ] /f gas] <] [ 116 vtsas

to
(3.16)
< Ma

Com isso, concluimos que F' : C' — C.
3. Existe ng € N tal que F™ é contracao para todo m > ny.

Com efeito, seja ¢ = Lipf em relagao a segunda variavel, argumentaremos por indugao

que
m

[E™(1)(t) = F™(p2) ()] < — [t = tol"d(spr, o). (3.19)

E f4cil ver que para m = 1, (3.19) ¢é valida, realmente

[F(p1)(t) = Fp2) ()] = / £ (s,01(s)) = f(s,p2(s))lds

- / (5, 01(5)) — £(s, 0a(s))]ds

IN

< cl|t —to|d(¢1, p2).

/ cd(p1, 2)ds

to
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Suponha que (3.19)) é vélida para algum m € N. Assim,

< | [ 106 PP a(s)) = Fls. P eale) s
< / (JF™(1(5)) — F™(pa(s))ds
c /to%|s—t0|md(<p1),g02)ds :C:; /to(s—tg)ds.

t

Resta-nos resolver a integral / (s — to)ds, para isso, usaremos o método de substituigao
to

de varidvel. Chamemos u = s — to, daf % = 1, onde u(to) = 0 e u(t) = ¢ — ty isso implica

que
/ (s —to)ds = / u™du = ( 0) —
t 0 m+ 1 m+1
(t to)m+1
m+1
Logo,

‘Fmﬂ(gm(s)) _Fm+1(g02(5>>‘ < — d(p1, p2) /t(s—to)ds

m-+1 |t . t0’m+1

e iden )

IN

m+ 1
Com isso concluimos a inducao. Como t € [ty — «, ty + af, entao |t — to] < a. Logo

AF™ (1), () £ (1, ).

Uma vez que, Va > 0, lim,,_, 272 = 400, temos que existe ng € N tal que para todo

n > ngy tem-se lim,,_, % = 0. Logo, tomando 0 < n < 1, existe nyg € N tal que

m m

cC '«

m)

<n, VYm > nyg.

Portanto, F™ é contracao para todo m > ng Segue do Teorema que F™ possui um
tinico ponto fixo, entdao pela Proposi¢ao [2.2] a aplicagdo F' possui um tnico ponto fixo, a

saber o mesmo de F™. Isso equivale a existéncia de uma tunica solugao para o problema
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de Cauchy (resulta do lema [3.5)). O

Observacao 3.5. Usando o método iterativo, obtemos que se

F™ (o) = o,

entao necessariamente ¢ é solugao do problema de Cauchy, uma vez que ¢ é solugao a

equagao de ponto fixo, o que equivale ser solucao do problema de Cauchy.

E natural pensarmos se existe alguma funcao que satisfaz todas as especifidades ditas
no Teorema[3.2] No exemplo a seguir, usaremos o Teorema [3.2] para garantir existéncia e
unicidade de solugao e através do método iterativo, encontraremos a unica solucao para

o problema de Cauchy dado.

Exemplo 3.2. Considere o problema de Cauchy

{x’(t) = 2t(x(t) + 1) (3.20)

z(0) = 0
definido num aberto U C R? tal que [—a,a] x [~b,b] C U, com a, b fixos.

Seja a funcdo f : U — R, dada por f(t,y) = 2t(y + 1). Temos que f é continua.

Derivando f em relagao a segunda variavel, obtemos

of
Como t € [—a, a], entao a derivada parcial g—g ¢ limitada. Pelo Lema , f ¢é Lipschitziana
em relagao a segunda varidvel. Entao, pelo Teorema de Picard-Lindelof, (3.20) tem uma
tnica solugdo num intervalo I = [ty — «, tg + a] e podemos usar o método iterativo para
encontrar esta solucao. Pelo lema obtemos que a equacao integral equivalente a (|3.20))
é:

x(t) = /0 2s(x(s) + s)ds.

Aplicaremos o método iterativo ao conjunto de fungoes continuas x : I — J, com 0 € I.
Sendo assim, considere xo(t) = 0. Entao, I = [—a, al, pois to = 0 e J = [—b,b]. Usando

o método iterativo,

2o(t) = Fpn)(t) = /0 25(xp-1(s) + 1)ds.

Basta encontrarmos o ponto no qual a sequéncia x,, converge em C' = C°(I,.J). Analise-
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mos algumas de suas iteradas. Para n = 1, temos que x; é: para x; temos
t t
x1 = F((x0)(t) = / 2sds = / 2s(xo(s) + 1)ds.
to to
Para n = 2, obtemos que

4

2a(t) = Fla1)(0) :/0 25(21(s) + 1)ds :/0 25(s” + 1)ds = 2 + %

Prosseguindo dessa forma obtemos uma sequéncia (x,,(t)). Observe a tabela [3.3}

Tabela 3.3:
n x,(t)
n=0 |xz(t) =0
n=11xzt) =t
t4
, tt 1t
= =1+ —+—
n 3 LUg( ) + 9 + 3
; 6 g
=4 t)=1t — 4+ =+ —
n x4(t) + 5 + i + o
t22

n==Fk| z(t) = Zf:o o
Fonte: Da Autora (2019).

Do estudo de séries de Taylor, temos que a sequéncia de fungoes

k

nn=3"5

=0

converge uniformemente (Ver Apénidce A ) para z(t) = e’ — 1. Logo, a solucdo do
problema de Cauchy é:
o) =¢" —1. Vtel.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho de conclusao de curso apresenta-se o Teorema do Ponto Fixo de Ba-
nach e uma extensao proposta pelo matematico M. Edelstein, que garantem existéncia e
unicidade de ponto fixo para uma contracao em espagos métricos completos e contracao
fraca estrita em espacos métricos compactos, respectivamente. Estes teoremas sao de
grande importancia para a drea da andlise matematica, uma vez que possibilitam resolver
problemas variados. Por exemplo, é possivel encontrar solugao de uma equacao numérica
usando ponto fixo, além disso é possivel transformar o problema de encontrar solucao
para uma equacao numérica em um problema de ponto fixo, que em muitos casos é bem
mais simples de ser resolvido. O método utilizado para encontrar solucao da equagao de
ponto fixo foi o método iterativo, devido a sua eficiéncia e simplicidade.

Expoe-se também os pontos de equilibrio do mapa logistico usando apenas teoremas
de ponto fixo e resultados de analise real. Estudos como esses, normalmente sao feitos
através de teorias basicas de sistemas dinamicos. Entretanto, usamos teoremas de ponto
fixo, que permitiram prever o comportamento do sistema ao longo do tempo.

Constatamos que ha uma forma alternativa de resolver o problema de Cauchy usando
o método iterativo. Visto que nos cursos de Equacoes Diferenciais nao é usual falarmos
sobre o método iterativo como uma forma de encontrar solugao do Problema de Cauchy.

Este trabalho tem grande contribuigao para formacgao dos académicos de graduagao,
embora aborde teorias que normalmente nao sao vistas na graduacao, como por exemplo,
espacos métricos, a forma que discutimos os resultado esta acessivel e entendivel ao aluno
que esteja iniciando seus estudos nessa area, uma vez que todos os pré-requisitos de espacos
métricos estao dispostos no primeiro capitulo desta monografia. Além disso, temos que
as aplicacoes sao muito comuns num curso de graduagao, como o método de Newton e o
Teorema de Picard-Lindof, o que torna esse trabalho mais familiar e 1til.

Por fim, para o leitor que deseja dar continuidade nos estudos desenvolvidos aqui,
gostariamos de dar sugestoes de estudos futuros, tendo como base esta monografia. Por
exemplo, é possivel estudar outras aplicagoes importantes do Teorema do Ponto Fixo de
Banach, como aplicacoes a sistemas lineares: O método de Jacobi; Aplicacoes as equacoes

integrais de Fredholm e de Volterra; O Teorema de Picard-Lindelof em espacos de Banach.
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Apeéendice A
Resultados Utilizados

Aqui trazemos resultados que foram utilizados durante este trabalho, no qual nao

demonstraremos. Mas disponibilizaremos nos resultados suas respectivas referéncias.

O resultado seguinte pode ser encontrado em [§].

Proposicao A.1. Se f : [a,b] — R é continua e f(x) > 0 para todo = € [a, b] entao

f; f(x) = 0 implica f identicamente nula.

Aplicaremos a proposicao anterior para a desigualdade estrita de integral, uma vez
que nosso exemplos que aplicaremos teremos f(x) # 0. Queremos destacar que a
condicao de continuidade é de grande importancia para que esse resultado seja valido.

Para mais detalhes veja isso na observacao feita em [§]

Os resultados seguintes encontram-se em [9].

Teorema A.l1 (Teorema Fundamental do Calculo (T.F.C)). Se uma fung¢do in-

tegravel f : [a,b] — R possui primitiva F : [a,b] — R entdo
b
F(a)— F(b) = / F'(t)dt.
Em outros termos, se uma func¢ao F' : [a,b] — R possui derivada integrdvel, entao
b
F(b) - Fla) = / F(t)dt.

Teorema A.2 (Teorema do Valor Médio). Seja f : [a,b] — R continua. Se f ¢

derivdvel em (a,b), existe ¢ € (a,b), tal que



A. Resultados Utilizados

Proposicao A.2 (Critério de Cauchy Para Série). A fim de que a série Xa, seja
convergente, ¢ necessario e suficiente que, para cada € > 0, exista ng € N tal que

|1 + -+ + ansp| < € quaisquer que sejam n > ng e p € N,

Teorema A.3. Uma sequéncia de funcoes f, : X — R € uniformemente convergente

se, e somente se, € uma sequéncia de Cauchy.

Lema A.1. O limite uniforme de uma sequéncia de fungoes continuas é uma fungao

continua.

Corolario A.1. Sejam f : X — R continua no ponto a € X e k € R uma constante.

Se f(a) < k, entao existe 6 > 0 tal que f(z) < k para todo x € X com |xr — a| < 0.

Teorema A.4. Uma série de poténcias converge uniformemente em todo intervalo

compacto contido no seu intervalo de convergéncia.

69



	INTRODUÇÃO
	Espaços Métricos
	Métrica e Espaços Métricos
	Bolas e Topologia
	Sequências e Espaços Métricos Completos

	O Teorema do Ponto Fixo de Banach e Extensões
	Ponto Fixo e Método Iterativo
	Contrações em Espaços Métricos
	Teorema do Ponto Fixo de Banach
	Contratividade Fraca Estrita
	Potências Contrativas

	Aplicações
	Equações Numéricas e o Método de Newton
	Mapa Logístico
	Equações Diferenciais Ordinárias

	Referências Bibliográficas
	Resultados Utilizados

